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Fracciones y decimales

TEMA 1. Fraccionesy decimales

Recordemos los diferentes tipos de ndmeros que conocemos. Por un lado, tenemos los nimeros
naturales, que son aquellos que utilizamos para “contar cosas”. Son infinitos (ya que si nos
ponemos a contar siempre podemos afadir una unidad o “cosa” més a ias que ya habiamos
contado) y nos referimos a ellos con N. Por tanto, los nUmeros naturaies son:
N=1{1,2345,..}
Ademas de estos nimeros que ya conociamos, podemos tomar para cada uno de elios su
opuesto, por ejemplo, para el numero 5 podemos tomar su opuestoé. El conjunto de los numero
naturales y sus opuestos lo denominamos nimeros enteros y o re}esentamos por Z. Por tanto,
Z={..,—4-3,-2,-1,01,2734..%Y

Usando estos dos tipos de nimeros podemos definir uno nu gue denominamos nimeros
racionales y representamos por Q. Estos nUmeros los pode ner en forma de fraccién y
aparecen cuando tomamos un nimero entero en el numeggdo™y uno natural en denominador.
Por ejemplo, cuando tomamos el -2 en el numerador yQ el denominador obtenemos el

s . 2 . ’ .
nuamero racional —. Es decir, los nimeros racionales s@uellos que podemos expresarlos en

3
la forma de fracciones.
EJERCICIO: Da un ejemplo:

a) Que sea un numero natural.

b) Que sea un nimero entero, pero no nat

c) El ndmero racional que surja del y%os nUumeros anteriores como denominador y
numerador respectivamente. \

d) Un ndmero racional, que tambié entero.

1. Fracciones %
&,

Como ya hemos visto, cuand® hablamos de nGmeros racionales, hablamos también de

fracciones, por lo tanto, cuande queramos operar con ndmeros racionales tendremos que operar

con fracciones.

1.1. Simplificacid de
Si en una fraccién el gu or y el denominador se pueden dividir por el mismo nUmero
(distintode 1y-1)y Io;dlxmos por dicho nimero, decimos que hemos reducido o simplificado
la fraccion.

Si una fraccién no se puede reducir mas y su denominador es positivo diremos que la fraccién
es irreducible. Por ejemplo:

10 5 1
20 (reducible entre 2) - 10 (reducible entre 5) —» > (irreducible)
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EJERCICIO
1. Simplifica las siguientes fracciones:
24 114 26 125 225
) % b) 7 ) 45 €)oo

. P . 16 35
2. Simplifica los numeros aEve Aort

3. Completa los espacios en blanco:

a) § de 200 = - b) § de 140 = - c) % de ... = 450 d) 2 de.. =60

1.2. Fracciones equivalentes
Dos fracciones son equivalentes son equivalentes si al reducirlas@enemos la misma fraccién
irreducible. Por ejemplo:

L 4
4 _ 2 12 _ X 2
Z (reducible entre 2) - 3 5 (reducible gntre'6) — 3

4 12 2 12 2

. . 4
Por tanto, =5 Y 550N fracciones equivalentes. De hecho, poo%expresarlo como -=_—==.

1.3. Comparaciow de fracciones K

Para poder comparar dos fracciones necesitamos u@as tengan el mismo denominador.
e
d

Para poder tenerlo, necesitamos transformarla la fraccién equivalente gue tenga por

denominador el minimo comdn multipio de los dos inadores. Por ejemplo, écudl es mayor,

é o] g? Tenemos gue m.c.m. (12,8) = 24, por tant

7 14 15
—f% 8~ 24

=
vl

14 15 7 5
Como — < —, podemos saber gue —< -,
24 24 12 8

EJERCICIO:
4. Compara las siguientes fraccig

a)ly: b)

Z.}F

© |

)

N

) y1

3 4 2
5. Ordena de mayor a mghor =~ i

W=

1.4. Swmav de fracci

Cuando sumamos fracciones, las transformamaos en unas fracciones equivalentes que tengan el
mismo denominador y una vez lo tienen, sumamos sus numeradores, dejando igual su
denominador. Por ejemplo:

1.5. Producto- de fracciones
Cuando multiplicamos fracciones, multiplicamos los numeradores entre ellos y los
denominadores entre ellos. Por ejemplo:
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vl N
W
u1l Do
W

fe')

15

1.6. Cociente de fracciones

Cuando dividimos fracciones, es equivalente a multiplicar la primera por la inversa de la segunda.
Recordemos que la inversa de una fraccién es aquella que tiene como numerador el

denominador de la original y como denominador el numerador de la original. Por ejemplo,
. 7 . 5
sabiendo que s es el inverso de 2 tenemos que:

25 27 27 14

3’7 35 3.5 15
EJERCICIO: N
6. Realiza las siguientes operaciones con fracciones: )
7 11 11 4
a)g+a b)6_T C)?\
d) 6:% e):6 ) ‘*&

o) (G+i-2)n NG5 Grs) é +1)-3(-7)

1.7. Operaciones combinadas @
Recuerda la prioridad de las operaciones: Q

1. Paréntesis.

2. Potencias y raices.

3. Multiplicaciones y divisiones. 0 4 O

4. Sumas y restas. #\\

Ademas, procura trabajar siempre de den \ia afuera y recuerda que “/o que no se opera se
copia igual”.

Ejemplos:
7 3 1 7 7 7 7 8—-7 7 1 14 5 9
B B s e e R o
10 2 4 10 10 4 10 4 10 4 20 20 20

14(1 1)3_143 _1413_143_(12)3_(3—2)3_13
[_ 'E‘?]'E‘[ 7 \6 ‘[ B E]E‘[ _E]E‘ "3/ 2 \3 /)2 32
_1«3_1
T3.2 2
7. Calcula y simplifica el resultado.

) 5-2.(-344

0 (-2)-(+9)- (4+2)- (-
0 (- 2:[-1) -G+

O B[4 Ged-1)] 4- ()
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8. Calcula:

2
) h) > -
9723 (21 3 52,1 ,
2 3 K 4
9. Ayer compré una cinta y gasté los 2/3 en empaquet regalo. Hoy le he dado a una amiga
1/5 de o que me sobré y todavia me quedan 20 ¢ cantldad de cinta compré
10. Tres amigos se reparten un premio gue les ha 0 en un sorteo, de forma gue el primero

se lleva 3/5 del total; el segundo se lleva 5/8 d que queda, vy el tercero se lleva 37,5 €. (A
cuénto ascendia el premio? IS

11. De un canasto de fruta se estropeanL e su contenido, comemos los 2/3 del resto y
regalamos los Gltimos 4 kg que quedaban. Nntos kilos de fruta habia en el canasto?

12. Un hortelano planta 1/4 de su huert tomates, 2/5 de alubias y el resto, que son 280m2,
de patatas. {Qué fraccién ha planta atatas? {Cudl es la superficie total de la huerta?

13. El paso de cierta persona equidaleia de metro. {Qué distancia recorre con 1.000 pasos?
é{Cudntos pasos debe dar para r@rre na distancia de 1.400 m.?

14. En un frasco de jarabe caben 3/8 de litro. éCuéntos frascos se pueden llenar con cuatro litros

y medio de jarabe?
15. Un laboratorio comerdgializa ume en frascos que tienen una capacidad de 3/20 de litro.

éCudntos litros de perfume n de fabricar para llenar 1.000 frascos?

16. Un camidn cubre IN ia entre dos ciudades en tres horas. En la primera hora hace 3/8
del trayecto, en la segunda [0s 2/3 de lo que le gueda y en la tercera los 80 km restantes. {Cual
es la distancia total recorrida?

17. He gastado las tres cuartas partes de mi dinero y me quedan 900 euros. éCuanto tenia?

De un depdsito de agua se saca un tercio del contenido y, después 2/5 de lo que quedaba. Si
aun quedan 600 litros. {Cudnta agua habia al principio?

18. i{Cuantas botellas de 3/4 de litro se pueden llenar con una garrafa de 30 litros?

19. Un vendedor despacha por la mafiana las 3/4 partes de las naranjas que tenia. Por la tarde
vende 4/5 de las gue le quedaban. Si al terminar el dia aun le quedan 100 kg. De naranjas.
i{Cuédntos kg tenia?
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20. Con el contenido de un bidén de agua se han llenado 40 botellas de 3% de litro. éCuéntos
litros de agua habia en el bidén?

21. Un frasco de perfume tiene una capacidad de 1/20 de litro. éCuéntos frascos de perfume se
pueden llenar con el contenido de una botella de % de litro?

22. Jacinto come los 2/7 de una tarta y Gabriela los tres quintos del resto. éQué fraccién de tarta
ha comido Gabriela? {Qué fraccién queda?

2. Numeros decimales

Como ya sabemos, los nimeros decimales son nUmeros expresados en forma decimal y nos
permiten operar y compararlos de forma facil y eficaz. Tenemos v@os tipos de decimales:
e Decimal exacto: Son aquellos que tienen un nUmero Iip"litado de cifras decimales. Por
ejemplo: 2'4, 7'254, -8'0001, 2. \
e Decimal periddico: Son aguellos gue tienen infinitas &decimales gue ademés se
repiten periédicamente, es decir, podemos encontr @esiones de nimeros” que se
repiten continuamente. Hay dos tipos: k
o Periédicos puros: Cuando los periodos qu &piten inmediatamente después de
la coma. Por ejemplo: 8,125 = 8,1251 12@
o Periédicos mixtos: Cuando la parte geriddica no comienza después de la coma, es
decir, hay algunos nUmeros que no se iten antes de que empiecen a repetirse.
Por ejemplo: 2,3072 = 2,3072727..
o Decimales no exactos ni periédicos: S\Qellos gue tienen infinitas cifras decimales y

no se repiten periédicamente. Por e%: m = 3,1415926535..

EJERCICIO:
23. Clasifica los siguientes decimales:
a) 3,52

b) 2,8 c) 1,54 d) V3 = 1,7320508..
e) 2,7 f) 3, 2.. g)m—2=1,14159. h} 6,3454545..
2.1. Pw@ﬁmw@
Para obtener la expresi d al de una fraccién basta dividir el numerador entre el
denominador, calculand asflas posiciones decimales que vayan saliendo durante la divisién.
El resultado de la divisio e ser:

= Un ndmero entero. Ocurre cuando el numerador es un multiplo de un denominador. Por
ejemplo:
18_, -0 g
3 10
= Un decimal exacto. Esto solo ocurre si el denominador de la fraccién simplificada tiene
por factores primos 2 y 5 Unicamente. Por ejemplo:
5 5 63 63

8 222 0625 50 2-5-5

=1,26
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= Un decimal periédico. Esto ocurre cuando al menos uno de los factores primos del
denominador es distinto de 2 y 5. Por ejemplo:

7—2§—2333 23—279§—279333
3 - & - & . 15 - & - & L
24. Expresa en forma de decimal las siguientes fracciones:
1 24 31 8

2.2. Paso-de decimal o fraccidv
El paso de decimal a fraccién no es tan sencillo como el de fraccién a decimal, pero también
debemos saber hacerlo. Podemos separario en tres tipos en funci@del tipo de decimal.

> De decimal exacto a fraccién. Es muy sencillo. En este caso el denominador es una

: . . & -
potencia de base 10. El exponente de la potencia sera el ero de digitos gue tenga el
decimal después de la coma.

37 ‘ Z F
3,7= 0 5,68 = 1000 0,0 00

> De decimal periédico puro a fracciéon. Veamoslo CQ jemplo:

« Periodo de una sola cifra: N =54 - @
loi Z ;44224 ' } Al restar, desaparece la pdfagldecimal:

ION-N=54-5 -5 9N=49 > N-=

Comprobacién: 49 = 9 =[5.4444 '
p ,_Q\N
* Periodo con varias cifras: N = 6,20 x 7207207...

1000N =6207,207207....] |
N =6,207207... |

1000N - N=6207 -6 33 6201 — N 6201

Comprobacién: 6201 =999 =6.2032873207

> De decimal periédico@ fraccién. Veamos un ejemplo:

N
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* Pongamos en forma de fraccién N = 2, 563
N= 2,5636363... Multiplicamos por 10 para obtener un decimal
periédico puro.
10N=  25,636363... Ahora, multiplicamos por 100 para obtener otro

con la misma parte decimal.

1000N = 2563,636363... Al restar este al anterior, desaparece la parte deci-
mal. Es decir, se obtiene un niimero entero.

1000N — 10N = 256325 — 990N =2538 — N-= .2959%8.
Comprobacién: 2538 =990 =2.5636363636
* Otro ejemplo: N = 0,07324 = 0,07324324324... \\

100N=  7,324324... Se obtiene un periédico puro. ,
100000N = 7324,324324... Ouo, con la misma parte deci

100000N - 100N =7324-7 — 99900N=7317 = N
Comprobacién: 7317 = 99900 =6.87324324324 K

N

> Decimales no periédicos. Los decimales que tle@pflnltas cifras decimales no pueden
ser expresados en forma de fraccién.
25. Expresa en forma de fraccién los siguientes de

a) 6,2 b) 0,63 1,0004 d) 3,5

e) 0,1 f) 2,7 )
o . .\\k
i) 40,028 i} 5,9 \ 7,

26. Escribe en forma decimal las fracc@y . Justifica previamente si el decimal va a ser

exacto o periddico.

23 h} 41,041

l\)

009 1) 0,99

27. Escribe en forma de fraccién i cibfe los decimales 5,23 y 13,42.

. - &

28. Dados los decimales 0,6; 0, 6;960; 0,
a) Ordénalos de menor a mayor.

b) Expresando los nimero forma de fraccién, calcula 0,6 — 0,6: (0,60 — 0,61).

N
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TEMA 2. POTENCIAS Y RAICES

1. Potencias
Recordemos que una potencia equivale a muitiplicar varias veces el mismo nimero:

EXPONENTE 1

—_———

n veces

d;l=(t-r.?-ﬂ"...-ll
t

BASE

N
Algunos ejemplos son: N
a a a K 7 7 7 343
Veamos sus propiedades:
a) a™-a" =a™". Por ejemplo, @
52,53=52+3=55 &
b} (a-b)" =a™-b"™ Por ejemplo, &

¢} (@™ =a™™ Por ejemplo,

d) @ — gmn por ejemplo,

an

e) (%)n = Z—: Por ejemplo,

EJERCICIO; \\
1. Reduce a una sola potencia:
a) 474" 4 b) (5°)° % E
e) 210, 510 f) 12 g) (26 . 23)2: (22 ,24)3 h)(62)3 .35. (27: 22)

35 5
A veces el exponente d& i6n puede ser negativo o nulo. Debido a esto tenemos que saber
dos propiedades mas:
f} a® = 1. Por ejemplo,

120=1
g) a"= ain Por ejemplo,
1
-3 _
=%

De esta Ultima propiedad vemos que (%)_n = (—)n =—,

2. Expresa como fraccién simplificada:
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a) :—: b) 51 c) 476 d) x~1y~2
e) 2% f) Gxy?)? 9)5-37 - xy h) (a~1b?)? - (ab~2)~1

3. Calcula usando las propiedades de las potencias.

a) 23-5* b) (6°:2%):3° 0 (2)6 _ (%)3 d) 25 (2)4
e) ZZL: f) 22%6 g) (33)2: 35 h) (25)3 . [(53)4—: 23]

4. Reduce a un Unico nUmero racional.
) (2)° o) (3)” () o)
JJEN JONONEEIO RO )

5. Realiza los siguientes productos:

1G] P Es ) (5]
&

A(-2)* . (-:2)*. (-2) d)2% . 3.5 -
27 .5 ) 2. 3 27 .3 Y
e) 3 f) 3 3 g) 2 2
3° . (-5) 4.3 4" .3
6. Reduce a una Unica potencia: Q\z
a) (a2.a%.a)3.(a%.a%.a°) b) 2% 2 [ ) c)32. 33 ( zi zj )
7. Escribe con exponente positivo: G
3 -2 2 -3 1 -1 3 -5 23
a)| — b)| — dy| — e) 54 fil=
SIREEIPS CIRE) >
8. Calcula
2\ (2)|2)"
3(y-2 Y q-246( 1 il P Rl |
2232 J [(3) (3)}@ 2".3".2° 573"
a) b) c)

22(32)—4( 4 ( jl 33 .57 .93 .54 .32
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2. Notacidw cientificaw
Todos los nimeros pueden ser expresados en notacién cientifica. Un numero puesto en notacién

cientifica consta de:

* Una parte entera formada por una sola cifra que no es el cero (la de las unidades).
* El resto de las cifras significativas, si las hay, puestas como parte decimal.
* Una potencia de base 10 que da el orden de magnirud del niimero.
N=a,becd.... 10"
Y T A =
PARTE ENTERA (SOLO UNA CIFRA)  PARTE DECIMAL 1!0'1"[5N{11W'['1-:Rn DE BASE 10
N
De tal manera que, si n es positivo, entonces N es “grande” y si.n es negativo, N es “pequefio”.
Para operar nimeros en notacién cientifica, si es un produc \cociente son operaciones
inmediatas, mientras que la suma y la resta requieren que numeros tengan el mismo
exponente en la potencia en base 10 de ambos nimeros.

9. Expresa en notacién cientifica los siguientes numeros:é

a) 7 millones

b} 0,00001234
¢} 25100000
d) 34,65 billones

-

10. Expresa con todas las cifras los siguientes n ros:
a) 3,82-10°¢ . 0
b) 08-1077 ,\\
c) 8,042-10%° \
d) 1,083-1075
11. Opera los siguientes nimeros eXpresados en notacién cientifica.
a) (3,25-107) - (9,35 10715)
b) (5,73 10%) + (=3,2 - 105) \\
) (4,8-10'%):(2,5-10%)
d) (1,17 -108) — (3,24 - 10:¢

3. Rauces y ri
Como ya sabemos, si a = b®entonces Va = b, es decir, b es la raiz n-ésima de a. Recordemos
que:

e Enla expresion Va diferenciamos dos partes: n es el indice y a el radicando.

e Si%a es un nimero racional, entonces decimos que la raiz es exacta.
Hay raices que no pueden ser resueltas y tenemos que dejarlas expresadas en forma de raices,
por ejemplo, V12. Estas expresiones que no podemos simplificar mas las denominamos radicales.
Veamos sus propiedades:

a) Va-3b=Va-b.Porejemplo,
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V3:-V2=v3-2=v6
b) WVa"-b =a-Vb. Por ejemplo,
Vig=4/32-2=3V2

B nm nm
c) (Va)"™ =an =a™otambién Ya™ = an = a™ Por ejemplo,

(V2) =22 =4
d) Dos radicales sélo pueden sumarse y restarse si son idénticos. Por ejemplo
V2 +4V2 =52
Operaciones covw raices
3.1. Extraer factores \\

Esta operacién nos va a permitir encontrar raices semejantes,.es decir, aguellas que tienen el
. s . . . . -1 . s .
mismo indice y el mismo radicando. Por ejemplo, \/_.—2\/7,7\5@5 ellas tienen indice dos y

radicando 2. Aparentemente V2 y+/8 no son semejantes, pero@ s a esta operacion veremos

gue si. &
Pasos para extraer factores: S}

1. Descompén los ndmeros compuestos y ponlos
2. SOLO se pueden extraer aquellos factores gue an exponente mayor o igual que el

tencias.

indice.
3. Dividimos el exponente entre el indice, el cociente es el exponente que sale fuera y el

resto es el exponente que se queda den Q
4

Hagamos un ejemplo:
.$

Paso 1: descomponemos 1440 = 25-3%2 .5
Paso 2: pueden salir el 2 por tener exp nté@ 5(mayor que el indice) y el 3 por tener exponente

2 (igual al indice), pero no puede salir £1 5,porqgue el exponente (1) es menor que el indice (2)

o

e

Paso 3: Dividimos exponentes e@ ice

5 |2
. I? Luego sale 22y s% dentro 2!
1

2 |2
IT Sale 3! y seyqu entro 3°
0 \
Luego V1440 =V25-32.5 = 22.314/21.30.5 = 124/10
V8 =23 = 2121 = 22 luego 2 y+/8 son semejantes.
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12. Extrae factores

6!'2671368
\/agbzc
381 3/2592 Va’bl’c? Ja®7

e
S}
(W)
%)
[a—
['Y)
n

(S
=)
o
(5]
(@)
(o8]

3.2. Introducir factorves
Introducir es lo contrario de extraer. Si para extraer dividimos el exponente por el indice, para
introducir, multiplicaremos el exponente por el indice. Asi: N
223=3223.3=3/26.3 @

13. Introduce en el radical y simplifica lo posible:

5J6 a*¥a %ﬁ % %\/271"—9
3\/5 xy2 3x 2\/5 &4—0 i n’—n
3 n
o
2%/5 ab’Ya’c 34i l a’ +a l XX
27 a 3x ¥V 2x+1

3.3. Swmawr y restowr
Vamos a distinguir dos casos:

4
- Las raices son semejantes: en este%&suma (o resta el numero que hay fuera de la
4
raiz. Por ejemplo: 2V3++v3 -3 +2
- Las raices no son semejantes: e te €aso extraemos factores para intentar estar en el

caso anterior. Por ejemplo:

V2 448 +V18 32 =2 + V2% &y 25 =2+ 22 +32-22V2 =2+ 202 +3V2 a2 212
Q% Q_7”

FACTORIZAM EXTRAEMOS SUMAMOS
RADICAND FACTORES RADICALES
SEMEJANTES

14. Efectya las siguien operaciones:

3V2 + 4V2 — 2V2

V50 + V72 — 10v2

—/48 + 375 — /108

V8 — 3vV2 + 4418 + /50
%\/ﬁ+§x/§—\/ﬁ

2V45 — =20+ B0 — £ V5

2V3+3V3-9V3

V80 + V45 — /20
V175 + /28 — 5V63
gﬁ—liox/ﬁ+%\/ﬁ
V18 + /50 — V8 — V2
V27 —V12 V75 ++/3
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LB -3B-2VI+ivZ  IVE-2VA5-1ya

3.4, Multiplicow y dividin

Para multiplicar o dividir es imprescindible que tengan el mismo indice, y en este caso se operan
los radicandos.

En el caso de distinto indice, se calcula el minimo comun multipio de los indices. Después se
divide el minimo entre los indices y el cociente eleva al radicando. Asi:

V2333 =227 =327 427 2

N
15. Calcula: IS
16. Opera: &
V24 +3V10 - 25 (5+3v2)(4—v3) —5)(4v2 —2V6)
(8 +3v5)(4 — 2v5) (4-3v2)° Q +5v3) - (14 4v3)°
(3+5v2)° (5vZ - V3)(1 + 2v6) (5+3v2)° = (1-7v2)(2 -

5v2) . O

(4— 345)’ (6453 o> (32— 5) + (V- 1)(5v2 +3)
(5+2v3)(5-2v3) (23 + 4{5@6— 2V5) (3v5+4)" + (2V5 +3)(3 — 2v5)

4. Nuumeros racionales e irri
: & . .
Como ya hemos visto en el tenfés anterior, los nimeros racionales son aquellos que podemos

poner en forma de cociente d;jos nimeros enteros. Si ponemos en un esquema todos los tipos

de nimeros gue vimos el te rior:

c WIAPURALES, INN— 0,1,2,3,4,5, ...

o A TURALES NEGATIVOS — —1,-2,-3, -4, -5, ...
RACIONALES =3 :

2

Q ) ) [1;1-;(‘:|M.M.1-‘.5 EXACTOS — 0,84:17,23; ...
FRACCIONARIOS - —_
1131-‘.(:|M.M.1-'_5 PERIODICOS — 2,3:0,084; ...

A los nUmeros que no son racionales los llamamos irracionales. Entro ellos estan:
e Raices no exactas. Por ejemplo:
V2 = 1,41421256.. V4 = 1,58740105..
e Elnumero n = 3,14159265.., que es un decimal no exacto ni periddico.
17. Clasifica los siguientes nimeros:
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a) Y16 b) V20 ) |2
d) -2,3 e) 3,4 flo
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TEMA 3. Problemas awitmeéticos

1. Lavproporcionalidad ev loy problemas awvitmeéticos
1.1. Llavproporcionadidad simple divecto
Dos magnitudes son directamente proporcionales si, al multiplicar (o dividir) una de ellas por un ndamero, la

otra queda multiplicada (o dividida) por ese mismo ndamero.

Si Ay B son magnitudes directamente proporcionales con los valores:

Magnitud A | a: ar as an
Magnitud B | b, b, bs bn

N
.
N

Se verifica que el cociente entre dos cantidades correspondi@ates de ambas magnitudes es

constante: m

& % % _ Sy

b, b, b b, K

El nimero k se denomina constante o razon de proporcion Iid@cta.

Problemas. Q

Los resolveremos por el método de Reduccién @nidad. gue consiste en calcular la cantidad
T ida (constante de proporcionalidad directa)

correspondiente a una unidad de la magnid%

y utilizarla para calcular la desconocida, t& aplicando la definicién.

Ejemplo: Una maquina produce 84 tornill (\ horas. {Cuantos tornillos producira la maquina
si trabaja 5 horas?

Hay proporcionalidad directa porgtie gnultiplicar por un nimero la cantidad de horas implica
multiplicar por el mismo nL’JmeroQ os producidos, asi:

HORAS TORNILLOS

3horas .....ccoveeiiiinennnn. rnillos
Si divido entre 3 /a prim agnitud (horas), los tornillos quedan divididos entre 3

..................... tornillos (84.3 es /la constante de proporcionalidad)
Multiplicando por 5Nera magnitud, la seqgunda también quedard multiplicada por 5

5horas ..o, 140 tornillos
Por lo tanto, produciréd 140 € trabajando 5 horas.

Lo podemos expresar de la siguiente forma:
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* HORAS TORNILLOS
B8
e 1 84/3
xS
*5 28%*5
N
N
1.2. Lavpropovcionalidad simple inversow ’\
Dos magnitudes son inversamente proporcionales si, al multipli o dividir) una de ellas por un
numero, la otra queda dividida (o multiplicada) por ese mis ero.

Si Ay B son magnitudes inversamente proporcionales con K ores:

Magnitud A | a: ar as | e an
Magnitud B b1 bz b3 ...... b

Se verifica que el producto de dos cantidades_correspondientes de ambas magnitudes es
constante: . O

a b =a,-b=a,-by=...=a,-b, =k ,\\
e

El nimero k se denomina constante o r@ roporcionalidad inversa.
Problemas

Al igual que en el caso de\@%rcionalidad directa, para resolver problemas de

proporcionalidad inversa también los realizaremos por el método de Reduccién a la unidad, que
consiste en calcular la ca correspondiente a una unidad de la magnitud conocida
(constante de proporciona i%tilizarla para calcular la desconocida, todo ello aplicando la
definicién.

Ejemplo:

Abriendo 6 desagties, Lhc/na se vacia en 6 horas, {cuanto tardara en vaciarse abriendo sofo
4 desagties?

Hay proporcionalidad inversa porgue multiplicar por un nimero el nimero de desagies implica

dividir por el mismo ndmero el tiempo de vaciado:
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DESAGUES TIEMPO DE VACIADO

6 desaglies .........cccvvvviivinnnnnnn. 6 horas
Dividiendo entre 6 el nimero de tapones el tiempo queda multiplicado por 6:

ldesagle .......cooccceivviinnnnnnnn, 36 horas (6-6 es la constante de proporcionalidad)
Multiplicando por 4 e/ numero de tapones ef tiempo queda dividido entre 4:

4 desaglies .........cccvvuvveeennnnnnn. 9 horas
Ny

ones se tardan 75 minutos.

DESAGUES‘ TIEMPO DE VACIADO @

B | m Qq}
= O

Por lo tanto, con 4 ta

&

Podemos expresarlo de la siguiente forma:

9 2
N
L 4
2NN
1.3. Lavproporcionalidad compuest

La proporcionalidad compuesta gpare cuando intervienen mas de dos magnitudes
relacionadas entre si proporcion te

Problemas )
Para resolver problemas de orcionalidad compuesta se siguen los siguientes pasos:
- Se identifican las ma des gue intervienen.

- Se ordenan, con siIs datos, colocando en Ultimo lugar la que lleva la incégnita.

- Se identifica el ti oporcionalidad, directa o inversa, que liga a cada magnitud con
la de la incégnitaK

- Sereduce a la unidad para saber qué cantidad de la magnitud desconocida corresponde
a una unidad de las magnitudes asociadas

- Se calcula el valor pedido con los datos nuevos de las dos primeras magnitudes,

respetando el tipo de proporcionalidad existente.

10
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Ejemplo:
Una excavadora, trabajando 10 horas al dia, abre una zanja de 1000 metros en 8 dias. {Cuédnto
tardaria en abrir una zanja de 600 m, trabajando 12 horas al dia?

FPROP . DIRECTA
|—PROP. INV.—l
metros h/dia dias

1000 — 10 —— 8
600 —— 12 ——

METROS HORAS/DIA DIAS

48:12=4 dias

O
Ejercicios: ,\\

1.- Indica el tipo de proporcionalidad qu \ntan los datos de las siguientes tablas. Halla el
valor de la constante de proporciona uando corresponda y completa las tablas.

x| 2 4 N 10 20
y 50 25 5
b)

x | 12 4% 6 12 60

a)

y 10 30 5 1 2
c)

% 1 2 4 10

y 5 10 25 50

11
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2.- Nueve bombillas iguales han consumido 54 kilovatios. Si en las mismas condiciones
encendemos 15 bombillas iguales, {cudntos kilovatios se consumiran?
3.- Cuatro amigos se reparten el alquiler de un apartamento de verano. Cada uno paga 375

euros. 5i se uniesen 2 amigos méas, écuanto pagaria cada uno?

4.- Una fotografia de 2,4 MB se ha descargado en nuestro moévil en 5 s. éCuanto tardard en
descargarse un video de 1200 MB?

5.- Durante 30 dias seis obreros han canalizado 150 metros de tuberia para suministro de agua.
Calcula cuantos metros canalizaran catorce obreros en 24 dias.
6.- Los gastos de alimentacién de 135 personas suponen 2250 &ros diarios. Calcula cuantas
personas podran alimentarse durante 90 dias con 12000 eures.
7.- Una persona lee 2 horas diarias a razén de 5 paginas por @ tarda 15 dias en leer un
libro. Si leyese 3 horas diarias a razén de 8 paginas por h i
el mismo libro? Expresa el resultado en dias y horas.) m

8.- Transportar 200 cajas a 450 km de distancia cuesé euros. {Cuédntas cajas pueden
transportarse a 300 km por 350 euros? @

uantos dias tardaria en leer

2.Repawtosy proporcionales
2.1. Repawtos divectamente proporcionales
Para repartir una cantidad N, en partes dir@ta@e proporcionales a las cantidades a, by c,

. - o o N )
cada parte se obtiene multiplicando la consxde proporcionalidad ——— por cada nimero

a+b+c
a, b, c.
Ejemplo:
Un agricultor quiere abonar con 300{ ono tres parcelas de forma directamente proporcional a sus
superficies, que son 2,3y 5 hectareds, respectivamente. ¢, Cuantos kg de abono destinara a cada parcela?
Llamo:
x: kg de abono que corresp@ parcela de 2 ha.
y: kg de abono que correspond la parcela de 3 ha.
Z: kg de abono que cor nd€ a la parcela de 5 ha.
X_y_z_ 300 _ 30
2 3 5 2+3+5 10
x=2-30=060
y=3-30=90
z=5-30=150

El abono dedicado a cada una de las parcelas serd 60, 90 y 150 kg.

12
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2.2. Repawtos inwersamente proporcionales
Repartir una cantidad, N, en partes inversamente proporcionales a las cantidades a, b y c,

. . . . . 111
equivale a repartir N en partes directamente proporcionales a los inversos —,—,- Por tanto cada

a’b’c
parte se obtiene multiplicando las cantidades i,%,% por la constante de proporcionalidad
N
1 1 1
a b c
Ejemplo:

Un abuelo premia a sus tres nietos a final de curso con 590 €, en partetuversamente proporcionales al
namero de suspensos obtenidos, que han sido 2,5y 7.

Llamo: .

X: euros que corresponden al nieto de 2 suspensos

y: euros que corresponden al nieto de 5 suspensos @

Z: euros gue corresponden al nieto de 7 suspensos
X y z 590

1/2 1/5 17 1/2+1/5+1/7 59/70

QQ)

X=§-700=350 y=g 700 =140 == 700 100

O
El dinero recibido por cada nieto serd 3507@00 euros respectivamente.

Ejercicios:

9.- Reparte 13500 euros en partes diregtamente proporcionales a 4, 6y 8.

10.- Reparte 11050 euros en par@ amente proporcicnales a 2, 3y 4.

11.- Tres hermanos se reparten}na herencia de 15000 € de forma que por cada 2 euros que
reciba el pequefo, el mediano recibird 3 euros y el mayor 5 euros. éQué cantidad se lieva
cada uno?

12.- Los tres primeros clasifi 0s de una competicién deben repartirse 17930 euros en partes
inversamente propofci al puesto en el que han quedado. {Cuanto percibe cada uno?
13.- Se reparte una carhentre tres personas en partes directamente proporcionalesa 3,5y
7. Si a la segunda persona le corresponden 2200 euros, calcula cuanto le corresponde a cada

uno y la cantidad total repartida.

14.- Una empresa reparte una gratificacién de 30345 euros entre sus tres empleados de seccién,
en partes directamente proporcionales a los afos de antigliedad en la empresa, que son 8,
12 y 15 afos respectivamente. éCuénto recibird cada uno?

13
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3. Problemas de megclas y aleaciones

En estos problemas se mezclan dos o més tipos de un producto de diferentes precios. Los datos
se suelen expresar en una tabla. Tendremos en cuenta gue:

Precio de la mezcla = Coste total/Peso total

Ejemplo:
Si mezclamos 18 kg, de alubias de 3,40 €/kg con 12 kg, de alubias de 2,50 €/kg. éCudl sera el

precio de la mezcla?

CANTIDAD (kg) | PRECIO (€) \\
TIPO 1 DE ALUBIAS 18 3,40 18%3,40 = 61,2 €
W
TIPO 2 DE ALUBIAS 12 2,50 @50 =30¢€
MEZCLA 30 91,2

: ﬁ
El precio de la mezcla seré 91,2/30 = 3,04 € é
Una aleacién es una mezcla de metales para @uir un determinado producto final con

mejores propiedades o aspecto.

Las aleaciones se realizan en joyeria mezcl etales preciosos, oro, plata platino, rodio,
cobre...etc. *
La ley de una aleacidn es la relacién ent so del metal mas valioso y el peso total de la

aleacién.
Ejemplo: $
Un joyero gquiere fundir un lingote dg '3, de oro de ley 0,80 con otro lingote de 1,5 kg, de oro

ifig resultante?

cuya ley es 0,95. i{Cudl es ia ley {
N

PESO TOJAL (kg) LEY PESO DE ORO
LINGOTE 1 3,5 0,80 3,5*%0,80 = 2,80
LINGOTE 2 1, 0,95 1,5%0,92 = 1,38
ALEACION FINAL X 4,18
418

La Ley de la aleacién final serd: X= ? =0,836 ~ 0,84

Es decir, tendrd un 84% de oro.

En algunos problemas de mezclas o aleaciones, pueden aparecer otros datos desconocidos, pero

el planteamiento general siempre es el mismo

14
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Ejemplo:
Un joyero ha fundido un lingote de 2 kg. de oro de ley 0, 85 con otro lingote de oro de 1,5 kg, de
ley superior. Sabiendo que la ley de la aleacién resultante es de 0,87. dicudl es la ley del

segundo lingote?

PESO TOTAL (kg) LEY PESO DE ORO
LINGOTE 1 2 0,85 2*0,85=1,70
LINGOTE 2 1.5 X 1,5%x
ALEACION FINAL 3,5 0,87 §'70+1'5*X
L 4

Planteamos 3,5-0,87=170+15-x

S
3,045=170+15-X (D
N

1345=15-x
x=0,90

La ley del segundo lingote. Q

Ejercicios:

15.- jJuan mezcla 5 kg de chocolate blanco cuy @J es de 3 euros el kg. Con 7 kg de chocolate
negro, de 4 euros el kg. {Cudl es el pregi mezcla resultante?

16.- iCudantos kilos de nueces de Castilla \estan a 0,80 € el kilo debe mezclarse con 8 kilos
de nueces de la India que cuestan 1& kilo para crear una mezcla gue cueste 1,00 € el
kilo?

17.- Se mezclan 36 kg de trigo, d €/Kg, con 60 kg de cebada, de 0,24 €/kg. {A cuanto sale
el kilo de mezcla? \\

18.- Se quiere mezclar vino de 60 € con otro de 35 €, de modo que resulte vino con un precio de
50 € el litro. {Cuéntos litro cada clase deben mezclarse para obtener 200 L de dicha
mezcla?

19.- Se ha fundido un li dg’oro de 3 kg de peso y 80% de pureza, junto con otro lingote de
1 kgy64% de pureN es la pureza del lingote resultante?

4.Problemas de moviles
4.1. Ewla mismaw diveccidwy sentidos opuestos. Problemas de encuentros.

Supongamos dos moviles A y B que se mueven sobre la misma recta, situados a una distancia
d, y que van al encuentro; el primero con velocidad vi, y el segundo con velocidad v». éal cabo
de cuanto tiempo y en qué punto se encontraran?

Liamamos C al punto en gue se encuentran. Tendremos el siguiente esqguema:

15
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Se verifica gue la suma de las distancias e; y e, que recorren los ceméviles tiene que ser igual

a la distancia d que les separa. e +e; =d Teniendo en,cuenta que e =V-t
Podemos escribir vit+v,t =d K
Ejemplo: &t

Dos ciudades A y B distan 500 km. De A sale hacia B u&he a 110 km/h. Simultdneamente
sale de B hacia A un camién a 90 km/h. Calcula el fi gue tardaran en encontrarse y la
distancia gue recorre cada uno.

Llamamos t al n? de horas que tardan en encontra n un punto C.

En ese tiempo: el coche habré recorrido 1 km
el camién habré recorrido « km
Entre los dos habran recorridN m

Por tanto, planteo ecuacién 110t + 90t
200t =500
t=2,

Tardaran 2,5 horas en encontrange®

El coche habré recorrido 110-2,5=275 km.

El camidn habra recorrido <206 =225 km.

mismo- sentido. Problemas de alcance.

Supongamos dos mdviles B que se mueven sobre la misma recta, el primero con velocidad
v1, Y el segundo con velocidad v,. Si en un instante dado estan situados a una distancia d uno
de otro, y A va al alcance de B éal cabo de cudnto tiempo y en gué punto se encontrardn?
Como A marcha detras de B, para que pueda alcanzarlo serd necesario que vl>v2.

Llamamos C al punto en que se encuentran.

Tendremos el siguiente esquema:

16
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[~ — - ©)

v

Se verifica que la diferencia de las distancias e: y e; que recorren 4gs dos moviles tiene que ser

N
igual a la distancia d que les separa e —e, =d Teniengo en cuenta que e=Vv-t
Podemos escribir vit—v,t =d \

Ejemplo: &C

Un ciclista profesional avanza por una carretera a una ve%ad de 40km/h. Méas adelante, a 15
km un cicloturista avanza en el mismo sentido a 1@\. icudnto tiempo tarda el ciclista
profesional en alcanzar al cicloturista?
Llamamos t al nimero de horas que tardan en enc arse en un punto C.
En ese tiempo: el ciclista profesional habra re ido 40-t km

d-t km

La diferencia de esos espacio igual a la distancia que le separa al inicio.

el cicloturista habré recorri

Por tanto, planteo la ecuacion 40t —16
24t =15
t=0,

Tardaran 0,625 horas = 37'5 migttos encontrarse

Ejercicios:

20.- Esther viaja de Barcélona evilla en su coche. Sale a las 8 de la mafiana y lleva una
velocidad constante de%\. A 110 km de Barcelona, Juan coge, a esa misma hora, un
autobUs que viaja a 70N n la misma direccién que Esther, {A qué hora se encuentra Esther
con el autobds? {Qué distancia ha recorrido cada uno?

21.- A las siete de la mafana, Luis sale de Zamora con direccidén a Cadiz, distantes entre si 660
km, a una velocidad de 75 km/h. A la misma hora Noelia sale de Céadiz y se dirige hacia Zamora
en la misma carretera gue Luis a una velocidad de 60 km/h. (A qué hora se cruzaran? {Y a qué
distancia estaran de Cadiz?

22.- Un camién sale de una ciudad a una velocidad de 80 km/h y dos horas mas tarde, sale un

coche de la misma ciudad a 120 km/h, {A qué distancia de la ciudad alcanzard el coche al

camién?
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23.- Sonia corre a una velocidad de 8 m/s, y Patricia, a 6 m/s. Si Patricia va delante, a una
distancia de 12 m de Sonia, {cudnto tiempo tardard Sonia en alcanzar a Patricia?

24.- Un autobus sale de A a 105 km/h. Media hora después sale de B un coche a 120km/h. La
distancia entre A y b es de 300 km. Calcula la distancia que recorre cada uno hasta

encontrarse.

5. Calculos con porcentajes
5.1. Calcwlo- de un tanto-por ciento- de unaw cantidad

El tanto por ciento (%) es una razén con denominador 100
Para encontrar el porcentaje de una cantidad séio hay que mu@licarla por la fraccidén o por

el nimero decimal asociado a ese porcentaje.

r%deN = - N 'K
100 @
Ejemplos: \

8% de 400 — %-40:3,2

15% de 20 — 0'15 - 20 = 3 %
5.2. Calcudo- del tanto-por ciento- corresp proporcidw
Para calcular qué tanto por ciento representa u antidad P {(parte) respecto a su total T,

aplicamos la férmula anterior

L.T:p r%:P"OO
100 o

Ejemplo: {Qué tanto por ciento repres respecto a 450
90-100

[%de450=90  ——.450 =90 re 20 r =20
100 450

Representa el 20%
5.3. Calcvdod&ovwmemtoypoﬁmtualw

Aumentar un t% una cantj equivale a calcular el (100+t) % de esa cantidad.
La cantidad obtenida la p obtener mediante la férmula:

C, =C, I,
Cs = Cantidad final

Ci = Cantidad inicial

t

l,= indice de Variacion siendo |, =1+—
100

5.4. Calculo- de disminuiciones porcentuales
Disminuir un t% una cantidad equivale a calcular el {100-t) % de esa cantidad.

La cantidad obtenida la podemos obtener mediante la férmula:
C, =C, I,
C = Cantidad final
18
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Ci = Cantidad inicial

l,.= indice de Variacion siendo |, = 1—L
100

5.5. Encadenamiento- de variaciones porcentuales

Para encadenar aumentos y disminuciones porcentuales, se multiplican los indices de
variacidén parciales para obtener el indice de variacién global y se utiliza la misma férmula

que antes
C, =C, I,
=11, I, \\
Ejercicios: .

25.- A un trabajador le descuentan mensualmente el 5% par, Meguro de su némina que
asciende a 1442 euros. éQué cantidad le descuentan?
26.- Un librero vende 144 libros de los 480 que tenia. {Qué ( aje suponen del total de libros

los que ha vendido?

27.- Un programa de televisién fue visto en el mes de %bre por 540 000 espectadores, lo
gue supone un 25% mas que el mes anterior. ¢ émspectadores vieron el programa en
el mes de agosto?

28.- En la factura de un taller aplican un 21% de IVA sobre un importe de 168 euros. éCuéanto se
paga en total?

29.- En una tienda compramos un televisor, 30\ rebaja del 20% y nos cobran el 21% de VA,
Si pagamos 290,4 euros por él, écudl execio inicial?

30.- A un trabajador que cobra 1100 eur sualmente le suben su salario un 2% vy al afio
siguiente un 2,5%. Calcula el salario mefsual después de las 2 subidas.
?

31.- El litro de gasolina subid al inigio del Verano un 5 % llegando a 1,26 € el litro. éCual era el
precio de la gasolina antes deQ
32.- Un determinado producto hﬁumentado su precio un 15% en un afo, y al afio siguiente ha

aumentado un 16%. éCud sido el porcentaje de aumento en total?

33.- Al ir a pagar una factu que hacen un 15% de descuento y aplican un 21 % de VA,

analiza que es mejor: agan primero el descuento y luego apliquen el IVA, al revés o da

N

6.Interés compuesto.

Cuando los intereses que se obtienen al final de cada periodo de inversién no se retiran, como

lo mismo.

se hace en el interés simple, sino que se afladen al capital y se reinvierten, estamos ante el
concepto de interés compuesto.
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Si invertimos un capital C, a un rédito r% anual, al finalizar el primer afio se transforma en:

r
C(lﬂ-—]. Si este capital obtenido lo mantenemos en el banco, al finalizar el segundo afio

2
r r
recibiremos C|1+——| . Es decir, cada afo el capital se multiplica por |1+—].
100 100

n
e Siel periodo de capitalizacion es anual a interés compuesto sera: C, = C[l+mj

o Si el periodo de capitalizacion es mensual (se pagan los intereses cada mes), el capital C,

&

r
habria que multiplicarlo cada mes por (1+ Z—OOJ y por tanto al cabo de n meses se habria

n \
r
transformado en: C; = C[1+1—J n es el ndmero x

S.
200 izf

e Si el periodo de capitalizacién es diario, el capital C@Itlplican’a por (1+

36500) Y por

tanto al cabo de n dias, se transformard en:dC4=C|1
36500

Ejemplo: Depositamos 12000 € en un bancg a‘ de interés compuesto anual. Calcula cudl
serd el capital que obtendremos al cabo d@

§ ols

r=4,5% C= 12000 €
C, =C(1+L) _1200(1+ 45|, faoBn15¢
100 " 100,
Ejercicios:
) N

34.- Calcula el interés que producen 2150 euros depositados en un banco que ofrece un 1,8% de

interés compuesto anual iguientes casos.
a) Después de 3 afos.

b) Después de 4 mes

) Al cabo de 500 dl\
35.- Depositamos en un bamco 4000 € al 3,5 % de interés compuesto anual. ¢En cuédnto se
convertird en 3 afos si los periodos de capitalizacién son trimestrales?
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TEMA 4. El lenguaje algebraico

El lenguaje algebraico

En el Algebra manejamos relaciones numéricas en las que una o maés cantidades son

desconocidas, éstas se llaman variables o incégnitas y se representan por letras. Una expresién

algebraica es un conjunto de nimeros y letras gue se combinan con los signos de las operaciones

matemaéticas. Al traducir al lenguaje algebraico los términos de un problema, se obtienen

expresiones algebraicas.
Ejemplos:

S

Expresidn escrita

Expresién algebraica

E! doble de la suma de dos nUmeros

Un nimero

2-(a+b) Q

El consecutivo de un ndmero x

La suma de dos nimeros consecutivos

El opuesto de un nimero

X + (xX+ 1‘
-X

E! doble del cuadrado de un ndmero

z 2%

Un ndmero mas la mitad de otro

Un nUmero par 2 X

Un nGmero impar +1
Edad de Maria actual x, dentro de cinco a 5
Edad de Maria actual x, hace dos afios: v -2

Un nimero menos su quinta parte X — X/5
El 35% de un nimero x 0,35 - x

EJERCICIOS: \\

1. Ahora traduce directamente las frases gue te indico:

Doble de un nimero x

Aun ndmero vy le aflado

A un ndmero z le quito

La tercera parte de ux
Al triple de un nGmer anado 7

El doble del resultado de sumar 7 a un nimero p

A la tercera parte de un nimero p ie quito 6

el anterior al nidmero entero x

el producto de dos nimeros consecutivos

el cuadrado de un ndmero z

El cuadrado de la suma de dos nUmerosay b

La suma de los cuadrados de dos niUmeros my n
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El 112% de un ndmero h

Al 15% de un nimero p le quito 7

La suma de un nimero y su tercera parte

El cuadrado de la suma de un nUmero vy su siguiente

Empezamos por las expresiones algebraicas mas sencillas: los monomios.
1. Monomioy

Un monomio es una expresion algebraica formada por el producto de

3 __— GRADO:9
. - . . I
un numero, llamado coeficiente, y una o varias letras elevadas a un 5 X y
numero natural, que forman la parte literal del monomio. \\ s |

PARTELITERAL

El grado de un monomio es el exponente de la letra que forma Ig parte
literal, si solo hay una, o la suma de los exponentes, si hay méas Na.

Ejemplo:
MONOMIO COEFICIENTE PARTE LITERAI&RADO

—2x8 -2 x8 8
4 2% b3 4 a‘*b3 & 7
6x2yz 6 xX2yz % 4
-1/2 x2y?3 -1/2 x?y3 Q 5
-3/4 a? -3/4 a? 2
6 a b? 6 a bQ 3
-7xyz -7 ?( 3
EJERCICIOS: \
2. Completa la siguiente tabla:
MONOMIO COEFICIENT PARTE LITERAL GRADO
7x? *\
-2 X y?
5a’y?
-3 % X2 y*
2a’bc
K ab*
O xy
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Q)

)

2 - x-y?=2xy?
El exponente 1 no se escribe:
x1y1 =xy

xy? = 1 xy?

TEN EN CUENTA:
El signo del producto de nimeros y letras no se suele escribir:

Cuando un monomio estd formado solo por letras, su coeficiente es 1:

1.1. Monomios semejantes
Dos monomios son semejantes si tienen la misma parte i

Ejemplos:

N

L 4

<

@(D

Determina si son o no semejantes estos monomio
a) El monomio: -5x2 y el monomio -3x2> SQeJantes porque tienen la misma parte

literal: x2.

b) El monomio: -2a’bz y el monomio 6 ab’z® son semejantes, porgue no tienen la misma

parte literal. 4

c) El monomio: 2abx? y el monomio -ab \n semejantes, porque tienen la misma parte

literal: abx?.

d) El monomio: —4x? y el monomio 5. 0 son semejantes, porque no tienen la misma parte

literal.
EJERCICIOS:
3. Determina si son 0 no semejaés estos monomios:
a) El monomio: 9x y el nomio -7x->

b) El monomio: x)°z yel mio +2xy°z>
¢) El monomio: -8x2 | omio -8x°->
d) El monomio: 3 nomio 5x2->

e) El monomio: ZN onomio 5x¢->

f) El monomio: —4x? y el monomio —4x2>
4. Escribe, si se puede, un monomio:

a) De coeficiente 2y parte literal x>

b) De coeficiente -3y semejante a -2x?>
c) De grado 6 y semejante a -7x2yz >

d) De parte literal X3y y coeficiente -9 >
e) De parte literal X2 y coeficiente -1 >

f) De parte literal )2 y coeficiente -4 >
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1.2. Operaciones Covw monomioy

Sumav y restow de monomios

La suma o resta de dos o0 mas monomios solo se puede realizar si son semejantes; en caso
contrario, ia operacidn se deja indicada.

El resultado de la suma o resta de dos 0 méds monomios semejantes es otro monomio semejante

que tiene por coeficiente la suma o resta de los coeficientes.

Ejemplos:
Efectla las siguientes operaciones:
a) 4x3 + 12x3 = 16X°3 \\

b) 2x* + 7x*~3 x*= 6x*

L 4
C) 2x%y -4 x%y - 6x%y - x?%y = -9x%y \
d) 32 ~2x° +4x° + 93 =113 + 2x° &
€) -3 +2 x5 - X%+ 5x8-4x5 + 9x° =3x8 + 5x°

{Cuando sumo o resto monomios semejantes la parte //teé varia).

EIERCICIOS:

5. Ahora tU, efectla las siguientes operaciones:

a) 6x% + 2x%2 - x? +3 X?—x? + 8x? - 10x? =
b) —x3 + 5x3~2 x3-x3 -3 - 4x3 =

C) + 3x%y =2 Xy + 5x%y + X%y =
d) -4x*-2x* + 42 + 2X°-6X* + 4x° = &

e) + 2x° —xb - 2x> + 4x5- 8x°® - 10x° =.§\

Multiplicacidwy divisidvw de monomios:

El producto de dos monomios es gtro omic que tiene por coeficiente el producto de los
coeficientes, y por parte literal, el\ u de las partes literales de ambos monomios.

El cociente de dos monomios tine por coeficiente el cociente de los coeficientes, y por parte
literal, el cociente de las partes literales de ambos monomios. El cociente de dos monomios
puede ser otro monomio, unindMmero o una fraccién algebraica.
Ejemplos:
Realiza estas operacion n ponomios:

a) (4x?-2x¥» =4 N x%) = 8x2%3 = 8x°

b) (=2x%y) - Bx3y*) = (=2-3) - (x? - %% - y - y*) = —6x*F3y1** = —6x°y°

C) (—4x%) - (=5x3) = ((—4) - (=5)) - (x° - x3) = —20x°*3 = —20x°

d) (12x5) : (—4x3) = (12: (—2)) - (x°*:x3) = —6x573 = —6x2

e) (8x7y) : (4x®y®) = (8:4) - ((x":x°) - (y:y*)) = 2x7~°y' ™% = 2x%y ™% = Zyizz
f) (6x°y) : (4x5y?) = (6:4) - (x%:x%) - (y:yD) = {255y 2 = 2a0y 7 = =

(Recuerda: x° = 1). (Recuerda:y™'= i)

EIERCICIOS:
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6. Ahora tu, efectda las siguientes operaciones:
a) (—x*) - (-3x%) =
b) (—8a3b) - (—2a?b®) =
c) (7x®) - (—2x) =
d) (—25x%) : (5x3) =
e) (9x%y) : (=3x%y®) =
f) (2xyz) : (—2xy) =

2. Polinomios

Un polinomio es una expresiéon algebraica formada por la surﬂS la resta de dos o mas

0
monomios. Cada uno de los monomios que lo forman se denognina té

parte literal, término independiente. Q

Es posible que en un polinomio haya algunos términos senpej
agrupar los monomios semejantes operando y simplificar( xpresién para obtener asi el

rmino, y el que no tiene
s. En este caso, conviene

polinomio reducido.
Se llama grado de un polinomio al mayor de los grados d onomios que lo componen cuando

el polinomio esta en su forma reducida.
Es necesario reducir el polinomio antes de decir %0, ya que es posible que los monomios

de mayor grado se simplifiquen y desaparezcan.

Ejemplos: Q
Indica el grado de cada uno de los siguiente¥ ios:

{Obtengo el polinomio reducido agrupand] onomios semejantes y después ordeno los
monomios de mayor a menor grado)

a)4x?—3x3+5x—2x*+1+x%2=-2 3+ 5x%2+5x + 1>grado 4

3 = —5x? + 4x — 2>grado 2
C)+7x — 5x* + 7x?% + 8x3 — 2x* -& 2 & _7x* +8x3+6x%+ 7x + 2>grado 4
EJERCICIOS: S

7. Indica el grado de cada ungsgle los siguientes polinomios:

b) =3 + 7x3 — 3x% + 4x + 2x3 — 2x2+ b —

a) 2x% + 6x3 —5x% + x3 — x3 1
b) 2x%? — 3x —x% + 2x
C)x*—4—-3x>+x—x

2.1. Valor numérico- de un polinomio-

Es el valor que se obtiene al sustituir las variables por nimeros determinados y efectuar las
operaciones.

Ejemplos:

Halla el valor numérico de los polinomios para los valores que se indican.

a) A= 2x3-3x?-2, parax = 1.

Sustituimos la variable x por 1 y operamos:

2:13-312-2=21-31-2=2-3-2=-3
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b)B=2x?y-8xy-9,parax=-1ley= 2.
2(-122-8(-1)2-9=2:-1"2+81-2-9=4+16- 9=11.

EJERCICIOS:

8. Calcula el valor numérico en cada caso:

a) A =3x5+ 2x5-3x*~-x? +7x -2, para x = 0.

b)B=-x%-x? +7xy-2,parax=-1,y=2.

2.2 Raug de wwv polinomio

Un ndmero es raiz de un polinomio (cero de un polinomio) cuando e&mlor numérico del polinomio

para dicho nimero es cero.
4

Ejemplo: K\

Determina si los nimeros 4 y 5 son raices de este polinomio:
P=x2-5x+4

Parax=4>P=4?2-5-4+4+4=16-20+4=0>4esr de P.
Parax=52>P=52-5:-54+44=25-25+4=4%0> es raiz de P.

2.3. Operaciones conw polinomios Q

Swmav de polinomios
Para sumar dos polinomios, se suman los monor@emejantes (los del mismo grado) y se dejan
igual los demés términos. ’\

2

Ejemplos:

Sean los polinomios: A =-3x3+6x2+ 4 \ B=x-3x+ 1. Calcula: A+ B.

Podemos sumarlos colocando uno de@ otro, de manera que coincidan los monomios
semejantes

A= -3x3+6x>+4x-2

. N
B = x3 -3x+1
=2x3 4+ 6x2 +x -1 @
O también colocdndolo ligea, para elio hemos de quitar primero los paréntesis, y como
delante de ellos hay un& + los monomios quedan con los mismos signos después de quitar
los paréntesis:
A+4B=(-3C+6X2+4x-2)+C-3x+1)= -3x3+6x2+4x-2+ x3-3x+ 1= -2x3+ 6x?
+x -1
Opuesto-de ur polinomio
Es el gue se obtiene al cambiar de signo todos sus monomios.
Dado el polinomio B = x3-3x + 1, suopuesto-B = - x®+ 3x - 1.
Restow de polinomios

Para restar dos polinomios podemos:
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- Restar los monomios semejantes y se dejan igual los demés términos, o
- Sumar al primero el ocpuesto del segundo.

Ejemplos:

Sean los polinomios: B =x*-3x + 1 C=2x*-5x~-6 Calcula: B~ C.
B= X3 -3x+ 1

C= 2x2-5x -6

X3-2x2+ 2x + 7

B-C=B+(-C) &,
B= X3 -3x+ 1 S

L 4

+ \
-C= -2X> +5x +6 K

X3 —2x2 4+ 2X + 7 (p
O también colocandolos en linea, para ello hemos de quitagiprimero los paréntesis, teniendo en
cuenta que, si tengo un signo menos delante del parénte&uando lo quito tengo gue cambiar

el signo a todos los términos: @
B-C=(x*-3x+1)-(2x*-5x-6)=x>-3x+ 1 X+6=x3-2xX2+2x+7

Producto- de wnw nmero-por unw polinomio-
Para multiplicar un ndmero por un polinomig, te s que multiplicar ese nUmero por todos los

coeficientes de los monomios que forman.e\mmio:
Ejemplos: \

Sean los polinomios: A = - 3x3 + 6x° + 2 B =x3-3x + 1. Calcula 2A y 3B.
2A=2A=2(-3x3+6xX2+4x-2) # - + 12x? + 8x -4

3B=3B= 3(x3-3x+1)=3x% +

EJERCICIOS: N
9. Sean los polinomios: A = 4x3~-8x? + 5x - 4 B=-x3+2x~-7 C =3x2-6x + 8.

Calcula: A+ B,B-C, C-B.
10. Sean los polinomios:
Calcula: A+ B, A+ B+

X2+ 6x-1 B=2x3-4x2-3 C=2x2+4x + 1.
, B-C, C-B, A+B-C, A-B-C, 2A+ 3B, 2A-48B.

Multiplicaciow de polinomios

Para multiplicar dos polinomios se multiplica cada monomio de uno de ellos por todos los
monomios del otro, y, después se agrupan los monomios semejantes obtenidos. Los podemos
colocar uno arriba y otro abajo, o lo podemos hacer colocandolios en linea.

Ejemplos:

Sean los polinomios: B=x*-3x + 1 C=2x*-5x-6 Calcula:B:C.
x3 -3x +1
2x* - 5x -6
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- 6x3 +18x -6
- 5x4 +15x%2-5x
2x° - 6x3 +2x2
2X°-5x4-12x3+17x?+13x -6

Si hacemos la multiplicacién colocdndolos en linea, igualmente tenemos que multiplicar cada
monomio de uno de ellos por todos los monomios del otro, y, después agrupar los monomios

semejantes:

PG -3x4+ 1) {2X°-5x-6) = 2x° = 5x* - 6x3 - 63 + 15x? + 18X + 2X? - 5x — 6 = 2x° - 5x* - 12x3
+ 17x2+ 13x -6 o

EJERCICIOS: s

11. Sean los polinomios: A = 4x3~-8x%2 + 5x - 4 B =-x3 +2§& C =3x2-6x+ 8.

Calcula: A-B,B-C, A-C.
12. Sean los polinomios: D = 2x3-4x>-3 E = 2x% + 4x m

Calcula: D - E. é

Dvisid de polinomios

Dados dos polinomios P y Q, al dividirlos obtenem@s gtros dos polinomios, C y R, que cumplen:
P=Q-C+R

Grado de R < grado de Q

A los polinomios P, Q, C y R se les denominaypo io dividendo, divisor, cociente y resto de la

divisién, respectivamente. .\\

Método de divisién “la caja”

Existen dos métodos de hacer esta division. Basicamente es el mismo, pero hay una ligera

variacién. Utiliza el método que te haya licado tu profesor.

Primer método

1. En el dividendo se dejan huec@pa os términos que faltan.

2. Se divide el primer término del dividendo entre el primer término del divisor:

7x*: x = 7x3. Este es el prin%ino del cociente.

3. El producto de 7x3 por Q, ca do de signo, se sitla debajo del dividendo, y se suma.

4. £l primer resto es 10x8- 84 7. A partir de ahi, volvemos a proceder como en los pasos 2 y
3.

El proceso continta mik el resto parcial obtenido sea de grado mayor o igual que el grado
de Q.
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7xt —11x3 —9%4x + 7 |x—3
—7x% 42153 7x3 +10x?% + 30x— 4
—— T A A A
10x3
—10x3 + 30x2 (7x4) cx = 7x3
30x7 (10x%) : x =
- 30x2 + 90x (30x2) : x =
- (4 : x=(=4
+ dx—12
-5
El cociente es C = 7x3 + 10x? + 30x — 4. Su grado es la diferencia entre los grados de P y Q. El
resto es R = - 5. Su grado es inferior al del divisor. \\

La relacién entre P, Q, C y R es la misma que en la divisién entgfa:P=Q-C+R
Cuando R = 0, la divisién es exacta y se cumple que P = Q @tonces decimos que P es
divisible por Q.

Veamos otro ejemplo resuelto: {D
v

Gx4 + 8x%2 4+ Tx+ 40 |2x%—4dx+5

—6xt + 12x3 — 15x2 3xl+ 6x+ 17/2
12x3 — 7x2 t 4 l
—12x3 + 24x? — 30x (6x%) : =
17x? - 23x (12x7) =

—17x% + 34x — 85/2 (17x2. (2x2) =(17/2
11x — 5/2 o O

El cociente es C(x) = 3x% + 6x + 12—7, y el resto, RW.

Sequndo método:

El Unico paso diferente es el 3, el resto€s i I. Veamos cémo se hace con el Gltimo ejemplo:
6xH + R x5 (6) 12‘.‘2-&%*-&5
G — 1Lx? o152 25 4 G + R
e .
PR xS+ 3

HL\Z\J’\ X% 130%
I sed L 229 O

B RETTNESZ

isel . B
2
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EIERCICIOS:

13. Realiza las siguientes divisiones:
a) X+ 2x4 =233+ 11X+ 12x-3): (3x*-5x?+ 3) =
b) 0C-x2=-x-2}): (X +x+ 1) =
C) (6X3-5x2+x}):(2x~-1) =

Reglaw de Ruffini
En una division de polinomios cuando el divisor es un binomio de la forma x + a, o bien x-a, la

divisién se puede abreviar utilizando un procedimiento gue se llama Regla de Ruffini.

Pasos a sequir: \\

a) Escribimos los coeficientes de los términos del polinomio que se va a dividir, ordenado de
mayor a menor grado, afadiendo un cero en los términos que f.

b) A la izquierda colocamos el término independiente del diviso mbiado de signo y bajamos
el primer coeficiente del dividendo. m
¢) Multiplicamos el primer coeficiente del dividendo por %rmino independiente del divisor
cambiado de signo, y se lo sumamos al siguiente coeficie&jel dividendo.

d) Repetimos el proceso hasta llegar al ditimo coeficier@

e) El dltimo numero que aparece en la Gltima fila e%to de la divisién. Los nUmeros anteriores

se corresponden con los coeficientes del cociente, 0 ados de mayor a menor grado. El grado

del cociente siempre es una unidad menor que ado del dividendo.
Ejemplos: e

Realiza la siguiente division de polinomiog%te la regla de Ruffini:

(3x% + 4x-2) : (x - 2) N

3x3 + 4x - 2 > Coeficientes: 3, 0, 4, -

3 0 4-2Q/
2
~

0
2‘ \
5

3 0 4 -2
’ ‘*27&6

v

3 6
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3 0 4 -2
2 |,27\5 o 12 2,32
T g
3 0 4 -2
2 6 12 32

N
3 6 16 |30 |Resto .
\.\H_\_\_'_'_‘-//

Cociente

<

Como el dividendo es de grado 3, el cociente es de grado @

C=3x2+6x+16
R=30

N

El lenguaje algebraico

EJERCICIOS: @

14. Realiza las siguientes divisiones aplicando la »%e Ruffini:
a) (5x* +3x-5):({x+ 1) =

b) (- 3x3 + 2x2 + x + 4) : (x - 5) = O

Q) (2 -x3+1):(x-1) = ’\

d) (2X3-4x2-6x + 8) : (x + 1) = ~§

iten en todos los términos del polinomio. Si las hay

Sacar factor comuin en wvpolinomio
Pasos que sequir:

1. Comprobamos si hay letras 1&
tomamos las que se repiten con menor exponente.
2. Hallamos el mcd de los cogfitientes de los términos.
3. El factor comun del polin son las letras y los numeros obtenidos.
4. Dividimos cada térming dgl polinomio entre el factor comiln y expresamos el polinomio como
un producto del factor go or el polinomio resultante de la divisidn.

Ejemplos: \

Saca factor comudn en estos polinomios:

a) 6x - 24x3 + 12x2 = (:6x%) = 6xX2: (X2 - 4X + 2)

b) -4x> + 3x? - X = m = X (-4x* + 3x -1}

C) 6x2y? - 3xy? + 30x2y = (:3xy) = 3Xy * (2xy -y + 10x)

Comprueba que, si quitaras el paréntesis en la expresién final y haces la multiplicacién indicada,
volverias a obtener la expresién inicial.

EJERCICIOS:

15. Extrae factor comun en las siguientes expresiones:
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a) 2x2-6x + 4x3=

b) 3x3 - 6x* + 9x2 =

C) Xy — 5xyz? + 2xz =
d) 5x?y - 10x + 15xz =
e) 4b%c + 8bc - 32a’b =
f) 9abc + 6ab - 12b%c =

2.4. Iguaddades notables
Cuadrado de una suumav
Es igual al cuadrado del primero mas el doble producto del pr@ro por el segundo mas el

cuadrado del segundo. .

(a + b)? = a? + 2ab + b? K
Es el cuadrado de la suma de dos monomios:

(a+b)2=(a+b)-(a+b)=a-a+a-b+b-a+b-b=(@+b2

Cuadrado de unw diferenciov
Es igual al cuadrado del primero menos el doble prod@ | primero por el segundo mas el

cuadrado del segundo.
(a—b)z = aZQ—bZ
Es el cuadrado de la diferencia de dos monomios:

(a-b)2=(a-b)-(a-b)=a-a-a-b-b-a+ = a2 -2ab + b2

Swnav por diferencio .§\

Es igual a la diferencia de sus cuadrados.

Es la suma por la diferencia de dos :
(a+b)-(a—b)=a-a—a-b+k§ ‘b=a%?-b?
Ejemplos: S
Realiza estos productos nota

a)(3x-2y )2 =(3x)*- 2

b) (4 +2y)=4%+ : 2y)? = 16 - 16y + 4y?
Q){(8-x)-{(8+x)= = 64 — x?
Encuentra el producto n le, es decir, expresa como cuadrado de una suma o de una

diferencia, o bien como producto de una suma por una diferencia:
a) X2+ 2xy + y? = (X + y)?
b)a’-2a+1={a-1)
C) 81 -4x%2=(9 + 2x) - (9 - 2x)
EJERCICIOS:
16. Calcula los siguientes productos notables:
a) (4x -3y )?
b) (6x +y )?
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C) (2x -5y ) (2x + 5y )
Encuentra el producto notable:
a) 9x? + 24xy + 16y?

b) 4b% - 20b + 25

C) 9y? - 4x?

3. Fracciones algebraicas

Una fraccién algebraica es una fraccidén que tiene por denominador un polinomio.

3.1. Simplificacion de fracciones algebraicas

Para simplificar una fraccién algebraica, buscamos otra fraccﬂ'\\ equivalente sin factores
comunes en el numerador y en el denominador. Para buscar esa fraccién primero expresamos
el numerador y el denominador como factores, utilizando si eﬁ le, la extraccién de factor
comun y las igualdades notables, y después eliminamos los f comunes.

Ejemplos: Simplifica:

x*+2x+1 (x + 1) e+ (x+1) x+1 é

x2—-1  (x+1D)-(x-1) @@+ -(x—-1) x-1

3.2. Operaciones cow fracciones algebraicas:
Para sumar o restar fracciones algebraicas, se r%n a comUn denominador y se suman o

restan los numeradores.

Ejemplo:
4x +x—1_ 4x - (x + 2) +(x—1)- X 4x* +8x+x*—1 5x*+8x—1
x+1 x+2 (x+1)-(x+2) (x+1)-¢ (x+1)-(x+2)  x2+3x+2

El producto de fracciones algebraicas es raccidén algebraica que tiene por numerador el
producto de los numeradores, y por de dor el producto de los denominadores.
Ejemplo:

2x 3x—-2  (2x)-(3x—2) X

i+l 241 (+D-(c+ D) SZ+2x+1
Para dividir dos fracciones ebraicas, se multiplica el numerador de la primera por el

denominador de la segunda niendo el numerador de la fraccién algebraica resultante y para
obtener el denominador iplicamos el denominador de la primera por el numerador de la
segunda.

Ejemplos: Opera y simm
) 3x—1  2x _ (3x—1)-(x+1) _ 3x*+3x—x-1 _ 3x*+2x-1

x242x  x+1 (x2+42%)-(2x)  2x3+4x2  2x3+4x2

6x% [ 5x 5x \ _ 6x%  (5x-(2x+3)+5x:(2x=3)\ _
b) 4x2—9'(2x—3 2x+3)_4 ( (2x—3)-(2x+3) )_

x2-9°

6x2 <10x2 + 15x + 10x2 — 15x> 6x2 < 20x2 ) 3

Tx+3) 2x-3)\ @2x-3)-@2x+3) ) @x+3)-2x-3) \2x-3)-2x+3)
6x?-(2x—3)-(2x+3) 6 _3

T(2x+3)-(2x—3)-20x2 20 10
EJERCICIOS:
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17. Simplifica las siguientes fracciones algebraicas. Para ello transforma en producto el

numerador y el denominador utilizando la extraccién de factor comin o las igualdades notables:
2x+4
3x2+6x

a)

b) x+1

x2-1

x—2
x2—4x+4

c)

d) x%—4

x2+4x+4

18. Efectla las siguientes operaciones y simplifica. Ten en cuenta las igualdades notables:
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TEMA 5. ECUACIONES

Una_ecuacién es una igualdad algebraica formada por dos expresiones algebraicas separadas
por el signo igual, en la gue interviene una letra llamada incégnita.
Los principales elementos de una ecuacién son:

- Miembros: son cada una de las dos expresiones algebraicas separadas por el signo igual;
la expresidn situada a la izquierda se denomina primer miembro, y la situada a la derecha,
segundo miembro.

- Términos: son los sumandos de los miembros.

- Incégnitas: son las letras cuyos valores son desconocidos.

Solucién de una ecuacién son los valores de la incégnita que hacQ\cierta la igualdad. Resolver

una ecuacién es encontrar su solucién o sus soluciones. S
Dos ecuaciones son equivalentes cuando tienen las mismas SOI{NS.

1. Ecuaciones de primer grado- {D
Una ecuacién de primer grado es una igualdad algebrai¢e gue se puede expresar de la forma
ax+b =0, conaybndmeros reales y a # 0. Esta ecua@ene solucién Unica: x = —S

Transposicidon de términos:

- Regla de la suma. Si a los dos miembros de una cién les sumamos o restamos un mismo
ndmero, 0 una expresién algebraica, se obtieng,otra ecuacién equivalente a la dada.

- Regla del producto. Si multiplicamos o digidios dos miembros de una ecuacién por un

mismo nimero distinto de cero, se obtieng&\uacién equivalente.

Estas reglas sirven para despejar la x m Ne una serie de pasos. Cada paso consiste en

transformar la ecuacién en otra equivalente, €n la que la x esté mas préxima a ser despejada.

En la practica se resumen como:

- Si un término estd sumando en iefmbro, pasa restando al otro; y si estd restando, pasa

sumando. \\

- 5i un término estd multiplicando en un miembro, pasa dividiendo al otro; y si estd dividiendo,

pasa multiplicando.

Pasos para la resolucién ecu nes de primer grado:

12, Quitamos los paréntesis s hay, aplicando la propiedad distributiva.

22, Eliminamos los deN ores, si los hay. Para ello, se multiplican los dos miembros de la
ecuacién por un multiplo comin de los denominadores, preferiblemente, su minimo comun
multiplo.

39, Agrupamos los términos con x en uno de los miembros, y los nUmeros, en el otro: utilizamos
la transposicién de términos.

42, Reducimos los términos semejantes.

59, Despejamos la incégnita.

62. Comprobamos la solucién: sustituimos la x por la solucién en ambos miembros y operamos.
El resultado debe ser idéntico.

Dependiendo del nimero de soluciones podemos tener ecuaciones:
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- Con una Unica solucién:

Ejemplo: 2-x=8-x="=4

- Sin solucién:

Ejemplo: 0-x = 8 —» Ningun nimero multiplicado por 0 da 8.
- Con infinitas soluciones:

Ejemplo: 0-x = 0 - Cualquier nimero multiplicado por 0 da 0.

Es cierto para cualquier valor de la x.

EJEMPLOS RESUELTOS DE RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO:
a)2 - (3x—1)—5x=5— (3x + 11) N
Quitamos los paréntesis, en el primer paréntesis aplicando IQ propiedad distributiva y en el

segundo teniendo en cuenta que el signo menos cambia el s@todos los términos de su

interior:
6x—2—-5x=5-3x—-11 m

Agrupamos los términos con x en el primer miembro y Io;&eros en el segundo. Lo que estd

6x—5x+3x=5—-11+2
Reducimos los términos semejantes:

—4
tr=—4ox="r=-1-F=-1]

25 (12) = . O

sumando pasa restando y lo que estd restando pasa su@

Quitamos el paréntesis, —3 multiplica a los erminos que estdn en el interior del paréntesis:
X g 3 _x

2 4 8

Quitamos los denominadores. El m 8, colocamos el 8 como denominador de todos los
términos, dividimos 8 entre cada dghomingdor, (si no hay es un 1), y el resultado lo multiplicamos
por los numeradores: \\

4x 24 6x x 16

?_?4_?:5_?_)49(_24 6x =x — 16

Agrupamos los términos co n €l primer miembro y los nUmeros en el segundo. Lo que estd

sumando pasa restando ylogue estd restando pasa sumando:

dx +6x —x =24—-16
8 \

9x =8 =_
X - | X 9

5x-3 4-(x-2) 2x+3 _

9 4 6 9

Quitamos el paréntesis, (multiplicamos 4 por X y por - 2):

5 -3 4x-—8 2x+3_
4 6 9

Ponemos todos los denominadores con el mcm que es 36, dividimos 36 entre cada denominador,

5

5

(si no hay es un 1), y el resultado lo multiplicamos por los numeradores:
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45x — 27 24x—48 8x+12 _ 180
36 36 36 36
Como los denominadores coinciden y ambas expresiones son iguales los numeradores han de

coincidir, con lo que podemos prescindir de los denominadores. Hemos de tener en cuenta que
el signo menos delante de la fraccién afecta a todo el numerador, con lo gue hemos de cambiar
el signo a todos los términos que tienen delante de la fraccién un signo menos. Por lo tanto:
45x — 27 — 24x +48 —8x — 12 = 180

Agrupamos los términos:

45x — 24x —8x =180+ 27 — 48 + 12

171
56l N

13x =171 - |x =

L 4
EJERCICIOS: K\

1. Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado:

a) X2 _r°%_4q @
5 7
p) LGxtd) _34sGe2) 2oax 3 K

4 18 9 4
) x+3 2:(1-x) _ x+1

c e 6 @
4 8 6
x 3x—-2 xX+2 x+3 7 X

d) -+ -2 Gx=H-"=7-¢—3 Q

) 2:(x-3) _ 5-2x-1) _ 3

7 14 4
3x x-3
g) 3D M =2y + .§
4 6 12

2. Ecuaciones de segundo-gr

Una ecuacién de segundo grado incégnita es una igualdad algebraica que se puede

expresar de la forma ax? + bx + eo, ndo a, b y ¢ nimeros reales y a # 0.
Si b y ¢ son numeros distintos de cero, se dice que la ecuacién es completa:
ax*+bx+c=0

Sib o c esigual a cero, lagcuaciéh es incompleta:

ax?+c=0

2.1 Resoluciow de ecuaciones de segundo- grado- completos

Para obtener las soluciones de una ecuacidén de segundo grado completa utilizamos la férmula:

ax*+bx=0

—b + Vb2 —4ac
X=———"—"—
0 0 0 0 ° Za 0
El doble signo + indica que pueden existir dos soluciones:
o = —b+vb2%-4ac X, = —-b—+b2%-4ac
1= " 27" 0

a
Cuando una ecuacion tiene dos soluciones, las designamos como x; y x, para distinguirlas.
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NUmero de soluciones de una ecuacién de sequndo grado:

Ecuaciones

En la férmula para resolver ecuaciones de segundo grado completas, aparece la expresion

Vb2 — 4ac. Esta raiz cuadrada solo existira cuando el radicando sea positive o cero. Al nimero

b? — 4ac se le denomina discriminante y se representa por A. El nimero de soluciones de la

ecuacién depende del signo de A:

e A= b?—4ac > 0.La ecuacién tiene dos soluciones distintas.

e A= h?—4ac =0.La ecuacién tiene una solucién, y se dice que es una solucién doble.
e A= bh? —4ac < 0.No existe la raiz cuadrada, y por tanto, la ecuacién no tiene solucién.

Ejemplos:
a) Resuelve la ecuacion x2 —5x+ 6 = 0.

a=1
b=-5

N

x_—(—S)im_+5im_+5iﬁ_+5im

21 2 2 2,&
4541 6 'K

N b @
4

+5-1
e e E LR P s

b) Resuelve la ecuacién 2x?> +4x +2 =0.

O
b=4 L 4

c=2 0\\

—4

X = = = = =

I+
AN
Nv
N

N1
N
[y}
[y}

|
N
I+
Ll
()Y

|
_
N

|
NES
+
()

4>||
NN

Il
|
_

c) Resuelve la ecuacién 2x? + 5x

a=2 S

b=5
c=6

—5+/(5)2-4-2-6 f44V25-48 —4+V-23
- 4

2:2
EJERCICIOS: \
2. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo grado:
a)x?—-7x+12=0
b) x2—-9x+18=0
C)2x2—-8x+8=0
d)x?—-6x+8=0
e)3x?2+12x+9=0
f)x2—9x+14=0

- [No tiene solucién.|

X =
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2.2. Resoluciow de ecuaciones de segundo- grado- incompletas

Caso 1. Si ¢ = 0. Ecuaciones del tipo ax? + bx = 0. En este caso no es necesario aplicar la formula
general, pues se puede sacar la x como factor comuln e igualar a cero cada uno de ios dos
factores, ya gue para gue un producto de factores valga cero, uno de los dos factores ha de ser

cero.

Ejemplo:

Resuelve la ecuacion 3x%2 — 2x = 0. Sacamos factor comun a la x;

x-Bx—-2)=0- 2 &8
3x—2=0-|x, = = Y

3

4
Caso 2. Si b = 0. Ecuaciones del tipo ax? + ¢ = 0. En este caso n Necesario aplicar la férmula
general, pues podemos despejar la x?y luego la x: K

= &

Resuelve la ecuacion 3x? — 27 = 0.

27
3x2—27=0—>3x2=27—>x2=?=9—>x=i\/§=i3—>{

EIERCICIOS:

3. Resuelve las siguientes ecuaciones de segundo g

a)x*+7x=0

b) —4x?+5x =0 s O

C)x>—-9=0 0\\

d)2x2-32=0 \

e) —8x%2—24x=0

2.3. (Como se resuelvesw 1 de segundo grado- conw paréntesis y/o-
denominadores?

12, Se eliminan los paréntesis.

S

22. Se eliminan los denomin r
3. Se agrupan todos los térmifios n el primer miembro.

42, Se reducen los térmi s decir, se operan los que son semejantes.

52, Se simplifica la ecux' se puede, y se resuelve.
62. Se comprueban las solugiones.
Ejemplo:

(x-1)2  3—4x _ S5+4x
2 4 4

Eliminamos el paréntesis, aplicando el producto notable: (a — b)? = a? — 2ab + b?
x2=2x+1 3—4x 5+4x
2 4 4
Colocamos como denominador el mcm de los denominadores, dividimos ese mcm entre los

Resuelve la ecuacion:

denominadores y el resultado lo multiplicamos por los numeradores:
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2-(x*-2x+1) 3—4x 5+4x
4 4 4
Volvemos a quitar el paréntesis haciendo la correspondiente multiplicacién:
2x? —4x+2 3—4x 5+4x
4 4 4
Quitamos los denominadores, teniendo en cuenta gue el signo menos delante de la fraccién

cambia el signo a todos los términos del numerador:

2x%> —4x +2—-3+4x =5+ 4x

Agrupamos todos los términos en el primer miembro y operamos ios semejantes:
2x> —4x+2—-3+4x—-5—-4x=0

2x> —4x—6=0 \\
Simplificamos dividiendo ambos miembros entre 2: x* —2x -3 50

x_—(—2)i¢(—2)2—4-1«(—3)_+24_r\/4+12_24_r\/E_2J_r4 ,K\
a 2-1 B 2 T2 2

24+4 6
v =g ==3-FE1 {D’

S BTEE| N

Por Gltimo, comprobamos las soluciones sustituyengo @valores obtenidos en la ecuacidn.
Comprobamos que x; = 3 es solucion:
(3-1)? 3-4-3 5+4-3

2 4 4
22 3-12 5+12 IS O
2 4 4 .\\
4 -9 17
2 4 4 N
4 9 17 G
2t1°7
1

7 17 3 Hucid

—_—_—=— - X = es sowucion.

4 4 &8,
S

Comprobamos que x; = —1 es solucién:

(-1-1)2 3-4-(-1) 5+440%
2 4 B
(-2) 3+4 5-4

2 4 4

4 7 1 \
2 4 4

8 7 1

472 4

1 1 y

7 = 7 — x = —1 es solucion.
EJERCICIOS:

4. Resuelve las siguientes ecuaciones:

(x—2)2 g s 1

a) 3 6 6
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b) (x=2)(x+2) + 14x+35 _ 52x+5
5 6 10

c) 2x+1)2=-1
dx-2)+Q2x—1)x—-3)=x-Bx—3)—2x
e)x—-1Dx+2)=2+x+3)(x—4)

f) 2x2+2x=0
4 5

3. Resoluciow de problemas mediante ecuaciones

Resolver un problema mediante una ecuacién es traducirlo al lenguaje algebraico y encontrar su
solucion. En general, hay que seguir estos pasos: 8,

12, identificamos los datos conocidos y lo que deseamos conocer: la incégnita.

., . . & .
29, Planteamos la ecuacion, relacionando o conocido con lo des wldo.
39, Resolvemos la ecuacion.

42, Comprobamos que la solucién obtenida es valida, e inter os la solucién en el contexto
del problema. K
Ejemplo: K

Tenemos 24 flores y vamos a hacer dos ramilletes. QL@OS que uno tenga el triple de flores
gue el otro. {Cuantas flores tendra cada ramillete?
Identificamos la incégnita. Para ello hay que distin entre los datos gue conocemos y los que

no.

Lo que sabemos . que no sabemos
24 flores en dos ramilletes . lores del ramillete menor
Un ramillete con el triple de flores que el o\ Flores del ramillete mayor

Incdgnita: x = nimero de flores del te menor
e Planteamos la ecuacién:
El ramillete mayor tiene el tripleé flores que el menor: 3x

Entre los dos tienen 24 flores: x + 3x =24

o Resolvemos la ecuacion;
X + 3x =24

4x = 24

SR \
Xx=—=

e Comprobamos la solucién:
6+ 36 =24->24=24
Luego la solucién x = 6 es vélida.

o Interpretamos:

El ramiilete menor tendrd 6 flores, y el mayor, 3 -6 = 18.
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Ejemplo:
Una parcela de forma rectangular tiene una superficie de 1800 m?. Si mide el doble de largo que
de ancho, icudles son las dimensiones de la parcela?

o Identificamos la incégnita x: medida del ancho.

Lo que sabemos Lo que no sabemos
La superficie mide 1800 m? Ancho
El largo es el doble que el ancho Largo

e Planteamos la ecuacién:
Ancho de la parcela: x \\
El largo es el doble que el ancho: 2x

4

La superficie es 1800 m? Q

Ancho - Largo = 1800
X+ 2x = 1800

e Resolvemos la ecuacién: é

2x2 = 1800 > x? = =2 = 900 - x = +/900 = +30

e Comprobamos: @
2:(30)2 = 1800 >1800 = 1800 - x = 30 es una %\ valida de la ecuacién

2- (- 30)2 = 1800 >1800 = 1800 > x = -30 es una solUcién valida de la ecuacion.

e Interpretamos:
La solucién - 30 no es vélida en este pro \L wporque no existen longitudes negativas. Por
tanto, el ancho de la parcela medira 30 m?;e\\rgo, 2-30=60m.

EJERCICIOS: $

5. La suma de dos nimeros es 48. 1 upo €S la mitad del otro, équé nimeros son?

6. Maria tiene 4 tebeos menos g a /5i Maria le da 2 de sus tebeos, Sara tendré el triple de
ella. éCudntos tebeos tiene cadaﬁna?

7. La suma de dos nimeros secutivos impares es 156. éDe qué nimero se trata?

8. El producto de las edade@sa y su hermano, que tiene 5 afos menos que ella, es 176.
{Cuéntos afios tienen ampo

9. Para vallar una finca re ar de 750 m? se utilizan 110 m de cerca. Calcula las dimensiones
de la cerca. \

10. Un rectangulo tiene una superficie de 725 m?. Calcula sus dimensiones sabiendo que mide 4
m mas de largo que de ancho.

11. El perro de Alex tiene 12 afios menos que él. Dentro de 4 afios, Alex tendra el triple de la
edad de su perro. éCudles son sus edades?

12. Lucia tiene tres hijos. El pequefo tiene la mitad de afios que el mediano, y este tiene 6 afos
menos que el mayor. Calcula las edades de los tres, sabiendo que la suma de sus edades actuales
es igual a la edad de su prima Ana, que es 12 aflos mayor que el hermano pequefio.
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13. Disponemos de dos tipos de té: uno de Tailandia, a 5,20 €/kg, y otro de la India, a 6,20 €/kg,
y queremos obtener 100 kg de té a 6 €/kg. {Cuédntos kilos hemos de mezclar de cada tipo?

14. El lado de un cuadrado mide 3 m mas que el lado de otro cuadrado. Si la suma de las dos
areas es 89 m?, calcula las dimensiones de los cuadrados.

15. Una madre tiene 26 afios mas gue su hijo, y dentro de 10 afios la edad de la madre serd el
doble de la del hijo. {Cuédntos afios tienen en la actualidad?

16. La edad de Rubén es la quinta parte de la edad de su padre. Dentro de 3 afios, la edad de
Rubén serd la cuarta parte de ia edad de su padre. {Qué edad tiene cada uno actuaimente?

17. Se mezclan 1.800kg de harina de 0,42€/kg con 3.500kg de harina de 0,54€/kg. {Qué precio
tiene el kilo de la mezcla? 8,

18. El producto de dos nUmeros enteros consecutivos es igual al cuadruple del menor menos 2
unidades. Encuentra dichos nimeros. ¢

19. Calcula dos nimeros enteros tales que su diferencia sea Zﬁsuma de sus cuadrados sea

884 (D
20. Ruth tiene 17 afios y su madre tiene 47. {Cuénto ha Q scurrir para que la edad de la
hija sea la mitad de la de la madre? &

QQ)

43



Sistemas de ecuaciones

TEMA 6. Sistemas de ecuaciones

ALGO DE TEORIA PARA ABORDAR LOS PROBLEMAS...

LCOmo resolvemos un problema de sistemas de ecuaciones?

En primer lugar, antes de comenzar a practicar este tipo de problemas debemos tener en cuenta
una serie de consejos que nos seran Gtiles. Para resolver un problema debemos:

e Antes de comenzar, realizar una lectura detenida del mismo. Familiarizarnos con el problema
es clave antes de empezar.

* Una vez hemos entendido el contexto y el tipo de problema Q@ se nos plantea, debemos
realizar el planteamiento de este. .

* 5i es necesario, realizaremos un dibujo, una tabla, o una reprn Macién de lo expuesto. Una
vez hecho, intentamos identificar la incdgnita y los datos que el problema.

e Para plantear las ecuaciones volveremos al problema y os “traducir” el mismo a una
expresién aigebraica. k

* En este tipo de problemas con mas de una incégnit mos encontrar tantas ecuaciones
como incdgnitas se nos presenten. Es decir, si ten 05 incdgnitas debemos encontrar dos
ecuaciones, si tenemos tres, tres ecuaciones. Q
* El siguiente paso es resolver el sistema de ecuacion®s.
* Por dltimo y muy importante, debemos interp la solucidn.

4

Existen diferentes métodos de resoluciénh\

» Método de sustitucién. \
* Método de reduccién. G
« Método de igualacién.

S

2
Y
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Sistemas de ecuaciones
1. Método- de sustitucidn
A través del método de sustitucion lo gue debemos hacer es despejar una de

las incognitas en una de las ecuaciones y sustituir su valor en la siguiente.
Lo veremos con mas detalle en el siguiente ejemplo:

&
En primer lugar, despejamos una de las incognitas en la primera ecuacidn. &

L 4
x+y=T \
X=T-y .‘&
A continuacion, sustituimos en la segunda ecuacion el valor mnﬁ%eme de

la "x". @
S.x-2y=-7
S.(7-yy2y=T
Ahora, despejamos la "y". e O

Por dltimo, utilizamos el valn@ara hallar el valor de "x".

\ =

x=T-6=1
x=1
La solucién de nuestro sistema es x=1 e y =6.

1 +6 =7 }
3l 26 =-7
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2. Método- de igualacicw

El método de igualacidn consiste en despejar la misma incognita en las dos
ecuaciones y despues igualar los resultados.

x +y =7
ax =2y =-7
Los pasos a seguir son los siguientes:

En primer lugar, elegimos la incognita que deseamos despejar. En este é:
empezare por la "x" y despejo la misma en ambas ecuaciones.

x+y=T;

Q
=@

Sx=2y-T;

x= (2y-T)/5 Q@

Una vez hemos despejado, igualamos:
O

T—y={2y—?}u‘5’§\

S(7-y=(2y-7)/
35-5y=
42=T
N

y=6

Por dltimo, sustituimos el r que¥€mos calculado despejando la ofra incdgnita
en una de las ecuaciones Migial

K=T=y
x=T-6=1

x=1

La solucion de nuestro sistema es x=1 e y =6.
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. Método- de reduccidn

Con el método de reduccion lo gue hacemos es combinar, sumando o
restando, nuestras ecuaciones para que desaparezca una de nuestras
incognitas.

Los pasos a seguir son los siguientes en el siguiente ejemplo:

L 4

N
x +¥ =7 \

En primer lugar, necesitamos preparar las dos ecuaciones, si es né
multiplicandolas por los ndmeros que convenga. @
ma p

En este caso, gueremos reducir la "y de nuestro si or tanto,
multiplicamos la primera ecuacion por 2.

Asi, el sistema se queda:

Si nos fijamos, sumando las ecuaciones la “y" nos desaparece.

2x 14
-7
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Tx=7
x=T7=1

x=1

Por ultimo, sustituimos el valor que hemos calculado despejando la ofra incdgnita

en una de las ecuaciones iniciales.

y="T-x

y=7-1=6

N

La solucion de nuestro sistema es x=1 e y =6.

L 4

PROBLEMAS K\

1.

Una granja tiene cerdos y pavos, en total hay 35 cabezgs 16 patas. éCuéntos cerdos y
pavos hay? g

En un almacén de productos deportivos habia un% 0 bicicletas, entre plegables y
normales. Una semana después tenian el doble@icicletas plegables y 12 bicicletas
normales mas que la semana anterior, con lo gue 100 bicicletas en el almacén.
Carlos le dice a juan: “el dinero que yo tengo | doble que td tienes”, y Juan le responde
“si me das 6 euros los dos tendremos la misma cantidad” éCuédnto dinero tiene cada uno al

ST,
principio? . O

Un transportista lleva en su furgonetx& de arroz de dos pesos distintos. Los sacos
|&

[Y
grandes tienen un peso de 30 kg, mi que los pequefos pesan un 20% menos. El

conductor recuerda que el nidmero sa®os pequenos es el triple del de sacos grandes, y

gue el peso total de la mercancia esige 714 kilogramos. Calcula el nimero de sacos de cada
tipo que se transportan.
e

Una empresa ha gastado 15@
Su compafia telefénica oferté dos modelos diferentes, uno a 75 euros y otro a 50 euros.

{Cuédntos moviles de ca elo compré?
En un almacén hay bote aceite de 5 litros y 2 litros. En total hay 1000 litros de aceite

y 323 botellas. éCuantagbogellas de cada tipo hay?

en comprar un movil a cada uno de sus 25 empleados.

Descomponer el ndge en dos partes tales que al dividir la primera entre la segunda da
3 de cocientey 4 ::ie;xo.

La razén de dos nameros es 3/4. Si se le suma 10 unidades a cada uno de ellos la razén de
los nuevos nimeros es 11/14. Averigua de qué nUmeros se trata.

Un grupo de amigos fueron dos dias a un bar, donde hicieron consumiciones gque pagaron
con un fondo comun. Ahora quieren saber el gasto que hizo cada uno, pero no recuerdan los
precios de los articulos. Recuerdan que el primer dia pagaron 21,60 € por 5 bocadillos y 8
bebidas, y que el segundo dia pagaron 13,20 € por 3 bocadillos y 5 bebidas. Todos los
bocadillos tenian el mismo precio, al igual que todas las bebidas. Calcula el precio de cada
bocadillo y cada bebida.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Sistemas de ecuaciones

En un garaje hay 110 vehiculos entre coches y motos y sus ruedas suman 360. iCuéntas
motos y coches hay?

En una tienda de alimentacién han vendido paquetes de queso a 9 € la unidad y sobres de
salmén ahumado. Un sobre de salmén cuesta 6 € mdas que un paquete de queso. Han
vendido el doble de paquetes de queso que de sobres de saimén y han obtenido por la venta
de todos estos productos 858 euros. Averiglie cuantas unidades de cada producto han
vendido.

La base de un rectdngulo es doble que su altura. éCudles son sus dimensiones si el perimetro
mide 30 cm?

En una granja hay doble nimero de gatos que de perros y tripig nimero de gallinas que de
perros y gatos juntos. éCudntos gatos, perros y gallinas hay, si en total son 967

La edad de juan es doble que la de Ana. Si juan tuviera 10 an\enos y Ana 5 mas, los dos
tendrian la misma edad. {Qué edad tienen?

En un corral hay conejos y gallinas, gue hacen un total d@abezas y 196 patas. Hallar el
numero de conejos y gallinas que hay. K
En una reunién de chicos y chicas, el nimero de esta% de en 26 al de aquellos. Después
de haber salido 15 chicos y 15 chicas, quedan el d éstas que de aquellos. Hallar el
numero de chicos y chicas que habia en la re é

Un ndmero estd compuesto de dos cifras cuya a es 9. Invirtiendo el orden de colocacién
de las cifras, resulta un nimero inferior en 2 unldades al dado. Calcular el nimero.

Trece lapiceros y siete boligrafos se han ve 0 por 12.98 euros. Calcular el precio de cada
uno de los elementos, sabiendo que el un boligrafo es doble que el de un lapicero.
Juan tiene 18 afios mas que Jorge y h%s afios tenia el doble. Calcular las edades de
cada uno.

En un examen tipo test hay 20 as. Por cada respuesta correcta se obtiene un punto.

Si la respuesta es incorrect inuye la nota en 0'2 puntos. Si la calificaciéon de
Alejandro ha sido 12,8 punt@é

ha fallado?
Este problema aparecié%dad en el siglo XI. Se titula “Los dos camelleros”:

tas preguntas ha respondido correctamente y cuantas

Camellero A ° e das un camello tendremos el mismo ndmero de camellos”

Camellero [, y si tU me das a mi un camello, yo tendré doble que tg”

Decidme, doctos n&'

cos, écuantos camellos tienen cada uno?
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TEMA 7. Progresiones

1. Sucesiones

Progresiones

Una sucesién es un conjunto de numeros dados ordenadamente de modo que se puedan

numerar: primero, segundo, tercero...

Ejemplos:
a)l,3,5,7,9 11...
b)1,4,9, 16, 25, 36...
c)2,4,8,16, 32, 64...

N
Se llaman términos a los elementos de la sucesidén y se suelen de%nar mediante una letra con

subindice. El subindice indica el lugar que ocupa el término

confundir el lugar que

ocupan con el valor.

En los ejemplos anteriores tenemos:

o

a)
Término Lugar gue ocupa Valor é
ax Primero 1
as Segundo 3
as Tercero
da Cuarto 7
as Quinto . 9
36 Sexto
b) ,Q
Término Lugar que UK Valor
ax Primero 1
a Segun@ 4
as Tercero 9
Aa Cu@ 16
as into 25
a6 @ 36
c)
Término Lugar gue ocupa Valor
a1 Primero 2
ar Segundo 4
as Tercero 8
da Cuarto 16
as Quinto 32
a6 Sexto 64

wsucesién. NO tenéis que
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Se llama término general de una sucesién a una expresién que sirve para obtener un término
cualquiera de la sucesién con sdlo saber el lugar que ocupa. Es decir, sustituyendo la “n” por los
naturales me da el valor del a1, a, ....
Habituaimente al término general se le denota por a,.
En los ejemplos anteriores, lo términos generales son:
a) an = 2n-1 Si sustituimos la n por 4 tenemos, a,=2-4-1=7 5i miramos en la tabla, el cuarto
término vaie 7
b) an = n? Si sustituimos la n por 5 tenemos, as=52=25 obtendriamos el quinto término. Si
sustituimos la n por 10 a10=10°=100 es decir, que el décimo término de esa sucesién vale
100. s
c)an=2n ¢
Hay sucesiones que en las que es facil calcular el término gen&(como las anteriores), pero,

hay otras en las que cada término se obtiene operando los antérij . Estas sucesiones se llaman
sucesiones recurrentes. &

Ejemplo: ®&

1,1,2,3,5,8, ... (Sucesién de Fibonacci)

Cada término es la suma de los dos anteriores:

2=1+1

5=3+2 .\\

8=5+3 N

i{Cudl seria el siguiente? 8+5=13
En este caso no habria término genegal gue para calcular el quinto término no se puede hacer
sustituyendo en la “férmula”. Hab e galcular todos los anteriores.

S

Por eso en este tipo de sucesion@ la ley de recurrencia.

Ley de recurrencia: an= an1 + an2 (8:1= 1, a, =1)

Ejercicios:

1. Escribir la expresién dél ino general de las siguientes sucesiones:
a) 12, 14, 16, 18, \
b)1,3,9, 27, ......

2. Calcular la ley de recurrencia de las siguientes sucesiones

a)8, 10, 2, -8, -10, ......

b)4,1,3,-2,5, .......
3. Escribir los 4 primeros términos de las siguientes sucesiones e indica que forma la describe
(recurrente o general)

a)an=2'an1-8n2 CON a1=2, a:=1
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3n—-1
2n

dlan=1-an1 a1=0

C)an=

2. Progresiones avitmeticas
Una progresién aritmética es una serie infinita de términos de tal manera que cada término se

forma sumando al anterior una cantidad fija llamada diferencia.

Ejemplos:
a) 1,4,7,10, 13, .... Cada término se forma sumando 3 al anterior, luego la diferencia seria
3, d=3. \\
b) -3,-1,1, 3,5, ...d=2. IS

c)

N R

1,225, . d=2 Q
2”72 2
2.1. Termino-general m

Tenemos una progresién aritmética a1, az, as, as, as, ..., Ag, -

es igual al anterior mas la diferencia (d), por lo que K
a=a; +d @
as=a+d=a:+d+d=a; + 2d
as=as+d=a,+2d+d=a: + 3d

Generalizando este proceso se obtiene el térmi neral:

donde a, es el primer término, n es el | ue ocupa y d es la diferencia.
Ejemplos:
1. Calcula el término general de | jemplos anteriores.
a) 1,4,7,10,13,... N
Lo primero que tenemos que hacer es buscar a: y d. Como a: es el primer término
ai1=1. Para calculgr erencia, restamos un términoc menos el anterior, asi
d=4-1=7-4=1 =3 No hace falta que hagas todas las restas {(son todas

iguales), bas cer una. Y ahora sustituyes en la férmula recuadrada y haces

las cuentas.
an=1+{(n-1) -3= 3n-2
Vamos a comprobar que lo he hecho bien (no es necesario hacerlo, pero garantizas
gue esté bien)
a,=3-2-2= 6-2=4 el segundo término es 4, luego esta bien.
a3;=3-3-2=9-2=7, el tercer término es 7
a4=3'4-2=12-2=10, el cuarto término es 10
b)-3,-1,1, 3,5, ...
a1=-3

52



Progresiones

d= -1-(-3) =-1+3=2
an=-3+(n-1) 2= 2n-5

d=1—==-
2 2

1 1 n
an=5+(n—1)5—5

2. El término general nos sirve para calcular cualquier término de la sucesién, por ejemplo:
Calcula el trigésimo término en: 1, 6, 11, 16, ... \\

Lo primero que tenemos qgue hacer es calcular el términ
ar=1 \
d= 6-1 =5 K
an=1+(n-1) -5= 5n-4
Ahora lo Unico que tenemos que hacer es sustitui por 30.

aso= 5-30-4=146
EJERCICIOS:

1. En las siguientes progresiones aritméticas, haIIQ

a) Eltérmino 20 en: 1, 6, 11, 16, ...

b) El término 6 en: 3, 7, 11, 15, ...

c) Eltérmino 12 en: -4, 0, 4, 8, ... S O

d) El término 10 en: 2, 5, 8, 11, ... ,\\
2. Halla los términos a4, a7, a2, awo de las \ones:

a) an=3n-2. é

b} a,=n2-1.

c) an=4n-3. %

d) an=2n+3 N

3. Hallar el término a10 en una progresién aritmética en la que a1 =5 y la diferencia es d=- 3.

general,

4. Calcula el término general d sucesiones:
a)-1,1,3,5,7,9
b) 3,6,9,12,15,18
c)5,6,7,8,9
d)-2,0,2,4,6
5. Calcula el primer término de una progresién aritmética que consta de 10 términos, si se sabe
que el Ultimo es 34 y la d=3.
6. En una progresion aritmética a., = -7 y d = -2. Hallar a..
7. En una progresién aritmética axo=-33 y a12=-28, hallar a, y d.
8. En una progresién aritmética d=5y a,s=110, hallar ax.
9. {Cuantos términos tiene una progresion aritmética cuyo primer término es 8 y el Ultimo 36, si
la diferencia es 27
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Se puede conseqguir otra expresidon del término general en funcién de dos términos cualesquiera,

en lugar del primer término. La expresidn es:

ap=aq+(p-q) -d

EJERCICIOS
10. Los datos de cada uno de los apartados corresponden a una progresién aritmética. Calcular
la incognita que se indica en cada uno de ellos:

a) ais=-14, axu=16, d=7?

b} as=-10, a13=-8, d=7

c) a1=3, d=3, a,=36, n=? v

)
)

d) as=-5/3, ag=-5, d=7? K\
)

e a11=6, a35=65, d="7? @

2.2. Swmav de Loy wprimeros términos de uno pri LoV aritmética

N

Tomemos los primeros términos de una progresion ari tica cualguiera, por ejemplo: 5, 8, 11,

14, 17, 20, 23, 26. Observa que Q

58,11, 14,17, 20, 23, 26
l |

8+23=31¢

5+26=3

&tica a1, @2, «voveenn. , @n-1, @n S€ verifica que:

2 + an—l = a3+an-2 PR
Usando esta propiedad, se obtieéun
términos de una progresién aritmética:

rmula para calcular la suma, S,, de los n primeros

S,=a,ta,+ .. +a .
S,=a+a _,+.+ a,
25 =(a,+a)+ (a, )+ .. +(a,+a _,+a,)+(d+a) = (a;+a)n
Despejando tenemos,
S (al + an)
" 2

Vamos a calcular la suma de antes 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26
ai1=5, n=8, ag=26
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5426 31
g=—5 —8=—8=12

EJEMPLOS
Halla la suma:
a) De los 10 primeros términos de: 1, 6, 11...

a:=1

d= 6-1 =5

a10=1+(10-1) -5= 46

510=1+46-10=ﬂ-10=94

2 2

b) De los 30 primeros términos de: 1/2, 3/4, 1... \\

a;=1/2

2 4
3 1 1
d=3-3%3 Q
1 1
a30=5+(30—1) Z m
495 é

w
[

Nl-hlﬁ - |

-30
2

N =

30 =——
4

EJERCICIOS «@
11. Hallar la suma de los términos de una progresién anitmética en los siguientes casos:
a) De los 25 primeros términos de: 3, 8,
b) De los 22 primeros términos de; 42. ]Q
c) De los 40 primeros términos de: 14%/4,
12. Hallarla suma de los 12 primeros tér 2\(3 una progresién aritmética sabiendo que a;=24
Yy 810=66.

13. Hallar la suma de los 20 primeaFos,t inos de una progresion aritmética sabiendo que a:
=3y ax=79. ~
14. Hallar la suma de los 1000 ﬁmero numeros naturales: 1, 2, 3, .... 1 000.

15. Hallar la suma de los nd 0s pares: 2, 4, 6. .... 1 000.

S30 =

16. Calcular la suma de los muitiplos de 59 comprendidos entre 1 000 y 2 000.
EJERCICIO RESUELTO:

éCudntos términos hay sumar de la progresién aritmética 2, 8, 14 ... para obtener como
resultado 10647
Lo primero que tenemos que hacer es saber qué nos dan y saber qué nos piden:
— Que el resultado sea 1064, significa que S es 1064.
- De 2, 8, 14... podemos sacar el primer término, la diferencia y el dltimo.
- Nos pregunta “cuédntos términos” es decir “n”.
d=8-2=6
ar=2
an=a1+d{n-1) =2+6{(n-1) =6n-4
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a1+an
§=—_"".
2
2+ 6n—4
1064 = ————n

1064-2=(6n—2)-n
6n’? —2n—2128=0

—56
n=59yn=——
3
Como n es un lugar, la solucién es n=59.
N
N
17. iCuéntos nimeros impares consecutivos a partir de 1 es preciso tomar para que su suma

18.

19.

20.

22.

23.

24,

25.

26.

27.

30.

L 4

sea igual a 7 7447 \

El primer término de una progresién aritmética es 117, imo es -30 y la suma de los
términos es 2175. Hallar el nimero de términos y la dife
En una progresién aritmética los términos tercero y &co suman 64, y el segundo y el
séptimo 70. Calcular ia diferencia y cada uno de los e&entos.

En una progresion aritmética de 11 términos su_su 176. La diferencia de los extremos
es 30. Hallar los términos de la progresiéon. (Rgsuétvelo con un sistema de incégnitas a; y d)

Hallar los &ngulos de un tridngulo sabiendo que 5N en progresion aritmética y gue uno de

ellos es de 100¢.

Un hombre se compromete a hacer umy OQ las siguientes condiciones: por el primer
metro recibird 400 € y por cada metm%w

profundidad, {cudnto recibird? \

En una plantacién hay 51 filas de a s. Cada fila tiene 2 érboles mas que la anterior. La

fila 26 tiene 57 arboles. Se dese@ sa el nimero de arboles que hay en la primera fila. en
la Gltima y el nUmero total de le
Sr

Un coronel manda 5050 sol

te 100 € mas. Si el pozo tiene 27 metros de

uiere formar con ellos un tridngulo para una exhibicién,
de modo gue la primera fila tenga un soldado, la segunda dos, la tercera tres, etc. éCuantas
filas habra?
Un jardinero debe echér ungéldero de agua al pie de cada uno de los 30 arboles que hay al
lado del camino. Losi@roles’estdn a 6 metros de distancia y el pozo a 10 m antes del primer
arbol. iQué caminN ecorrido después de haber terminado el riego y vuelto el caldero
al pozo?
Por el alquiler de una casa se acuerda pagar 1000 € al mes durante el primer afo, y afo se
aumentard el alquiler en 12 € mensuales

a) éCuanto se pagard durante el decimosexto afio al mes?

b} Hallar el importe pagado durante los 16 afos
En una sala de cine la primera fila de butacas dista de la pantalla 86 dm y la sexta 134 dm.
LEn qué fila estard una persona si su distancia a la pantalla es de 230 dm?
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31. Una persona compra a plazos una lavadora. El primer mes pagé 24’40 €, el segqundo mes
28’60, el tercer mes 32’80 e, y asi sucesivamente. El Ultimo mes pagé 62'20 €. {Durante
cuéntos meses ha tenido que pagar? {Cuénto ha costado la lavadora?

32. En un jardin hay 12 fuentes: la segunda arroja 2 litros mas por minuto que la primera, la
tercera 2 mas que la segunda y asi sucesivamente, arrojando en total 168 litros por minuto.
{Cuédnta agua echa por minuto cada fuente?

33. Un reloj de una torre solamente a las horas da tantas campanadas como indica la hora.
Hallar el nimero de campanadas que da en un dia.

3. Progresiones geometricas \\
Una progresién aritmética es una serie infinita de términos de;al manera que cada término se
forma multiplicando al anterior por una cantidad fija llamada ra(\

Ejemplos:
a) 1, 2, 4, 8, 16, .... Cada término se forma multiplica (@2 al anterior, luego la razén
seria 2, r=2.
1 -1

b) -4,2,-1,% = . r="1 K
2 5

4
c) -3,-6,-12,-24, ... r=2
3.1. Termino-general

Tenemos una progresiéon geométrica ai, az, as, , ey @n, ... 5€9UN la definicién, cada término
0 que

es igual al anterior multiplicado por la razénq(K

az=arr RN

as=az r=a;-r-r=a; r?

as=as-r=a;-r?-r=a;-r3

Generalizando este proceso se obtighe

\\ an=a,-r™?
donde a; es el primer término, el lugar que ocupa y r es la razén.
Ejemplos:
1. Calcula el término ge de’los ejemplos anteriores.

a) 1,2, 4,8, 1\

Lo primero gue tenemos que hacer es buscar a; y r. Como a; es el primer término

a:=1. Para calcular la razén, dividimos un término entre el anterior, asi
2 4 8 16

1 2 4 ?
iguales), basta con hacer una. Y ahora sustituyes en la férmula recuadrada.

an=1.2""1=2""1

= 2 No hace falta que hagas todas las divisiones (son todas

Vamos a comprobar que lo he hecho bien {no es necesario hacerlo, pero garantizas
gue esté bien)

a,=22"1 =2 el segundo término es 2, luego esta bien.
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a3=23"1 =22 =4, el tercer término es 4

as=2%"1=23=8, el cuarto término es 8

b)-4,2, -1, =, ...
2" 4

a=-4

2 -1
-4 2

_\n—-1

om0 (3)

c) -3,-6,-12, -24, ...

r

ar=-3 \\
-6
=—=2 .
-3
an=(-3) 21 K\
2. Hallar el término duodécimo de la progresién: 2, 4, 8, .... m
Lo primero gue tenemos que hacer es calcular el término QQ f
a1=2 &
2
an=2-2""1 =20

Ahora lo Unico que tenemos que hacer es sustifuir la n por 12.

a12=212 = 4096
L 4

EJERCICIOS: ~\\

34. Calcula el término general de: \
a)l,4,16,64, ... G
b} 3, -9, 27, -81, ....
c) -2, 10, -50, 250, ....
&
d)27,9,3,1, ... N

35. Hallar el duodécimo término de la progresién: 1/1 000. 1/100, 1/10, ....

36. Determinar los 7 primerios #€rminos de una progresién geométrica si los dos primeros valen
4 y 3 respectivamen

37. Eltérminoa;deu gpesion geométrica vale 243 y la razdn 3. Hallar el primer término.

38. En una progresién g etrica a1,=72 y la razén r=1/2. Hallar el término octavo.

39. En una progresién geométrica a1=6 y a1s=54. Hallar el término as

40. Dos términos consecutivos de una progresién valen 6 y 8, respectivamente. Hallar el lugar
gue ocupan si el primer término de la progresién vale 81/32.

41. En una progresion geométrica a:=6 y la razdn es 2. Hallar el lugar que ocupa el término que
vale 6144.

Se puede conseguir otra expresidn del término general en funcién de dos términos cualesquiera,

en lugar del primer término. La expresién es:
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ap=aq.r(p-q)

EJERCICIOS

42. En una progresién geométrica se sabe que a15=512 y a1:=32. Hallar el primer término y la
razén.

43. En una progresién geométrica as=160y a,=20. Hallar la razén y los 7 primeros términos.

3.2. Swmav de Loy wprimeros términos de unow progresiovw geometrico
La deduccién de la férmula de la suma de los n primeros términos@una progresién geomeétrica

es complicada, por eso basta con que te demos la férmula
4

<

a1—an-r an-r— 1

Sh = 1 r

Vamos a calcular la suma de 3, 6, 12, 24, 48, 96, 1 @
Nn=8 a;=3 ag=384 r=6/3=2
3—384 2

EJEMPLOS .
Halla la suma de los diez primeros termlngx\
a) a1=0'L%, r=2 \

a10=0'1- 2° =512
0'1-512-2 -102'
SlO = = =3 1 3

1-2 -
0)10,1,0'1, ... N

a:1=10 N

_i

a10=10" (15

9999999999

Si0 = 101 -1 41

=15 1

3.3. Sumav de loy infinitos términos de unaw progresion geomeétrico

Cuando la razén de una progresién geométrica es, en valor absoluto, menor que 1 se puede
calcular la suma de los infinitos términos de dicha progresién geométrica.

Por tanto, la férmula de la suma de los infinitos términos de una progresidon geométrica en la que
|r]<1,es:

59



Progresiones

Ay
S=1-r
EJEMPLO:
Halla la suma de los infinitos términos de la progresiéon geométrica: 8, 4, 2, ...
a:=8
A1
2
8
S= : =16
2 N
EJERCICIOS: s

44. Sabiendo que a:=7 y r=2, hallar la suma de los 9 prim%\t rminos de la progresién
geométrica

45. Hallar la suma de los 10 primeros términos de la progreWométrica: 4/3.2/3,1/3, ....

46. (Cudntos términos se han tomado en una progresiénigeométrica siendo a:=7, el dltimo
considerado 448 y la suma 8897 K

47. La suma de los 7 primeros términos de una progres@ométrica de razdén 3 es 7651. Hallar
el primero y el séptimo término.

EJERCICIO RESUELTO: A Isabel y Andrés les han co 0, a las nueve de la mafiana, un secreto.

Cada uno de ellos, al cuarto de hora, se lo han co@do a tres amigos. Estos a otros tres, ..., etc.

iCuédnta gente lo sabrd a las 2 de la tarde? °
Lo primero que tenemos que hacer es qué &Nos dan y qué n os piden.

a,=2 a,=6r=3 .\

Desde las 9 de la mafana hasta las dos la¥arde hay 5 horas, por lo tanto 5-4=20 cuartos de

hora, es decir n=20.

Y nos piden cuanta gente a las 2, cirgaszo

Una vez que sabemos lo que ter@wo 0 que nos piden utilizamos las férmulas adecuadas.

Ayo = ap - 719 = 2319 = 2.324.522.934

48. Las amplitudes de lasf’s ivas oscilaciones de un péndulo forman una progresién

geométrica: 16, 12, 9 %allar la distancia total recorrida por la esferilla del péndulo

hasta alcanzar el re

49. Enuna ciudad que on 29 524 habitantes mayores de 10 afios, uno de ellos se entera
de una noticia enmno instante. Al cabo de un minuto lo ha comunicado a 3 de sus
vecinos. Cada uno de éstos lo comunica en otro minuto a otros 3 vecinos distintos, los cuales
continlan extendiendo la noticia de igual modo. {Al cabo de cudnto tiempo se habran
enterado todos los vecinos?

50. A una cuerda de 700 m de longitud se le dan dos cortes, de modo que uno de los trozos
extremo tiene una longitud de 100 m. Sabiendo que la longitud de los trozos estd en
progresién geométrica, determinar la longitud de cada trozo.

51. Un extrafio mercader se presenta en una posada y para pagar los servicios ofrece al
mesonero el siguiente trueque: «Yo pagaré 100 000 ducados todos los dias del mes, pero a
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52.

53.

Progresiones

cambio vos me daréis 1 ducado el primer dia, 2 el segundo dia, 4 el tercero y asi
sucesivamente, duplicando siempre la cantidad anterior». Parecidle buen negocio al
mesonero y aceptd el trato. Hallar la liguidacién al cabo de los 30 dias del mes. {Quién salid
ganando?

Hallar la suma de una progresién geométrica ilimitada de razén r=2/3 y cuyo primer término
vale 6

Hallar la suma de los términos de una progresiéon geométrica ilimitada cuyo primer término
es 16 y ia razén 3/4.
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TEMA 8. Funcionesy graficas

1. Definiciow de funcidw

Una funcién es una relacién entre dos magnitudes de forma que a cada valor de una
{(variable independiente “x") le hacemos corresponder, como mucho, un Unico valor de
la otra (variable dependiente “y=f(x)").

Para obtener la gréfica de una funcién a partir de la tabla de valores, primero se dibujan
unos ejes de coordenadas, representandose los valores de la variable independiente (x)
en el eje horizontal (abscisas) y los de la variable dep@iente (y) en el vertical
(ordenadas). Cada pareja de valores de las variables depgndiente e independiente se
representa mediante un punto (X, y} en el sistema de coor(&mjas. Los puntos dibujados
se uniran si la variable independiente puede tomar ¢ r valor real en el rango

estudiado. La linea (recta o curva) que resulta es la gki e la funcion.

Ejemplo: representacion de la grafica de una funcion a iflde la tabla de valores.

a) f(x)=2x-3 b) 44::%4:{ g @a
4 J 4 .

x_ [ fx) @ o 3 N\

0 -3 : . 0 24/

i -1 # 1 3

2 1 "4 2 I a r 2 4 ’§ 2 4 i 2 # T i3 . ﬁ.l

3 3 # 3 3

1 5 2 0

2 | 7 Vil @ S [,
. % ill I':

N

Un criterio para saber si rafica corresponde a una funcién es buscar una linea
totalmente vertical qu atraviese en mas de un punto. Si puedes encontrarla,

significaria que para e8e Yyalor de x corresponderian varios valores de y, y por tanto la

grafica no correspon& funcién.
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Ejemplo:

En una grafica de una funcion y=f{x) ninguna recta vertical la debe cortar en mas de un punto.

© 1 v e v

X
X
Las graficas 1 y 2 corresponden a funciones. La 3 no, pues son atravesadas por
las rectas verticales, en azul, en dos puntos digtin ada una.

2. Definicidw de dominioy recorrido

El dominio de una funcién es el conjunto de todos los valores que puede tomar la
variable x. .

El recorrido o imagen de una funcién.&%onjunto de todos los valores que toma la
variable y. \

W
)

Ii.l;"l.."l..llilill]'l..l—ii

i/,

x (abscisa) :
: .
% t— DOMINIO DE DEFINICION =

Ejemplo del estudio del dominio y recorrido de una funcién a partir de su gréfica:

, ax)
» El recorrido se :

puede identificar
proyectando la
grafica hacia el
eje vertical,

+ El dominio se
puede identificar
proyectando la
grafica hacia el
eje horizontal

2909
1 I A S

marcando el desde el punto

extremo izquierdo mas bajo hasta -

y derecho el punto mas alto -\
Dominio: [-4, 4] Recorrido: [-3, 4]
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3. Crecimiento-y decrecimiento- de una funcién

Una funcién es creciente cuando al aumentar la variable independiente, x, aumenta la
variable dependiente, y. Una funcién es decreciente cuando al aumentar x disminuyevy.
Ejemplo del estudio de la monotonia de una funcién, es decir del crecimiento y

decrecimiento de una funcion:

N

RS
@
N
5

CRECIENTE: {-%,1]) s (5,4])

DECRECIENTE:(1.5)

Ejemplo: determina el crecimiento y el dec@uiento de esta funcién:
S

La fu.n%rece en (-o0, -4) U (-3,-1) U (2,3) U (4, o)

La cioh decrece en (-4,-3) U (3,4)
a cién es constante en (-1,2)

4. Maximos y mnunimos gedativos de una funcidw

Una funcién tiene un mo relativo

en un punto cuando depnada (y) es o
maximo

mayor que la orde los puntos relativo

que lo rodean.

Una funcién presenta un minimo
relativo en un punto cuando su
ordenada (y) es menor que los puntos

minimo
relativo

que lo rodean.
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Maximo global

L, L, . Maximo local
Al valor mayor de la funcion se le llama maximo absoluto

y al valor menor de la funcién se le llama minimo

Minimo local

absoluto.

Minimo global

Ejemplo: Estudia los maximos y minimos relativos de la siguiente funcién:
N

maximao relativo

El maximo relativo lo tendra Q&punto (-1,3) y el minimo
relativo lo tiene en el punm

| .
% O
minime relatiyo

5. Tendenciov de unaw funcidvw

Dentro de la interpretacién de la graflcef resante estudiar la tendencia, es decir,
deducir cémo podria continuar la g 8f a relaciéon entre las magnitudes que se
relacionan a partir de lo que ya se tie ibujado.

En las siguientes gréficas pued | erecimiento de dos espeties de bacterias:

NOVIDUC oy sl

n eWa grdfica (a la izquierda) se desarrollan por separado-
En las dos especies el ndmero de individuos tiende
a estabilizarse sobre 800 individuos la especie A y en 500
ividuos la B
bserva que la especie A es mds prolifica que la B, ha
crecide mds deprisa y con mds especimenes- Podriamos

opece b

Wi ot bt
,,"H:'TT"" e esperar que al cabo de un mes hubiera 800 de A y 500
A ENRHKIERNT de B, si no han cambiado las condiciones medivambientales:
(X8
6. Periodicidad

Una funcién es periddica cuando la gréfica de la misma se repite de manera idéntica
cada vez que la variable independiente x recorre cierto intervalo. La longitud de ese

intervalo recibe el nombre de periodo.
- En los casos que sepamos que la funcién es periddica pero solo conozcamos un

trozo de la curva, podemos saber cémo se comporta la funcién fuera de ese tramo.
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Ejemplo de una funcién periédica:
Los cestillos de una noria van subiendo y bajando a medida que la noria gira. Estos son

los datos de una cesta que sube desde el punto mas bajo al mas alto:

BEXON « | s | 12 | 16 | 20
PTG 37 | 7 | 97 (14| 12

a) Representa la grafica de la funcién tiempo-altura de u@de los cestillos a lo largo

de 80 segundos. .
b) ¢Es una funcién periddica? K\
c) ¢A gué altura estard la cesta a los 150 segundos?(b

Solucién: K
a) &

ALTURA [m). .....

e

104

) EEEEE [ [
2 4 6 8 101214 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34,56 30 424 46 48 50 52 54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 76 78 80

\ TIEMPO
2
N

b) Si, de periodo 40. \

c) Como los valores se repite@% segundos, tenemos que ver con qué valor
corresponde 150 de entr y 40. Dividimos 150 entre 40 y obtenemos como
cociente 3 y de resto 3 ir, correspondera con la altura para 30 segundos,
que es aproximadamer?e 8 metros.

“

7. Continumidad
Una funcién se llama %a cuando no presenta discontinuidad de ningun tipo. Por

tanto, su grafica se pu& razar sin levantar el lapiz del papel.

8
[
4
2
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Ejemplo de funcion continua y discontinua:

Y '3
Yh
L 1
]
ih Q
'
— I -
“"h\ - X
x \‘
N
. " -
SN S S P A N
Esta es una funcion continua en \
todo su dominio Esta funcion es discontinu =0, x=3
Podemos decir qu tinua solo
en los tramos:
1) Desde menogi ito hasta el 0

2) En el tramo

3) Desde E|® | infinito

8. Expresiconw analiticow de uwnaw funcidvw

La expresién analitica de una funcién es u@cuacién o formula gue relaciona la “x”

con la “y”. ’\

Por ejemplo, la ecuacion y=x2es la exﬂ% analitica que le hace corresponder a cada

valor del lado “x” de un cuadrado, s@
Ejemplo: imagina un cilindro cuya a@ltuga, x, sea igual al radio de su base.
a) éCuadlesla expresié@n itica de su volumen? (Volumen del cilindro es el area

de la base por la altura)

b) Obtén la expres@h’tica del area del cilindro

C o
N

3} V:E)CZ‘I — = mx

(Il

v

3

b) Ay nopo = 21072 + 27 - b = A= 21x? + 2me = A = dma?
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EJERCICIOS:
1. indica cuales son funciones y cudles no.
a) r[ C) r[ \
X X

o] FV\ d) ¥
\ ___. ~
e N
(VRN N
~\
2. indica el dominio y el recorrido de las siguientes mgwes:

Y Y

funciones: %
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4, Senala qué funciones son periddicas y su periodo:

5. Observa la gréfica de esta funcién

y determina los puntos de
discontinuidad y los puntos de &

6. Dibuja una funcién continua para tod&valores de x excepto x=-2 y x=4y

que corte con los ejes en (0,4), (2‘0)0).
7. Encuentra la expresion aIgebrg&lea relacién que a cada nUmero le hace

corresponder: N

a) Su tercera parte mas dos

corte con los ejes.

b} La mitad de su triple
c) La raiz cuadrada de b
8. Observa la graficay estudia las siguientes propiedades:

a) Dominio y recorrido
b} intervalos de  continuidad vy
discontinuidades

¢} Crecimiento y decrecimiento.

d) Maximos y minimos absolutos vy
relativos.
9. Un anuncio por palabras en un diario cuesta 2,80 euros la palabra y se establece
un minimo de tres palabras para poder ser admitido.
a) Elabora una tabla y una gréfica de la funcién que relacione el nUmero de
palabras con el precio del anuncio.
b) ¢Es continua la funcién?

c) i¢Doénde existen discontinuidades?
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d) éExiste algun intervalo donde la funcién sea continua?

10.Un autobus universitario realiza cada dia dos paradas, ademas de la inicial, para
recoger estudiantes. La grafica muestra su recorrido diario.

19 110 | | . | . | -
v
) ¢Es periddica la funcién? Si la respuesta es afirn{x indica el periodo
) ¢A cudntos kildmetros estd la universidad? (D
c) {Cudnto tiempo tarda en realizar el trayectoga laginiversidad?
) éCuédnto tiempo estd parado en todo su reQ 07?
)

¢Qué significa el decrecimiento de la gr@

11.La grafica representa el tamano de una ta con el paso del tiempo.

ALTURA (cm)

507 ~@uénto media cuando se plant6?
0 ~\ Es la funcién creciente? Explica por qué
304

2 l6gico que lo sea

10 ) ¢Se aprecia alguna tendencia en la

funcién?

12.La grafica adjunta muestra el caudal de un rio a su paso por un determinado
punto de su recorrido.

w a) ¢Cudl es la variable independiente y cudl
es la dependiente?

= 354 | I
E 25 4 |- !
3 T b) éCual es el dominio y el recorrido?
& B s . . .
s 1| | | ¢} ¢En gué meses aumenta el caudal? (En
TElramii a’slo WD gué meses disminuye?
Ivlses

d) ¢Cuando alcanza su caudal maximo y
cuando alcanza el minimo? éCuénto valen su maximo y su minimo?
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13.En la siguiente gréafica se muestra la relacién entre el tiempo y la distancia

recorrida en una marcha ciclista.

a) ¢Qué mide la variable independiente? (Y la variable
dependiente?

b} Indica su dominio y su recorrido.

| .|
Tiamnpo ()

3 ) ¢Qué distancia aproximada recorren en la segunda hora
de carrera?

d) {Cudnto tiempo descansan? \\

e) ¢En qué hora recorren mas kilémetros? .

f) éCuédnto dura la marcha y qué velocidad media @evado?

Representa este enunciado mediante una gréfi&:‘b
Tomas salié a pasear a las 18:00 horas. A Ia(

0 h se encontré con juan y se
detuvo media hora.

Luego siguié andando hasta que a las

pararse a descansar durante una hora.

ras llegd a una ermita. Alli decidio

espués regres6 a su casa: tardd una
hora en llegar y no hizo ninguna par, en el camino.

L 4

SN
N
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TEMA 9. Funciones lineales y cuadraticos

1.Funcidw de proporcionalidad y=mx

Se llama funcién de proporcionalidad directa o, simplemente funcién lineal, a cualquier funcién
gue relacione dos magnitudes directamente proporcionales (x, y).

Una funcién de proporcionalidad directa o funcion lineal se expresa de la forma y= mx
siendo m un nimero cualquiera, que recibe el nombre de pendiente. Cuanto mayor sea m, mas
inclinada estaré la recta respecto del eje X.

La representacidn grafica de estas funciones es una recta que pasa@r el origen de coordenadas.

Ejemplo:
4

Rectas con pendientes 1/2, 3y -2: K\

Y] Jy L e (D
4 &

Q\Q
~\
1.1. Representaciow grifica de lav s pawtir de lo ecuacidw
Como y=mx, la gréfica de todas | ciones lineales pasa por el punto (0,0). Para dibujar

la gréfica basta con obtener las co n s de otro punto, dando un valor arbitrario a la “X" y
unir ese punto con el origen de rdgnadas (0,0). Si x=1, entonces y=m, por tanto “m”

representa la variacién de la “y"4por cada unidad de “x".

e
CONSTRUCCION DE LA GRAFICA DE LA FUI - ;— %
1. Dibjamos el punto (0,0) 1
i 7

2. Damos un valor a x.
Para simplificar damos el valor 1

del denominador: x=2 = y=-1
ydibujamos el pumto (2 ,-1)

3. Unimos los dos puntos.

= 05

Observa que con cualguier
punto el cocientre entre las
dos variables es constante

eigual a m:
begeosem
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1.2. Ecnacion av pauwtir de lav grafica.
Si es una recta que pasa por el origen de coordenadas sabemos que es una funcién de
proporcionalidad por lo que solo tendremos que averiguar su pendiente. Como la “m” es la

variacién de la “y” por cada unidad de la “x”, nos fijaremos en la gréfica para obtenerla.

Ejemplo:

| il 3 dvdnza

1X

avanza 4 batja 3

Pendiente mr = 1 Pendiente m = —;; K\

2. Funcidw y=myt+n (b

Una funcién afin se expresa de la forma: y = mx + n, siend Qy “n” dos nimeros cualesquiera,
donde “m” es la pendiente de la recta y “n” es la ordena el origen.

Sim > 0, la recta es creciente. Sim < 0, la recta ef d@ente.

La representacién gréfica de estas funciones a recta que no pasa por el origen de

coordenadas, sino por el punto (0, n).
Las funciones de proporcionalidad directa o fupeiones lineales son un caso particular de las
funciones afines cuando n = 0. s

SN

n (Ordenada) @
elee X

abscisas

©

Ejemplo: rectas con pendientes 1, 1, 2 y 3, todas las rectas tienen n= 1.

Eje de flx)=mx+n
ordenadas

y
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Funciones lineales y cuadréticas

2.1. Ecuacionw av powtiv de lav grafica

Observando la gréfica obtenemos la “m” y la “n” (ordenada en el origen) y como sabemos que
si la gréfica es una recta que no pasa por el punto (0,0) su ecuacién es y=mx+n, solo tenemos
que sustituir la “m” y “n” por sus valores correspondientes.

Ejemplo:

y=-3x+4 y=§x+2

12 :
b y-eed
\

2.2. Representacidw de una rectow av pawtir

Hacemos una tabla de valores:

Six=1—y =1+1=2 Punto (1,2) Q
‘-'I o1 2

Six=0 — y= 0+1=1 Punto (0,1) \

012 3
Si x=-1— y=-1+1=0 Punto (-1,0)
Representamos los valores obtenido réfico:
Si quierc representar el punto (1 rimer valor es siempre el de “X” y el segundo el de “y”.
Buscamos la coordenada 1 en eI después subimos por esa linea hasta encontrarnos con

el valor de "y”. El punto (1,2) serd eI punto donde se junten las dos lineas. Representamos todos

los puntos de la tabla, los u%ya tenemos la recta.

&_
Ejev{ordenadas)

¥=u+

o Eje u{abscisas)
2 o Tz 7 Ta T s T Te
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Funciones lineales y cuadréticas

3. Rectow de lov que se conoce uwn punto-y law pendiente.

Si de la recta conocemos un punto (Xo, Yo) ¥ |2 pendiente (“m”) su ecuacién serd la siguiente:

y= Yo+m{x-Xo) Ecuacién punto-pendiente.

Ejemplos:
1. Escribir las ecuaciones de las Obtenemos, para cada una de las recras, su ecuacién punto-pendiente.
:ﬁﬁm ME. P ) ecuscion: y=7 4 4(x—3)  Esdecir, y=dx—5
a)P(3,7) m=4 becuscion: y=5-2(x+2)  Esdecis y=-3x+ Ll

BPC25) m=-2
c) Bcuacion: y=-1 4+ 1,2{x~4)  Esdecir, y=1,2x-5,8

c) Pi4,-1) m=12

AP a 1 d) Ecuacion: y = L[.1c'+ 3) Es decir, y= Lx +¢

)P(3,0) m=1L uACION: y = 4 = i
L/

2. Escribir la ecuacion de las 1

rectas b 3 & a) Pasa por (2, 2). Su pendiente es %=? \
3 ECUACION: y=2+ %(x— 2) K
b) Pasa por (=7, 5). Su pendiente es —%. @
ECUACION: ¥ = 5 — %(x +7) &
c) Pasa por (2, =5). Su pendiente es % @

ECUACION: ¥ =-5 + (x—2)

4. Rectow que pasaw por doy puntos (x4, y@, ¥2)
Lo primero seréd obtener la pendiente de Ig Xte forma:

x

n la ecuacién punto-pendiente.

variacibndela y

* variacion de la

Ejemplo:

Obtener la ecuacion de la
recta que pasa por Py Q:
a)P(5, 3), Q(-3,4)
b)P(-3,5), Q(-2,3)

ECUACION: § =3 — %I{x -53)

ECUACION: ¥ = 5= 2{x + 3)
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Funciones lineales y cuadréticas

5. Pawrdbolas y funciones cuadrdticas

Una funcién cuadrética es aquella de la forma y= ax?+bx+c. Si la representamos graficamente,
obtenemos una parabola.

ORIENTACION:

Para saber si una pardbola estd abierta hacia arriba o hacia abajo, tan solo

a>0 a<0

hay gque mirar el término ax?. Si a es positivo, esta abierta hacia arriba, y si
es negativo, hacia abajo.

VERTICE: ~

Es importante calcularlo, ya que es el maximo o el minimo de Ia’arébola, dependiendo de su
orientacién. Si queremos dibujaria, es un punto clave. Cafculario es sencillo, ya que la
coordenada “X” es -b/2a. Para hallar la coordenada “y”, basta c Eﬁituir en la férmula el valor

de la “X". @

Por ejemplo, en la parabola y = x?- 4x + 5, el vértice e{ n: p=-b/2a=4/2=2 y f(2)=22
4.2+5=1 por lo que V=(2,1) K

EIE DE SIMETRIA:

El eje de simetria siempre es vertical, y pasa por e ér@uego su ecuacién sera: x = -b/2a.
En el ejemplo anterior, el eje de simetria tiene po acién: x = 2

PUNTOS DE CORTE CON LOS EJES:

En el eje Y la coordenada “X” es cero, luego, sendo este valor en la férmula, hallamos la
y=2a0?+b0+c=c porioqgueelpu \ orte es el (0, ¢}

En el eje X, es la “y” la que vale cero. uimos en la formula y hallamos los valores de
a

“x": 0 = ax?® + bx + c¢. Obtenemos uacién de segundo grado, que puede tener dos

soluciones, una o ninguna, es decirfla parabola puede cortar al eje X en dos puntos, en uno o en

ninguno:
N

VN
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Ejemplo:

Funciones lineales y cuadréticas

Representar y = x? = 3x - 4,

1.” Obtencién del vérrice:

Abscisa: p=%=%=1,5

Ordenada: £(1,5)=(1,5)%=3.1,5-4==6,25

2. Obrencién de puntos préximos al vérrice:

3.” Puntos de corte con los ejes:

* Cortes con el eje X

* Corte con el eje ¥: (0, -4)

2 3x—d=0 2 x=

(Esta informacién ya la teniamos en la [abla@

] El vérrice es (1,5; =6,25).

x‘

EEY 9+]l’3 S}

,K\L xy=4

EJERCICIOS:
1.

a)y= 2x+3 b)
2.

3.

Sefala si cada una de las siguientes expresio
funcién afin y halla la pendiente y la ordenad
y=-x-2 ¢} 3x-2y=0 d)}-4x+2y-5=0

¢Qué relacién existe e
f(x}= 5x+1y g(x}=5x*
a) Hallar la ecuacién

la

4." Puedes ver la representacién a la |zqu1erdaf

Escribe las ecuaciones de las siguientes re@

ag graficas de las funciones: f{x)=3x y g{x}=

ponde a una funcién lineal o a una
el origen de cada una:
x=1-5y

3X+57 iy entre

cta con pendiente -3 y gue pasa por el punto (3,-2)

b) Determine el pu N a recta que tiene de coordenada y igual a —5.
c) Determine el punto de la recta que tiene coordenada x igual a 2.

Halla la ecuacién de las siguientes rectas.
a) Tiene pendiente 3 y ordenada en el origen -7.

)
)
d) Pasa por los puntos (2, 3} y (-1, 6).

)

Tiene pendiente 5 y pasa por el punto (-1, -2}.

b) Es paralela a la recta de ecuacién x = 5 y pasa por el punto (-2, 8).

e) Corta al eje Y en el punto -3 y pasa por el punto (-2, 1}.

f) Pasa por el punto (2, -1) y es paralela a la recta de ecuaciény = 6x + 9.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Funciones lineales y cuadréticas

g) Es paralela al eje X y pasa por el punto (-3, 2}.
De la funcién afin y= a x +b sabemos que su ordenada en el origen es -6 y que su grafica
pasa por el punto P (8,10). Halla la expresiéon matemdtica de esta funcién y represéntala en
unos ejes de coordenadas.
Calcula la expresiéon de la funcidn lineal o afin que pasa por los puntos y represéntalas en
unos ejes coordenados.

ayP(-2,1);Q(3,11) b)R(3,0); P(-2,1) <) S(2,0);T(-1,2) d)M(2,3); N(-2,4)
Halla los puntos de corte con los ejes de las siguientes funciones:

a) y=x-2 b)y=2x-6 c)y=3x+12 d)6x-y+6=0 e)3x+4y-24=0
Las funciones f(x)=2x+9 y g{x})=a x+ b representan recta@aralelas y la segunda pasa
por el punto P {-3,0). Halla a y b. S
Halla los coeficientes a y b de la ecuacién de la recta y=a x Nbiendo que dicha recta es

paralela alarectay= 2"2—_1 y que corta al eje Y en el mis oquelarectay = -2 x+ 5.

Un técnico de reparaciones de electrodomésticos cobra mr la visita, mas 20 € por cada
hora de trabajo. a) Escribe la ecuacién de la recta qué& nosvda el dinero que debemos pagar
en total, “y”, en funcién del tiempo que esté trabaj® X". b) Represéntala graficamente.

¢) {Cudnto pagariamos si hubiera estado 3 hord@s?

En una agencia de alquiler de coches cobran, un modelo concreto, 50 € fijos més 0,20
€ por cada kilémetro recorrido. En otra agencia, por alquilar el mismo modelo, cobran 20 €

fijos mas 0,30 € por cada kildmetro recor) Obtén, en cada uno de los dos casos, la
4

expresién analitica de la funcién que gasto total segln los kilémetros recorridos.
.N

b} Representa, en los mismos ejes, las ciones anteriores. {Elige una escala adecuada,
tomando los kilémetros de 100 en 100). naliza cudl de las dos opciones es mas ventajosa,
segln los kildémetros que vayamos @ recerrer.

Representa las siguientes pard

a) y= x*-4x+3

b} y= -x>-6x+27 é
c) y=x?+6x+10

d) y=2x%*6 @
e} y=x>-5x+6

f)  y=x2-5x

g) y=2x%-10x \

La ecuacién del espacio recorrido por un mévil es 5= 2t2+3t+5, donde “s” se expresa en
metros y “t” en segundos.

a) {Qué longitud ha recorrido el mévil al cabo de 5 segundos de iniciar el movimiento?

b) éCuadl es la longitud recorrida durante el quinto segundo?

c) {Cuénto tiempo ha transcurrido cuando ha recorrido 157 metros desde el inicio?
Una funcién cuadrética tiene una expresién de la forma y= x>+ax+a y pasa por el punto
(1, 9). Calcular el valor de “a”.
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Problemas métricos en el plano

TEMA 10. Problemas métricoy evv el plano-

En este tema aparecen dos conceptos expuestos en cursos anteriores:
e Elteorema de Tales
e El teorema de Pitdgoras

1. Teorema de Tales

Teorema de Tales.
Sean ry s dos rectas paralelas y t y u otras dos rectas, secantes a r y s que se cortan en un punto A,
entonces los segmentos que determinan en ellas son semejantes:

AB AC BB
AB' AC' CC'
Dentro del estudio de la semejanza un apartado ortante es la semejanza de tridngulos,

debido a que cualquier poligono se puede descomponer en tridngulos.

2. Semejonga de tridnguloy .

Los tridngulos ABC y A'B'C’ son semejant@%

1. Sus angulos respectivos son ig

A=A;B=B,C=C N
2. Sus lados son proporcior& A
\ b

a b ¢

— = =—_ =7

a b c

A1 se le denomina razé d@rsemejanza.

\

Sin embargo, no es necesario comprobar gue se cumplen todas las condiciones de semejanza

de triangulos para que estos sean semejantes. Vamos a explicar los diferentes criterios de
semejanza.

Dos tridngulos ABC y A'B'C’' son semejantes si:

b

Criterio 1. Sus lados son proporcionales. ==~ =~

Criterio 2. Si dos de sus angulos son iguales. A=A4"y B =B
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Problemas métricos en el plano

Criterio 3. Tienen un angulo igual y los lados que determinan ese angulo son

proporcionales. A=A4"y % = 5
Ejercicio 1.
Los lados de un triangulo miden 8 cm, 12 cm y 5 cm. Halla los lados de un tridngulo semejante

al anterior cuya razén de semejanza sea 3/4.

Ejercicio 2.

éCudl es la profundidad de un pozo, si su
anchura es 2 m y alejdndote 1,2 m del
borde, desde una altura de 1,8 m, ves que
la visual une el borde del pozo con la linea
del fondo?

Ejercicio 3.

Calcula la altura del edificio sabiendo g

e La mesa tiene 1 m de altura.

AB =80cm y BC =52cm

Ejercicio 4.

Calcula la distancia de
Marcos a la base de la torre
a partir de los datos del &8,
dibujo ~
Ejercicio 5.

La razén entre los perimetwos d s tridngulos semejantes es 1/3. Calcula las longitudes de los
lados de uno de ellos, sabiepdofue las del mayor miden respectivamente 9 cm, 12 cm y 18 cm.
Ejercicio 6. \

En un tridngulo rectdngulo las medidas de los lados son 3 cm, 4 cm y 5 cm respectivamente. {Cudl
debe ser el perimetro de un tridngulo mayor semejante al anterior cuya razén de semejanza es 37
Ejercicio 7.

Las areas de dos tridngulos isésceles semejantes son 48m? y108m?. Si el lado desigual del primer

tridngulo es 12m, éicudl es el perimetro del segundo?
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Ejercicio 8. B

En un triangulo rectangulo se inscribe un
rectdngulo cuya base es dos veces su Scm

altura. Los catetos del tridngulo miden 5
cmy 7 cm respectivamente. Calcula las

dimensiones del rectédngulo.

3. Teorema de Pitigoras. Aplicaciones.

En todo tridngulo rectdnguio se verifica que el cuadrado de ia hip@nusa es igual a la suma de

los cuadrados de los catetos. IS

<
| &

A partir de este teorema se pueden resolver fna infinidad de problemas. Planteamos los

siguientes: .

Ejercicio 9. .\S
Calcula el lado desconocido en los siguienteM gulos rectangulos.

a) @

12 cm
c) % d)
mL\ \ mcmL\
X 12 cm
Ejercicio 10.

Calcula la longitud de la diagonal de un cuadrado de lado 1 cm.
Ejercicio 11.
Calcula el lado de un rombo sabiendo que sus diagonales miden 20cmy 12 cm
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Ejercicio 12.
12 cm
e ————

Calcula el area de un cuadrado inscrito en una

circunferencia de radio 12 cm

Ejercicio 13.

Calcula el perimetro y el drea del cuadrado

10 m
interior que se forma a partir de los puntos
medios del cuadrado de lado 10 m.
Ejercicio 14. (D
1
Halla la altura de un trapecio rectdngulo de
bases 10 y 20 centimetros y lado desigual @ 7 cm
de 7 centimetros
20 cm
.\O
. . .\
Ejercicio 15. \ Acm
Halla la altura de un trapecio isésce 5¢cm 5cm
bases 4 y 6 centimetros, y Iados@ e
5 centimetros N £om
N
Ejercicio 16.
Calcula el area de un unilétero de 10
cm de lado.

10 cm
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Ejercicio 17.

Calcula la apotema de un hexagono regular de
20 cm de lado.

20 cm

Ejercicio 18.

Calcula el radio de la circunferencia, sabiendo que
el lado del cuadrado inscrito en ella mide 10 m

Ejercicio 19.

Calcula el area del siguiente cuadrado
5cm

5cm

Ejercicio 20.

S

Calcula el drea de la siguiente figura.

©

N

20mm
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Ejercicio 21.

Calcula la generatriz de un cono cuya
altura mide 7 cm y diagonal de la base 10
cm.

10 cm
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Cuerpos geométricos

TEMA 11. Cuerpoy geomelricoy

1. Areas de los cuerpos geomeétiicoy

En los cuerpos geométricos, excepto en la esfera, se distinguen tres tipos de areas:
a) Area Lateral: es la suma de las areas de cada cara. Se calcula el 4rea de una cara y se
multiplica por el nGmero de caras que haya.
AL = n-Ac (A_: Area Lateral; n: nimeros de caras; Wrea de una cara).
b) Area de las Bases: es la suma de las areas de cada base. Se calcula el drea de una base v,
i0jO!, en los prismas y cilindros se multiplica por dos. .\
As= Area del poligono de una de las bases. K
c) Area Total: es la suma del 4rea lateral y del 4rea de las ba

Ar = A+ 2As {en los prismas y cilindros) é

Ar= AL+ Ag {en las pirdmides y conos)

1.1. Poliedwros r ey
Los poliedros regulares tienen férmulas especificas p calcular su area en funcién de la arista.

[ Nota: Al hablar de area en los poliedros regula@s referimos a la suma de las dreas de cada

cara, o sea, al drea total} 4

Hexaedrvo- o cubo-

Para calcular el area del hexaedro o cubo a con haliar el area de uno de los cuadrados de
las caras y multiplicar por 6, que son | as que tiene un cubo. Y como el érea de una cara

(Ac) es la arista del hexaedro al cua@irado el drea del cubo sera: A = 6a2

Ejemplo: Calcula el drea de un cu 44m de arista.
&8
N
B-q: -
i-g -4
- 6 f6 B=16cm’
i
4 cm
Tetraedro

Para calcular el area del tetraedro (Ar) bastard con hallar el drea de uno de los tridngulos
equildteros (A:) que forman las caras y multiplicar por 4, gue son las caras que tiene un tetraedro.
Légicamente, para saber el area de uno de los tridngulos que forman las caras hay que calcuiar
la altura en funcién de la arista del tetraedro, utilizando el teorema de Pitdgoras.

Ejemplo: Calcula el drea de un tetraedro de 6 cm de arista.
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L =,ﬂ'|_ﬁ s 1 E'J.

=44, 3 a (1)‘

a =-|ﬂ.2 =ﬂ'.ﬂ' =: ﬂ'ﬂ

T B S
| T A’ o

/N BEE §-oe -

& cm = _ i
%
Ar=365 =23

N

Octaedro

Para calcular el &rea del octaedro (Ao) bastard con hallar effagea de uno de los tridngulos
equildteros (A:) que forman las caras y muitiplicar por 8, que sor&caras que tiene un octaedro.
Légicamente, para saber el drea de uno de los tridngulos qu n las caras hay que calcular
la altura en funcién de la arista del octaedro, utilizando el Q a de Pitagoras.

Ejemplo: Caicuia el drea de un octaedro de 6 cm de ari@

El area del octaedro es el d la del tetraedro (porque tiene el doble de caras). Ei area del
icosaedro es 5 veces la del tefraedro puesto que el icosaedro tiene 20 caras que son tridngulos.

El 4rea del dodecaedro co méas complicada, sélo tienes que saber que el dodecaedro

estd formado por 12 p& s.

1.2. Areas de prismoy
Para calcular el drea de un prisma, calcularemos el area de la base (por ser dos poligonos iguales)
y el &rea lateral (formada también por tantos poligonos iguales como lados tenga la base). Y

después sumaremos las dos anteriores.
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Cuerpos geométricos

Ejemplo: Calcula el drea total de un prisma cuadrangular regular de 3 cm de arista de la base y
5 cm de arista lateral.

=AL+ 255 =n-Ac
=60+2-0 4 l:l
=60+ 18 ljcm
'ﬁ'r=?3ﬂ_m:
5em
Jeom &,
N
1.3. Areas de lay pirdmides .

Se calculan igual que en los prismas, teniendo en cuenta que IQ\aas laterales son tridngulos

isésceles y que sélo tienen una base (u
Ejemplo: Calcula el Area Total de una pirdmide cuadrangula{ rde 3 cm de arista de la base

y 5 c¢m de arista lateral. &

= A+ As =n-Ac =t
! =1856+21-0 =4-7,14 =3
5cm
=2856+18 =2856 col =2 om’
Ar=46,56 cm®
L 4
Para calcular la altura (h) del iz0aCeles de las caras
utilizamos el teorema de Pitdg B‘K : W=125-215
icm h*=1173 h= 2275 \ 4,76 em

1.4. Areav del tronco-de piri

Un tronco de pirdmide es la parte de la
piréamide comprendida entre la base y una

seccién paralela a la base. Por io tanto,

para calcular el drea calculamos las éreas

de las bases y el érea lateral seréa las areas
\ de los trapecios.

Ejemplo: Halla el area de un tronco de pirdmide cuadrada en el que la arista de la base mayor
mide 28 cm, la de la base menor 8 cm vy la altura 24 cm.
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L+l 2848

Ap=4. Ap & A4 T 26=187

Ap =y 10° +24° = 26 cm (b
” N
&

Ag =L L, & Ap =2828=784cm’

L 4
hp, =1y L, ©  Ag :8-8=64¢K\

N

Ap=Ap+hy +Ap S Ag +784 + 64 = 2720 cm”

1.5. Areav del cilindro N

a) Area Lateral: Si desarrollamosﬁdesplegamos) un cilindro, su superficie lateral se convierte en
un rectangulo, cuya area es e X aItura Si tenemos en cuenta que la base de este rectangulo

es la longitud de la C|rcunfe ia de la base del cilindro, el Area Lateral del Cilindro sera:
h| = h
- -t‘- - h
:'-.. :: 2mr
2mr

b) Area de las Bases: Es el area de uno de los dos circulos de las bases. Ay = nr?
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Cuerpos geométricos

c) Area Total: Es la suma del 4rea lateral y del 4rea de las dos bases.
Ar = AL + 2Ag

Ejemplo: Calcula el Area Total de un cilindro de 3 cm de radio y 5 cm de altura.

O B=A+24s B =2xh B

E-012+2-2826 BE-2-314-3-5 E-314- 3

Scm B=042+ 35652 B =942 oo -2 _lﬁ&f
- Ar=150,72 car® )

S
x\
1.6. Areas del cono-

a) Area Lateral: Es el area del sector circular que se form sarroIIar (desplegar) el cono.

.= eclmﬂuculmdemdiﬂg
sector, x, semlculapurregla

/ BS, cumpamﬂdu grados y drea del
/ ulu grande con grados v drea del

mﬂ:ulacr
03‘“’
Inr 360 lS'I]‘1 2

{Dhas OInp DS i m products de dos fraccionss para faciliter 1a comprension
da lo que sigue)

Calculemos pitud, ¥, del Sector Cireular de radio g porregla de
tres, compa grados ylmgitod de la circonferencia grande con grados v
longid del sector circular

360° Jag

= Rgﬂ“ . Como puedes cbeervar, esta fraccion es uno de

360°  130°

e % . Pero Lz .y 22 igual 2 la Longitud de la circunferencia

del cono. Por lo tanto: .=1¢- % =ar - %. Y, simplificando, queda:

Ap =mrg

b) Area de la Base: Es el 4rea del circulo de la base. Ag = r?

c) Area Total: Al 4rea lateral se le suma el érea de la base.
Ar=AL + Ag

= obienidos mas arriba al caleular el A. . Segin esto, ienemos:
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Ejemplo: Area Total de un cono de 3 cm de radio y 5 cm de altura.

ka

=5401 + 2826 =314-3-333 =314-3 g =543
= 3401 em™ 531450 g =23+9
=2826cm” g£=34
g=-54
g£=583cm
1.7. Area de uwn tronco-de cono-
radiode la
base superior

&

N
seneraiz U tronco de cono es un cuerpo como la figura adjunta, es decir, es un
5 cono gue se ha cortado por un plano pQ a la base. El drea de las

s \ bases es facil de calcular pues son Cfrm
radio de la \
base inferior \

. . . . B+b
El area lateral es un poco mas complicada, se basa en @a del trapecio. (A = 5 h)

S

- 2+W|T
AL: é -g:‘j’[-(R+T)-g

SN
N

A veces el problema esté en que conbce el radio de las bases y la altura, pero no conocemos
la generatriz. Para calcularia pod utilizar el teorema de Pitdgoras, asi:

S
r
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Ejemplo:

Hallar el area de un tronco de cono de radio de |a base mayor, 3 cm, de radio de |z
base menor, 1.5 cmy 4 cm de altura.

Solucién:

Aplicamos la formula del drea del tronco de cono, para lo que hallaremos en primer
lugar la longitud de la generatriz g:

g=JIE T (R

g= [4*+(3 —1,5)?=,/16+2,25=/18,25=4,27 cm \\

Ahorz aplicamos |2 formula del 2rea total: S

Area=m- [R2+ r2+ (R+1)-g] » K\
Area= - [32+ 1,52+ (3+1,5)-@
Area=30,47 -1 =95,74 cm? é

1.8. Area de lav esferav @

La superficie de una esfera es igual a la del drea al del cilindro circunscrito a ella (el radio,
r, de la base de este cilindro es igual al radio, R, de la esfera y |a altura, h, del cilindro es igual al

didmetro, 2R, de la esfera). El drea lateral de.e @ ndro serd A = 2nRh = 2R+ 2R, con lo que

el drea de la esfera, igual al 4drea lateral de\ 0 circunscrito, seré:
~\

El 4rea de la esfera es Unj€a, ni areas laterales ni drea de la base.

Ejemplo: Calcula el éreN a esfera de 5 cm de radio.

B-4=R?
B=4-314-5°
B=4-314-25
A=3l4cm’
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2. Medida del volwmen de los cuerbos

Cuerpos geométricos

En general, el volumen de los cuerpos geométricos se calcula multiplicando el drea de la base

por la altura del cuerpo en cuestion (este célculo se complica un poco en las pirédmides, conos y

esferas).

2.1 Voluwmewn del cubo-

El volumen del cubo es area de la base por la altura. Como la base es un cuadrado, su area es
lado al cuadrado (i?) o arista al cuadrado (a?) y muitiplicado por ia aQJra, que es igual a la arista,
N

obtenemos que la férmula del volumen del cubo es:
V=a3

Ejemplo: Calcula el volumen de un cubo de 4 cm de arista. (D

O
P &

V=64 cm®

4 cm
L 4

2.2. Volumen del tetraedro-

zerd igual a un fercie de la base por la

51 consderamos €l tetraedro como vna piramide,
1 tha, ] drea del tridngulo equilitero de

una de =us caras en funcion de la arista; &=
en el gjemplo de aqui abajo, I =3 E . ui obienemos que &l volumen del tetraedro es: V =

1.:.or :
E'Tﬁia E.Rmhmndnlas
tetraedro:
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Ejemplo: Calcula el volumen de un tetraedro de 6 cm de arista.

[Para hallar 1a alturs del tetrasdro utilizamos &l Sorema de Pitisoras en ol trisngulo ractingulo formado por ha
Obzara que 12 alturs del Etraedoo va justo al bericentro dal trisnaulo squilstar de 1a baze, gque, como ssbris, coincida
con 2l ertocentro, punto donds 52 junten ks alures, como ocere en odos los trisngules aquilsteres. Por 20 2l caetog

2 E : :
25 E dala atwrs dal trisngulo (13 slters coincids con la medians «n los risneulos aquiliems: vl dizsencia dezds o]

: 2 . . :
baficantro 2l vartice e E da 1a medizna). La altura dal trisnule squiliters an foncion da 13 srists va hamos vigo mas

2
asriba, 3l hablar dal drea dal terssdso, queaa -—ﬂ.l"_ Dorlo tanto, elumceal—gi—«r—g 31
i DY S
—4s-h 2 g =a'-(2.55
As- 4( a (3 ]‘\\
_g*r.a B il S
3 9 ~\
=946 3-_ =¥J§ 3"2 =t

If—q

fafi-l-,& =9.5 =

2.3. YVolumenv del ovtoedro-

El volumen del ortoedro es area de la base por la al @wo la base es un rectdngulo, su area
es largo por ancho (| - a) y multiplicado por la al ) se obtiene la férmula del volumen del
ortoedro:

=|-a-h
Ejemplo: Calcula el volumen de un ortoedroﬂ\ode largo, 5 cm de ancho y 2 cm de alto.

N

¥ e I l1-a-h
B=6-5-
6 cm &8,
N
2.4. Volwmenv del prismav
El volumen del prisma es i | 4rea de la base por la altura:

V = Ag-h
Ejemplo: Calcula el VO|K un prisma cuadrangular regular de 3 cm de arista de la basey 5

cm de arista lateral.

W=24h B-=r
5cm =93 =3
V =45 e’ B =9 cm’
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2.5. Volwmen de lav pirdamide
Si se dispone de un recipiente con forma de pirdmide que tenga la misma base y altura que otro
recipiente con forma de prisma, se puede comprobar que el volumen de la pirdmide es un tercio
del volumen del prisma, porque, si llenamos la pirdamide de agua y la vertemos en el prisma,
necesitaremos tres pirdmides para llenar el prisma. Por lo tanto, si el volumen del prisma es area
de la base por la altura, el volumen de la pirdmide serd un tercio del area de la base por la altura.
Ag-h
3
Ejemplo: Calcula el volumen de una pirdmide cuadrangular reguIaQe 3 cm de arista de la base

V =

y 5 ¢m de arista lateral.

Para calcular la altura de la piramide aplicamos el teorem }Pltagoras en el triangulo
rectdngulo formado por la altura (h), la semidiagonal de la ba la arista lateral (a}. Primero
hallaremos la diagonal (d) del cuadrado en funcién del lado & mismo

1
=t

3
1 - n
e l- B =3

5 cm 3

=3-4352 =0cm’
" V=1336cm’

[Calculu de &' primero calenlamos d: rl:l2 = 1‘+ 1"\\
e =

: 2
2.6. Volumen del cillindro-
El volumen del cilindro es igual a\&r la base por la altura:
V = Ag-h
Como la base del cilindro si es un circulo y el drea del circulo es mr? también podemos
escribir el volumen del cilind la siguiente férmula:
V = wr*h
Ejemplo: Calcula el VO|N un cilindro de 3 cm de radio y 5 cm de altura.
d :
I=I:r h
B=314-3-3
Seom
B=3.14-9-5
" ey V=1413 cm’®
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2.7. Voluwmen del cono-

Si se dispone de un recipiente con forma de cono que tenga la misma base y la misma altura
que otro recipiente con forma de cilindro, se puede comprobar que el volumen del cono es un
tercio del volumen del cilindro, porque, si llenamos el cono de agua y la vertemos en el cilindro,
necesitaremos tres conos para llenar el cilindro. Por lo tanto, si el volumen del cilindro es area
de la base por la altura, el volumen del cono serd un tercio del &rea de la base por la altura.

Como la base del cono siempre es un circulo y el &rea del circulo eﬂ.rsz también podemos escribir

el volumen del cono con la siguiente férmula: ~\
Ejemplo: Calcula el volumen de un cono de 3 cm de radioébase y 5 cm de altura.
. O

N
2.8. Volumen de lov esferav \

Si construimos algo parecido a una piramide‘eon vértice en el centro de la esfera y base un trozo

de la superficie esférica, veremos gue£sta especie de pirdmide tiene como altura el radio de la
esfera. Cuanto mas pequefa seagla de esta especie de pirdmide mds se parecerd a una
piramide (porque la base dejaré}e ser curva y tenderd a ser plana). Nos podemos imaginar el
volumen de la esfera comogd@ suma de los volimenes de todas las pirdmides que podamos

construir dentro de ella. Asi, olgmen de la esfera seré:

+ S:-r+—; Sar+ ...

do 31,52 3:... Bzareas de lazsbases de las pirdmides)
51 sacamos factor commin, nos queda:

I=%{51+5:+55+___)
(siendo Sy +5;+ 5 + ... el area de 1 esfera=dnr )

i

Ejemplo: Calcula el volumen de una esfera de 5 cm de radio.
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EJERCICIOS:

1. Calcula la superficie total de cada cuerpo:

il
]

B

c)

2. Dibuja los siguientes cuerpos geométricosx@la su area:

a} Prisma de altura 20 cm y cuya basg\
b) Piramide hexagonal reguiar de aris Nral 18 cm y arista basica 6 cm.
3. Calcula el volumen de estos cuergos:

a)

4. Calcula el volumen de los siguientes cuerpos geométricos:
a) Octaedro regular de arista 10 cm.
b) Pirdmide hexagonal regular cuya arista lateral mide 15 cm vy la arista de la base

mbo de diagonales 18 cmy 12 cm.
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8 cm.

c) Cono de radio 9 cm y generatriz 15 cm.

d) Semiesfera de radio 10 cm.

e) Cilindro inscrito en un prisma recto de base cuadrada de lado 6 cm y altura 18 cm.

5. Calcula el volumen de estos cuerpos:

10 m

g
|

6. Calcula la superficie de un cilindro de radio de se 3cm y altura 4 cm.
7. Calcula la superficie de un cono de radio 2 cm y generatriz 1 m.

O z

8. Tenemos un flotador para ir a la pIay |e e esta forma.
Calcula la cantidad tejido hinchable nece a confeccionarlo,
si las medidas estéan en decimetros.

&

N

9. Una empresa de sefales maritimas ha fabricado estas boyas de
poliestireno. Calcula la cantid film transparente necesario para §
&

recubrir mil boyas. Una de sefiales maritimas ha fabricado

estas boyas de poliesti cula la cantidad de film transparente

necesario para recubriN as. '

10 cm

10. Calcula la capacidad de un prisma de base rectangular de 2 x 8 cm de base y 7 cm de altura.
11. Calcula el volumen de un prisma de base cuadrada de 5 cm de lado y 12 cm de altura.

12. Calcula el volumen de un prisma con altura 30 cm y base triangular de 10 cm de base y 20
cm de altura.
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13. Calcula el volumen de la figura siguiente sabiendo gue la base es un
pentagono regular de 20 cm? de superficie y la altura de la piramide es de H
50 cm.

14. Caicula el volumen de una piramide cuadrangular recta sabiendo que

el lado de la base es 4 my la altura es 6 m.

15.- Calcula el volumen de una pirdmide que tenga por base un cuadrado de lado 4 dm y una
altura de 36 cm.

16.- Calcula el volumen de un cilindro de radio de la base 3 cmy @ra 4 cm.

17.- Calcula el volumen de un cono de diametro de la base 2 myy altura 4 m.

18.- Calcula el volumen de un cono de radio 4 m y generatriz SQ

19.- Calcula el volumen de la siguiente figura: m

e K
’ 4m
im /I @

= 12m
4
a

> e

2
10 cm

20.- Construimos un florero de cristal uru% semiesfera y un cilindro

como se ve en la figura. Calcula su VO|UFTF&\ 0

% 6cm
N

21.- Fabricamos un rodillo de apisonadora como el de la imagen. Calcula su peso sabiendo que

2cm

estd fabricado con acero y ntimetro clbico de cemento pesa 30 gramos (unidades en
metros):

= |

> e
o

[
| I

Y
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23.- A continuacién, te presentamos una celda de una colmena de abejas. Calcula cuél serd la
cantidad total de polen que cabe sabiendo que 1 g de polen ocupa 1 centimetro cubico.
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TEMA 12. Estadisticar

La Estadistica es la parte de las Matemaéticas que estudia una serie de datos para compararlosy
sacar conclusiones. Los elementos principales de la Estadistica son:

-~ Poblacién: Es el conjunto total de individuos sobre los que se quiere estudiar unos datos
determinados.

- Muestra: Cuando la poblacién es muy grande (por ejemplo, todos los espafioles) o dificil
de estudiar se elige una muestra, gue es una parte de la poblacién representativa de la
misma.

- Variable estadistica: Es el dato o caracteristica que se qL@e estudiar. Por ejemplo: la
estatura, la nota de matemdticas, etc. .

Las variables estadisticas son las caracteristicas que queremos@iar y pueden ser de varios

tipos:
> Variable cuantitativa: Es aquélla que estudia que se expresa mediante
numeros. Ejemplo: la estatura, la nota de Matemati etc.
Puede ser:

discreta, si toma valores aislados, habitualm n@orresponden con nimeros enteros.
Ejemplo, el nimero de hermanos de los al s de 32 de ESO

continua, si toma todos los valores dentro n intervalo. Ejemplo la estatura de los
alumnos de 32 ESO.

> Variable cualitativa: Es aquélila que es%ﬁ go que no puede expresarse por numeros,
sino con palabras. Ejemplo: el titulg%

Se llama encuesta al procedimiento d orar las preguntas y respuestas que nos permite
obtener los datos para hacer un est%
El Estudio Estadistico tiene tres d\emen s caracteristicos:

— Tablas de distribuciéon de frecuencias. En un estudio estadistico, una vez obtenidos los

o libro que has leido.

datos hay que reconfarlés Jordenarlos y tabularlos, esto es, colocarlos en tablas en las

que se aprecie in sobre las frecuencias de cada valor o cada cualidad de la

variable.

- RepresentaciénM

- Medidas numéricas que resumen alguna caracteristica de los datos.

. Que da a conocer los datos de una forma grafica.

1. Tablas de distribucidw de frecuencias.

Cuando la muestra es muy grande, la variable que estamos estudiando puede tener muchos
valores repetidos, por lo que serd muy UGtil agrupar estos valores en una tabla.
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Ejemplo: Si preguntamos a 100 personas que sistema operativo tiene su mévil no seria muy
informativo disponer de una lista de 100 palabras del tipo: Android, Android, i0S, Android,
Android, i0S, i0S, i0S, Android, Android, i0S, iOS, ......

Sino que serfa mucho mdas informativo saber cuantas personas tienen cada tipo de sistema

operativo: Android 35 personas i0S 65 personas.

Este procedimiento es el gue vamos a realizar para organizar la muestra, utilizaremos una tabla
gue se llama tabla de distribucién de frecuencias y estd formada por varias columnas.

En estas tablas debemos incluir las siguientes columnas:

La primera columna incluye los datos (xi), ordenados de menor a mayor si son datos numéricos.
En la segunda columna expresamos las frecuencias absolutas (m gue indican el ndmero de
veces que aparece cada valor (xi) de la variable ¢

En la tercera columna calculamos las frecuencias absolutas &\uadas (Ni), que se forman
sumando los valores de las frecuencias absolutas. Esta coluning sélo se incluye si la variable es
de tipo cuantitativo o si es de tipo cualitativo pero Ios% s de la variable admiten una
ordenacién natural.

En la cuarta columna escribimos las frecuencias relati@), que son el resultado de dividir la
frecuencia absoluta entre el nimero total de datos N).La$Uma de todas las frecuencias relativas

es igual a 1. La frecuencia relativa se puede convertigen porcentaje multiplicdndola por 100.

En la quinta columna calculamos las frecuencias relativas acumuladas (Fi), que se obtienen
sumando los valores de las frecuencias relagiv % a columna sélo se incluye si la variable es
de tipo cuantitativo o si es de tipo cuali\Nero los valores de la variable admiten una

'Y
ordenacién natural. \

Ejemplo: Las calificaciones obtenidas por gl alumnado de 32 E han sido:
N
N

Sobresaliente, Notable, Notable, Bien, Suficiente, insuficiente, Suficiente, Notable, Bien,
Insuficiente, Insuficiente, Ng otable, Sobresaliente, Notable, Notable, Notable, Suficiente,
Suficiente, insuficiente, table,#5uficiente, Suficiente, Notable, insuficiente, Sobresaliente,
Insuficiente, Insuficient ble, Notable, Sobresaliente, Notable, Notable.

La tabla de distribuciérhcuencias debe contener todas las columnas puesto que la variable
es de tipo cualitativo pero los valores de la variable se pueden ordenar ya que Insuficiente es
menos gue Bien y Notable menos gue Sobresaliente.

Recuerda que la ordenacién de los valores siempre se hace de menor a mayor valor.
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Nota (xi)

Frecuencias
absolutas

Frecuencias
absolutas
acumuladas

Frecuencias
relativas

Estadistica

Frecuencias
relativas
acumuladas

i fi
() (Ni) L (Fi)

Insuficiente 7 7 7/33=0.2121 0.2121
Suficiente 6 7+6=13 6/33=0.1818 0.3939
Bien 2 7+6+2=15 2/33=0.0606 0.4545
Notable 14 7+6+2+14=29  14/33=0.4242 0.8787
Sobresaliente 4 7+6+2+14+4=33 4/33=@1212 0.9999

33 ,

2. Gréficas.

A veces es mas sencillo apreciar el comportamiento de %os si los tenemos de una forma
gréfica. Haremos una grafica adecuada al tipo de varia tengamos, no haremos la misma
para variables cualitativas que para variables cua tat

Para la elaboracién de los diagramas hay que r los valores obtenidos en las tablas de

distribucién de frecuencias como punto de partida.

@marcan segmentos proporcionales a las

dir una columna calcuiando el angulo gque

Los diferentes diagramas que haremaos son:

- Diagrama de sectores. En un ci
frecuencias relativas. Suele ayud
debemos utilizar para cada valor servado. Para calcular haremos un reparto
proporcional a las frecuencias relati de cada caso.
- Diagrama de barras. En el gje

de la variable y se Ieva@
relativa. No hay que pegar las barras.

Si la variable admite@ncias acumuladas, también se pueden hacer diagramas de

rizontal se hacen marcas para cada uno de los valores

arra igual a la frecuencia absoluta o a la frecuencia
barras acumulativos.

Ejemplo: Representa e\ a de sectores y el diagrama de barras para los datos del ejemplo

de las notas de 3° E.

Tomamos la tabla y afadimos la columna correspondiente a los dngulos para el diagrama de
sectores:
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Frecuencias Frecuencias

Nota (x;) absolutas relativas

(ni) ()

Insuficiente . 10.2121-360=76,3560 |
Suficiente 6 0.1818 0.1818-360=65,4480
Bien 2 0.0606 0.0606-360=21,8160
Notable 14 0.4242 0.4242-360=152,7120
Sobresaliente 4 0.1212 0.1212-360=43,6320

L 4

&
N
Frecuencias absolutas (n;) Frecuencias at&tas (n;

H Insuficiente 12

m Suficiente 10

H Bien

" Notable

Sobresaliente

Insuficiente  Suficiente Bien Notable  Sobresaliente
L 4

- Histograma. Se divide el eje horizon%m los intervalos de la tabla de distribucién de
frecuencias y se levantan barras ¢ a sea proporcional a las frecuencias. Si hemos
tenido la precaucidn de utilizar i alos de la misma amplitud la altura de las barras

n

serd la frecuencia relativa. pri al caracteristica de estas gréficas, para mantener la
idea de continuidad en lo res de la variable, es que se pegaran las barras en los

diagramas. \\

- Histograma acumulad e realiza igual que el histograma, pero utilizando las frecuencias
relativas acumuladas, SiEmpre es creciente y las barras siguen pegadas.

- Poligono de frecuefcias. St al hacer el histograma marcamos en la parte superior de cada

barra, justo en e dig, y unimos esos puntos, nos queda un poligono cuyos vértices
coinciden con las cas de clase de cada uno de los intervalos.

- Poligono de frecuencias acumuladas. Su construccién es similar al poligono de
frecuencias, pero ahora partimos del histograma acumulado. En lugar de usar los puntos
medios, la poligonal se hace al final de cada una de las barras.

Ejemplo: La duracién (en minutos) de las Ultimas 30 peliculas que he visto en el cine ha sido.

118,119, 126,123,101, 103,108, 117, 123, 101, 104, 141, 113, 117,
105, 95,113, 76, 135, 84, 91, 118, 81, 94, 86, 126, 110, 102, 109, 117
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Realiza el histograma, el histograma acumulado, el poligono de frecuencias y el poligono de

frecuencias acumuladas para estos datos.

Lo primero que tenemos que hacer es calcular la tabla de distribucion de frecuencias:

Duracién n; N; fi Fi
[ 75,901 5 5 0.1667 0.1667
(90,105]
(105,120] 11
(120,135] 5
(135,150] 1
30

[75,90]

(90,105] (105,120] (120,135] (135,150]

12

10

[75,90] (90,105] (105,120] (120,135] (135,150]

Pictogramas. En la actualidad, debido al uso de herramientas informaticas hay un gran

numero de variedades de gréficos. En todos ellos deberian estar representadas o bien las

frecuencias absolutas o bien las frecuencias relativas.
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3. Medidas numeéricas.

Las medidas numeéricas nos permiten describir los aspectos caracteristicos de las observaciones
que tenemos y comparar los resultados de nuestro estudio con los de otros estudios similares,
sin necesidad de tener que comprobar dato a dato.

lgual que en las tablas de distribucién de frecuencias, habrd distintas medidas a calcular,
dependiendo del tipo de variable con la que estemos trabajando. De nuevo serdn mas numerosas
las medidas gue podamos realizar con las variables cuantitativas continuas y tendremos menos
opciones para las variables cualitativas.

Podemos calcular la Moda, que es el dato con mayor frecuencia ab@uta, o0 con mayor frecuencia
relativa, ya que siempre coincide. .

Para obtener la Mediana necesitamos la columna de frecuenc@tivas acumuladas (Fi). La

Mediana es el dato que corresponde con el primer valor de Fi pere a 0,5.
El primer cuartil Q; es el primer valor cuya frecuencia relativ ulada supera 0,25 vy el tercer
cuartil Qs es el primer valor que supera 0,75. &

Ejemplo: Calcula la Moda, Mediana, primer cuartil y ter€ef chartil en los datos del ejemplo de las
notas de 32 E.

Si vamos a la tabla de distribucién de frecuencias:

Insuficiente 7 4 0.2121 0.2121
Suficiente 6 0.1818 0.3939
Bien 2 5 0.0606 0.4545
Notable 14 29 0.4242 0.8787
Sobresaliente 4\\ 33 0.1212 0.9999

La moda es Notable, ya que recuencia absoluta (ni) es la mayor de todas.

La mediana es Notable, porq%ecuencia relativa acumulada Fi correspondiente a Notable es
0.8787 y es el primer va e supera 0.5.

El primer cuartil es Sufic porque la frecuencia relativa acumulada Fi correspondiente a
Suficiente es 0.3939 yhrimer valor gue supera 0.25.

El tercer cuartil también es Notable, porque la frecuencia relativa acumulada Fi correspondiente
a Notable es 0.8787 y es el primer valor que supera 0.75.

La Media es el resultado de sumar todos los datos y dividir por el nimero de ellos. Se puede
calcular ese mismo valor de una forma mas répida, utilizando ias columnas de datos y de
frecuencias absolutas o también la columna de datos y las frecuencias relativas. Se designa por

el simbolo X.
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Podemos calcular la media de dos formas distintas, la primera es para los datos sin agrupar en
la tabla, en ese caso calculamos:

- 1

X :NZX,-
Hay una segunda forma de calcular la media si disponemos de la tabla de distribucién de
frecuencias, en este caso afadimos nueva columna, formada por el producto de las dos primeras

columnas:

Iguales que antes

. 4
primeras \
columnai‘K

L - 1
En este caso la férmula es X = ;Z n; - Xx; é

Si los datos estan agrupados por intervalos, tenembs gu&alcular también las marcas de clase,
que son los puntos medios de los intervalos que u mos en la agrupacién.

pero siempre va a ser una buena aproximacign siempre se tarda menos tiempo en calcular
la media para los datos agrupados gue pa;rthos sin agrupar, sobre todo si el tamano de la

muestra es muy grande.

La media calculada con los datos NO coincide col la media calculada con los datos de la tabla,

Ejemplo: Calcula la media para los dat in agrupar y para los datos de la tabla de distribucién
de frecuencias en los datos correspondienges a la duracién de las peliculas.

Para calcular la media tenemos, Bue ar todos los datos y dividir entre 30, ya que hay 30
observaciones (N = 30)

135+84+91+118+81+94+86+426+110+102+109+117 = 3256

3256 \

X =25---108,53
30

Para calcular la media con los datos agrupados en la tabla, debemos afadir dos nuevas

118+119+126+123+101:]@8+117+123+101+104+l4l+113+117+105+95+113+76+

columnas, la de las marcas de clase y la de los productos ni-m;.
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Duracién

[75,90] 825 5 5 0.1667 0.1667 8255 = 4125 |
(90,105] 975 8 13 0.2667 0.4333 97.58 = 780
(105,120] 1125 11 24 0.3667 0.8 112.5-11 =1237.5
(120,135] 1275 5 29 0.1667 0.9667 127.55 = 637.5
(135,150] 1425 1 30 0.0333 1 142,51 = 1425

30 &ma = 3210

L 4
X =22 =107 K\

La Varianza indica la dispersién de los datos, es decir, si es%Cencuentran juntos o separados
entre si. Nos referimos a ella con el simbolo S? o Var X. K
Para calcular la Varianza hay que haber obtenido pr ente la media. Hay dos formas de

calcular la Varianza, la primera es para los datos si rupar, su férmula es:

1 —\2
2 = — f—
5% = v Z(X,- X)
También se puede utilizar la tabla de distribLLciérecuencias, para ello tendremos que afadir

una nueva columna:

Podemos calcular los valores
en dos pasos, primero el

Iguales que antes,,
Q) cuadrado de los datos de la

primera columna y luego los

‘ 9 multiplicamos por la segunda

. 1 <2 .. .
En este caso utilizarem rmula §? = NZ n; -xl-2 — X Si los datos estdn agrupados por

. g o 1 <2
intervalo también utilizaremos las marcas de clase §% =~ EZ n-m?—X

La desviacidn tipica, S, es la raiz cuadrada de la varianza. Se calcula porque tiene las mismas
unidades de medida que los propios datos y que la media.

El coeficiente de variacién (CV ), es el cociente entre la desviacidn tipica y el valor absoluto de
la media, se utiliza para comparar estudios estadisticos distintos.

Otros pardmetros de interés para son el Minimo X, , el Maximo X, €l Rango = X - X1y v €l
Rango Intercuartilico (RIQ)= Qs - Q:. Estos ultimos dan idea de la dispersién de los datos.
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Ejemplo: A partir de los datos correspondientes a la duracién de las 30 peliculas calcula las
siguientes medidas:
Varianza, desviacién tipica, coeficiente de variacién, minimo, maximo, rango y rango
intercuartilico.

a) Para los datos sin agrupar en tabla de distribucién de frecuencias.

b) Para los datos agrupados en la tabla.

a) Si consideramos los datos sin agrupar en tabla de distribucién de frecuencias, tenemos que
usar la férmula: &,
N

5% = %Z(x, XV = %[(118 ~108.53)" +(119-108.53)" + . +(117-108.53)’ |

Que después de un buen rato, si no nos confundimos al introdu&}datos, resulta:
Szziz(xi_7)2=M=239_34 (D

N 30 &
La desviacién tipica es K

§=239.34 =15.4677 Q)

El coeficiente de variacion

cy =2 154677 4 45s
X 108.53

El minimo es 76 y el maximo es 141. Por tant ng es 141 -76 = 65
El primer cuartil es Q. = 101 y el tercer cya Xh = 118, de donde el rango intercuartilico es
RIQ=118~-101 = 17.

b) Si consideramos los datos agrupado a tabla de distribucién de frecuencias:

Duracién

0.1667 5-82.52 = 34031.25
0.4333 8-97.52 = 76050
(105,120] 1125 11 0.8 11:112.52=139218.75
(120,135] 1275 5 0.9667 5-127.52 =81281.25
(135,150] 1425 1 1 1-142.52 =20306,25
30 350887.5
En esta tabla ya hemos visto que X = % =107
Por tanto, la varianza serd S? = %Z n - x? — X = 35%57'5 —107% = 247.25
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La desviacion tipica es § = v247.25 = 15.7241

El coeficiente de variacion CV = % = 155)2741 = 0.1469

El minimo es 76 y el méximo es 141. Por tanto, el rango es 141 - 76 = 65

El primer cuartil es Q; = 97.5 y el tercer cuartil es Q; = 112.5, de donde el rango intercuartilico
es RIQ = 112.5-97.5= 15.

Hay que darse cuenta de que estos valores no son exactamente los mismos que se obtienen con
los datos originales, pero son bastante mas rdpidos de caicular y siempre son buenas

aproximaciones de éstos.

N

1. En una clase de 32 ESO se ha realizado un examen final 8eytipo test que constaba de 8

Ejercicios:

preguntas. El nimero de respuestas correctas conseguidas cada uno de los estudiantes

de esa clase han sido: @
3I7I7I3I1!7I6!3I4I8I3I4I2171513I616I315I7 1 1] I3I4

éCuantos alumnos han contestado al examen final?kns uye la tabla de distribucién de

frecuencias para estos datos. Q

2. Realiza un diagrama de barras gue represenge | spuestas correctas de los alumnos
indicados en el ejercicio 1.

3. Utilizando los datos del ejercicio 1, caicula las siguientes medidas numéricas:

Moda, mediana, media, minimo, méximo., pcuartil, tercer cuartil, varianza, desviacién

tipica, coeficiente de variacién, rango y Ntercuartﬂico.
NG

4. En una clase de 32 ESO se ha realizad xamen final de tipo test que constaba de 30

preguntas. El nimero de respuestas cérre@tas conseguidas por cada uno de los estudiantes

de esa clase han sido:

15,10, 30, 5, 7, 25, 24, 30, 25,

12, 25,22, 11 &
N

éCuantos alumnos han contestado al examen final? Construye la tabla de distribucidén de

frecuencias para estos d .
5. Realiza un histograma gqué¥repgesente las respuestas correctas de los alumnos indicados en

el ejercicio 4.

, 12,11, 28,17, 12, 14, 30, 20, 10, 5, 15, 24, 30, 20,

6. Utilizando los datosK’ icio 4, calcula las siguientes medidas numéricas para los datos
indicados.
Moda, mediana, media, minimo, méximo, primer cuartil, tercer cuartil, varianza, desviacién
tipica, coeficiente de variacién, rango y rango intercuartilico.

7. Utilizando los datos del ejercicio 4, calcula las siguientes medidas numéricas para los datos
agrupados en la tabla de distribucién de frecuencias.
Moda, mediana, media, minimo, méximo, primer cuartil, tercer cuartil, varianza, desviacién
tipica, coeficiente de variacién, rango y rango intercuartilico.

8. 5e ha aplicado una prueba de calculo mental compuesta por 90 preguntas a 157 estudiantes
de 3.2 ESO. Los resultados se recogen en la siguiente tabla:
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Preguntas correctas Estudiantes

(0,15] 2
(15,30] 8
(30,45] 15
(45,60] 33
(60,751 27
(75,901 22

Se considera que un estudiante domina el célculo mental cuando el nimero de preguntas
correctas es superior a 60. {Qué porcentaje de estudiantes tienen que mejorar su célculo
mental? \\
9. Haz una representacion grafica para los datos del ejercicio 8,
10. Utilizando los datos del ejercicio 8, calcula las siguientes m@numéricas.
Moda, mediana, media, minimo, méximo, primer cuartil,
tipica, coeficiente de variacién, rango y rango intercua@

uartil, varianza, desviacion

11.Tiramos sucesivamente una moneda y anotamo Umero de lanzamientos que

necesitamos hasta obtener por primera vez cara. Re os el experimento 100 veces, con
los siguientes resultados:
Lanzamiento en el NUmer :dr. veces que ha ocurrido

que sale cara por

primera vez

1
2
3
4
5

6 X{, 1

0 o Ve s o ° e o 7 o o 0
Calcula los siguientes parametros: Moda, mediana, media, minimo, maximo, primer cuartil,
tercer cuartil, varianza@acic’)n tipica, coeficiente de variacién, rango y rango

intercuartilico.

12. El peso, redondeadog kg, de los 157 estudiantes de 32 ESO, estd en la siguiente tabla.

Ndmero de alumnos

(40,45] '3
(45,501 39
(50,55] 81
(55,601 31
(60,651 2
(65,70] 1

Construye la tabla de distribucién de frecuencias y un diagrama adecuado para los datos.
13. Utilizando los datos del ejercicio anterior, calcula las siguientes medidas:
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Moda, mediana, media, minimo, méximo, primer cuartil, tercer cuartil, varianza, desviacién
tipica, coeficiente de variacién, rango y rango intercuartilico.
14. El peso, redondeado a kg, de los 157 estudiantes de 32 ESO, estd en la siguiente tabla.

46 47 48 49 50 51 52 53 54 55

3 7 12 7 10 16 27 9 15 14

57 58 59 60 61 62 63 64 65 66

12 4 4 2 2 0 Of, O 0 1
N

alumnos

Construye la tabla de distribucién de frecuencias y un diagrag ecuado para los datos.
15. utilizando los datos del ejercicio anterior, calcula las sigui
r cuartil, varianza, desviacién

edidas:
Moda, mediana, media, minimo, maximo, primer cuartil
tipica, coeficiente de variacién, rango y rango intercua &
16. El tiempo que tardan los 40 trabajadores de una fabsi ara trasladarse desde su casa al
trabajo, en minutos, es el que se indica:

14, 32, 18, 27, 20, 35, 40, 28, 34, 20, 11,6, 2 15, 33, 16, 45, 35, 32, 15, 14, 17, 25, 13,
22,37,20,18,19, 34,41, 42,10, 8, 14, 19, 40, 42,22

Agrupa los datos en intervalos de amplitud inutos, comenzando por [ 0, 10}.

Haz la tabla correspondiente, indicando cas de clase y las frecuencias absolutas vy

Representa los datos en una gréfica a a.

relativas. ~§
e

Calcula las medidas numéricas que ser aplicadas al conjunto de datos.

17. Se ha preguntado a un grupg@ de alemnos de 32 de ESO cudl es su deporte favorito,

obteniéndose los siguientes d&

Deporte Futbol Baloncesto Tenis Ciclismo Otros
N2 de alumnos 23 15 8 41

Construye el diagrama de es correspondiente.

Calcula las medidas nsideres adecuadas para este tipo de datos.

18. En un instituto s diado la distribucién de los alumnos de ESO por sexos. Los

h
resultados se dan em

Curso Chicas Chicos

uiente tabla.

12 ESO 68 64
22 ESO 74 66
32 ESO 56 53
42 ESO 83 75
12 Bachillerato 41 45
22 Bachillerato 43 52
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Representa el nimero de chicas en un diagrama de sectores.
Representa el nimero de chicos en un diagrama de sectores.
Calcula las medidas numeéricas adecuadas para el nimero de chicas.
Calcula las medidas numéricas adecuadas para el niumero de chicos.
19. Los puntos conseguidos por dos jugadoras de baloncesto en los Uitimos 10 partidos han sido:

Marta 22 29 18 21 20 19 25 20 19 21

Ana 16 20 12 27 10 16 21 24 22 25
a) Halla la anotacién media de cada una de las dos. \\

b) Calcula la desviacidn tipica y el coeficiente de variacién. ésuél de las dos es més regular?
20. En un control de velocidad en carretera se obtuvieron los si@es datos:

-,
Velocidad NUmero de vehicu 9

(60,701 15
(70,801 25 &
(80,901 37 @
(90,1001 48
(100,110] 33
(110,120] 23
(120,130] ‘
(140,150]
(150,160]
a) Haz una tabla reflejando las s gle clase y las frecuencias.
b} Calcula la velocidad medla iacion tipica.

c) {Qué porcentaje de vehl'culos circula a més de 120 km/h?

©

N
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TEMA 13. Azow y probabilidad

Se dice que un experimento es aleatorio cuando al repetirlo en las mismas condiciones no se
puede predecir el resultado, por ejemplo, al tirar un dado no sabemos qué resultado va a salir.
Cuando un experimento no es aleatorio se denomina experimento determinista.

Al conjunto de resultados de un experimento aleatorio se le denomina espacio muestral.

A cada elemento del espacio muestral se le denomina suceso elemental y a cada posible
resultado de un experimento se le llama suceso.

Ejemplo: “Tirar un dado y anotar el resultado’

El espacio muestral es el conjunto E = {1,2,3,4,5,6} \\

Se llama suceso elemental a {1} salir un uno, {2} salir un dog, {3} salir un tres, {4} salir un
cuatro, {5} salir un cinco y el Uitimo suceso elemental es {6} s Nseis.

Un ejemplo de suceso es ‘Salir un resultado par’ es decir {2,4 K

Otro ejemplo es “Salir un resultado menor de 3’ es decir {1

A cada suceso se le asigna un valor numérico que nos & facil o dificil que es la ocurrencia
de ese suceso. Ese nimero estd siempre comprendi o% 0 vy 1, de forma que serd 0 cuando
el suceso no ocurra nunca y sera 1 cuando siemfprefocurra. Cualquier otro suceso tomara un
valor intermedio, de forma que si es facil que ocur stard préximo a uno y si es dificil que
ocurra estara préximo a cero.

La forma de asignar probabilidades en I&\Qios muestrales donde todos los sucesos

elementales tienen las mismas opciones % s contar el nimero de elementos del espacio

. . 1
muestral, n, y asignar a cada uno de ello babilidad -
En estos espacios usamos la Regla lace, para asignar las probabilidades de cada suceso,
de tal forma que sélo tenemos quegontar @l nimero de suceso elementales en el suceso y dividir
entre n. \\
Ejemplo:

En el ejemplo anterj babilidad de sacar un uno es:
p{l)= %, pues el espacib@l tiene seis elementos
p(sacar un nimero par%z

% puesto gue hay tres nimeros pares que pueden salir {2,4,6}
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Ejemplo:
En una urna tenemos 26 bolas, hay 5 negras, 9 blancas y el resto son la mitad verdes y la mitad
azules. Describe el espacio muestral y las probabilidades de los sucesos elementales.

El espacio muestral es el conjunto {Negra, Blanca, Verde, Azul}y las probabilidades de cada

suceso elemental son:

5 9 6 6
p(/\/egra)zﬁ p(B/anca):% p(l/ero’e)zﬁ p(Azu/)=%

Ejemplo: Calcula las siguientes probabilidades del ejemplo anterior

a) Sacar una bola negra p(Negra) = ;—6

b) Sacar una bola blanca  p(Blanca) = %

c) Sacar una bola que no sea negra p(No Negrmg

e) Sacar una bola azul p(Azul) = % @
f) Sacar una bola roja p(Roja) =0

1. Propiedades de lo probabilidad
Dos sucesos de un espacio muestral se d'&@)n incompatibles cuando no tienen ningln
elemento en comin y su interseccién A 08§conjunto vacio @. Los sucesos que tienen algln
elemento comun en su interseccién se lla ucesos compatibles.

Las propiedades de la probabilidad songas sfguientes:
Propiedad 1. La probabilidad de ungsuggso, A, estd siempre comprendida entre 0 y 1.

\\ <pll)<1

Como consecuencia sabemos que p(@) =0y que p(E) =1

Propiedad 2. La suma dg | robabilidades de todos los sucesos elementales es 1.
p(A)+p(B)=1

Propiedad 3. La probabi la unién de sucesos incompatibies es igual a la suma de las
probabilidades de los suc que lo forman.

p(AUB)=p(A)+p(B)
Como consecuencia tenemos que la suma de probabilidades de un suceso y su contrario es 1.
p(A)+p(A)=1
Propiedad 4. La probabilidad de la unién de sucesos compatibles es igual a la suma de las
probabilidades de esos sucesos menos la probabilidad del suceso interseccién de los mismos.

p(AUB) = p(A)+p(B)-p(ANB)
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Ejercicio: Al lanzar un dado y anotar el resultado, se consideran los sucesos A = {sacarun 2 o
un 4}, B = {sacarun 6} y C = {Sacar muitiplo de 3}

Calculap(BUC), p(AUB),p(A°) yp(ANB)
2

1 2
p(A)===0.33 p(F)===0.17 p()===0.33
Calculamos primero (4) 6 (5) 6 (©) 6
p(BUC)zp(B)+p(C)—p(BﬂC)=0.17+0.33—O.17=0.33
p(AUB) (A)+ ( ):0.33+0.17=0.5
p(A°)=1-p(A)=1-0.33=0.67
N
P(ANB)=p(2)=0 -
~\
2. txperimentos compuestos K
Se llama experimento compuesto al experimento que esta f @ por dos 0 mas experimentos
simples. (
Los experimentos compuestos pueden estar formados p 0 mas experimentos simples que
sean iguales, como el resultado de anotar las tres tira una moneda, o diferentes si en un

primer experimento seleccionamos si tiramos un e 6 012 caras y el segundo experimento

consiste en anotar el resultado.

Para obtener el espacio muestral asociado a u erimento compuesto se suelen utilizar los
il

diagramas de arbol. Para calcular las prob utilizamos dos reglas fundamentales:

1. Regla de la probabilidad compuesba obabilidad de un camino en un diagrama de
arbol es igual al producto de las p dades de las ramas que lo forman.

2. Regla de la probabilidad total. La abilidad de varios caminos en un diagrama de érbol
es igual a la suma de las probabi es de cada uno de los caminos.

Ejemplo: Ana tira una moneda d& veces y anota los resultados. Describe el espacio muestral y

calcula la probabilidad de sacar dos caras.

Para calcular la probabilidad de sacar dos caras tenemos p(c,c) =

NIH
NIH
|

=1-025
4
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Para calcular la probabilidad de sacar dos resultados diferentes tenemos que aplicar la regla de

probabilidad total y sumar dos caminos, que son p(c,x) = % . % = %y p(x,c) = % . % = %y asi
L 1 1 1

p(dos resultados distintos) = p(c, x)+ p(x,c) = n + 775

EJERCICIOS

1. En la ciudad de Valladolid, la probabilidad de medir més de 170 centimetros es del 27 %, y la
de ser aficionado al Pucela, del 65 %. éCudl es la probabilidad de gue una persona elegida al
azar mida menos de 170 cm y sea aficionado del Pucela?

2. Los alumnos de 3.2 de ESO del instituto sortean un ordenador para conseguir ingresos
destinados a su viaje de fin de curso. Venden papeletas num&as del 1 al 100. Calcula la

probabilidad de ganar el ordenador si se adquieren todas laspapeletas que sean multiplos de

3o0des. g\

3. Marcos quiere hacer los deberes, tiene de tres materias, L YMatematicas e inglés. Hace
un sorteo para determinar el orden, para ello tira un da m
Lengua, si sale 3 0 4 hard los de Mateméticas y si sal &
terminado los deberes hace un sorteo entre las @

a

le 1 0 2, haré los deberes de
6 hara los de inglés. Cuando ha
terias que le guedan. Calcula la
probabilidad de hacer los deberes de Matematic gue los de Lengua.

4, Se lanza un dado. Se consideran los sucesos A car multiplo de 3}, B = {sacar un nimero

par} y C = {sacar un nidmero menor que 3}. Calcu
a)  p(A) O
b) p(B) N

c)  pl(C) ’§\

d)  p(A9)
e} plAul) G
fy p(AUuB)
9) p(4°UB) N
5. Un participante de un concurso de television debe extraer una bola de una urna, si es de color
verde gana el concurso,%je color rojo, pierde. El presentador dispone de dos cajas
diferentes para mostrapal c rsante. En la primera hay 5 bolas, de las cuales sélo una es
verde. En la segunda las, de las que sélo 2 son verdes. Si el concursante no sabe qué
caja le muestra el p ntador y no ve la bola que saca de la caja, {cual es la probabilidad de
ganar el concurso?
6. En una clase hay 12 chicas y 11 chicos. Si van saliendo al azar, calcula:
a) La probabilidad de gue las dos primeras personas que salgan sean dos chicas.
b) La probabilidad de que las dos primeras personas que salgan sean chicos.
c) La probabilidad de gue las dos primeras personas gue salgan sean de distinto sexo.
d) La probabilidad de que las dos primeras personas gue salgan sean una chica y un chico,
por ese orden.
7. Marta tiene en el bolsiilo 3 monedas de 1 €, 5 de 2€ y 4 monedas de 50 céntimos. Si saca dos
monedas al azar, calcular:
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a) La probabilidad de tener més de 2 €.
b} La probabilidad de tener menos de 1 €.

8. Si se supone que en una familia la probabilidad de nacer nifia es 0,53, y la de nacer nifio, 0,47.
Si tienen tres descendientes, icudl es la probabilidad de que sean dos nifias y un nifio?

9. En un centro de ensefianza secundaria, el 55% de los estudiantes matriculados son chicas. Se
sabe gue el 65 % de las alumnas no han estado enfermas durante el curso y que el 25 % de
los alumnos tampoco. Si se elige un estudiante al azar, icudl es la probabilidad de que se
haya encontrado enfermo? Realiza el diagrama en arbol correspondiente.

10. Se lanza una moneda al aire vy, si sale cara, se extrae una bola de la primera urna, y si
aparece cruz, una de la segunda. Dibuja un diagrama en arbol4igdicando la probabilidad de
cada suceso y calcula la probabilidad de que la bola extraida sea blanca. En la primera urna
hay 7 bolas Blancas y 3 Negras, mientras que en la segunda hay 4 Blancas y 6 Negras.

11. Cuando salgo con mis 5 amigos sorteamos con un dado quiételige donde comer. Si el elegido
es Juan, la mitad de los dias elige pizzeria y la otra mit@e hamburgueseria. Si eligen
Marta o Lucia, la tercera parte de los dias eligen hamburg
resto de los dias eligen pizzeria. Si los elegidos son AQ
hamburgueseria, la cuarta parte creperia y el restrl'a. Si elijo yo la mitad de los dias
elijo pizzeria y el resto hamburgueseria. Calcula la, probabilidad de elegir una pizzeria para

ia, la tercer parte creperia y el
ucas la mitad de los dias eligen

comer.
12. Pedro desea coger la bicicleta guardada en su Irastero, y para ello necesita abrir dos puertas.

Dispone de 4 llaves: dos de ellas abren la gri puerta; otra de ellas, la segunda, y la cuarta

es maestra y abre las dos puertas. éCu@robabilidad de gue abra las dos puertas en el
primer intento si escoge las llaves al aza\

13. iQué es mas probable?
a) Salir 3 al tirar un dado de 6 caras:
b} Sacar espadas al extraer unafCapta.
c) Obtener dos caras al lanzag®es edas.

14. En una fabrica de donuts, los productos pasan por 3 pruebas independientes. En la primera
se detecta si el donut estafro se localizan un 8 % de productos con defectos; en la segunda
se mira el envase y se é@v un 12 % de los productos, y en la tercera se comprueba el
etiguetado, descartédndose up 15 %. Halla la probabilidad de que un producto tenga:

a} 0 defectos. \
b} 1 defecto.
c) 2 defectos.

15. En una bolsa hay bolas iguales de distintos colores: 3 blancas, 4 negras y 5 rojas. Si se extrae
una bola y se mira el color, halla la probabilidad de que:
a) Sea blanca
b} Sea negra
c) Sea roja
d) No sea negra
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16. En una bolsa hay bolas iguales de distintos colores: 3 blancas, 4 negras y 5 rojas. Maria
extrae una bola y se queda con ella, luego Pilar extrae otra bola y anota el color. Halla la
probabilidad de que:

a) Tengan dos bolas blancas

b) Tengan dos negras

¢) Tengan dos rojas

d) La bola de Pilar no sea negra

17. Se tira una moneda, si sale cara se saca una bola de la urna A gue contiene una bola roja,
una azul y una verde; y si sale cruz se saca de la urna B en la que hay una bola roja, una azul,
una blanca y una negra. Escribe los posibles resultados. 8,

18. Marta y Maria juegan un campeonato de parchis, vence la primera que gane dos partidas
seguidas o tres alternas. éDe cuantas maneras se puede des%%r el juego?

19. Lanzamos dos dados y nos fijamos en la menor de las puntUagiones. Calcula la probabilidad

de gue sea un 3. (D
20. La probabilidad de un suceso A es P{A)=0.55, la de o% eso B es P(B)=0.45 y la de la

interseccién de ambos es p(A N B) = 0.2. Calcula la pfepabilidad de AU B.
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