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1- NUMEROS NATURALES

Numeros para contary ordenar

Los numeros estan presentes en nuestra vida cotidiana, los empleamos para:
Identificar:

"Mi DNl es 71114113"

"Lldmame al 966123123"

"¢Cddigo Postal?, 50010"
Contar:

"Hay 245 alumnos"

"150 nuevos puestos de trabajo"

"800 000 coches en la operacién salida
Ordenar:

"Gano el 22 premio"

"Vivo en el 92 piso"

"Ocupa el 82 lugar en la clasificacion"
Medir:

"De Barcelona a Madrid hay 623 km"

"Necesitaré 2 metros de tela"

"Esta garrafa es de 5 litros"
Estos numeros, que aparecen "naturalmente" al contar los elementos que hay en un conjunto se
llaman numeros naturales.

Comparar nimeros naturales

Dados dos numeros naturales distintos siempre podemos
determinar si uno es mayor (o menor) que otro.

¢Cual es mayor 435 6 1.345? Como sabes 1.345 es mayor. n° menor < n°® mayor
Se escribe: 1.345>435 6 435<1.345

Si dos niumeros naturales tienen distinto niumero de cifras,
serda mayor el que tenga mas cifras. Si tienen el mismo "mayor que"
ndmero de cifras se comparan éstas, de izquierda a derecha.
Es mayor el que tiene la primera cifra mayor. Si son iguales
se compara la siguiente y asi sucesivamente.

"menor gue”

n® mayor > n° menor

Propiedades de la suma

La suma de dos nimeros naturales siempre da otro numero natural, por lo que se dice que es una
operacion interna. Esta operacion cumple determinadas propiedades que facilitan su utilizacién a
la hora de calcular.

¢En qué orden hay que hacer la suma de nimeros naturales?

Como sabes, al sumar 12 + 26 da el mismo resultado que la suma 26 + 12 - 38 en ambos casos.
En una suma se puede cambiar el orden de los sumando sin que varie el resultado. Esto se conoce
con el nombre de propiedad conmutativa.

Propiedad conmutativa: El orden de los sumandos no altera la suma = a+b = b+a

(ay b expresan dos niumeros naturales cualesquiera)

1246 =6+12=18 8+15=15+8 =23 11+14=14+11=25

Propiedad asociativa: Si se suman tres o mds sumandos se puede sustituir la suma de dos de
ellos por el resultado de susuma=> (a+b)+c=a+ (b +c)

(7+43)+5=10+5=15 7+(3+5)=7+8 =15 =» (7+3)+5 = 7+(3+5)

3
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Elemento neutro: Al sumar 0 a cualquier nimero éste no se altera=>a +0=a
Como sabes cualquier numero sumado con 0 se queda igual: 17 + 0 = 17, el cero no afiade nada.
Por ese motivo al nimero 0 se le lama elemento neutro de la suma.

La resta
La resta es la operacidén opuesta a la suma. Decimos que: a-b=c si b+c=a

Los términos de la resta son minuendo, sustraendo vy b
diferencia. Observa que el sustraendo siempre debe ser a — = C
menor que el minuendo. minuendo sustraendo  diferencia

La multiplicacion

Una multiplicacidon es una suma de sumandos iguales. Los numeros que se multiplican se llaman
factores y el resultado es el producto. Para indicar la multiplicaciéon se emplea el simbolo "x", o
bien un punto "-", situado entre los dos factores, se lee "por".

Multiplicar por la unidad seguida de ceros

Para multiplicar por la unidad seguida de ceros se le afiaden al nimero tantos ceros como siguen a
la unidad.

Propiedades de la multiplicacion

Como ocurria en la suma, el producto de dos numeros naturales siempre da otro nimero natural,
es una operacion interna y también cumple las mismas propiedades. ¢Es lo mismo 5-3 que 3-5? En
efecto si, en ambos casos el producto es 15.

Propiedad conmutativa: El orden de los factores no altera el producto>a -b=b-a

Propiedad asociativa: En una multiplicacion se pueden sustituir dos o mds factores por su
producto> (a-b)-c=a-(b-c)

Elemento neutro: Al multiplicar 1 por cualquier nimero éste no se altera=>a-1=a

La division
La divisidn es la operacion inversa a la multiplicacién. Dividir un nimero D (Dividendo) entre otro

numero d (divisor), significa buscar otro niumero c (cociente), de formaqued-c=D
La divisién que tiene un resto que no es cero la llamaremos division entera.

La propiedad distributiva

El producto de un ndmero por una suma, o una resta, es igual respectivamente a la suma, o la
resta, de los productos de dicho numero por cada uno de los términos de la suma o la resta.

a-(b+c)=a-b+a-c
a-(b—c)=a-b—a-c

Operaciones combinadas. Jerarquia de operaciones

Cuando en una expresion aparecen sumas o restas y multiplicaciones o divisiones, combinadas, el
resultado varia dependiendo del orden en que se hagan estas operaciones.
Para evitar equivocos hay establecidas unas reglas de prioridad de las operaciones. Hay que tener
en cuenta que:
v' La misién de los paréntesis ( ) corchetes [ ]y llaves { } es la de unir o "empaquetar"
aquello a lo que afectan.
v Los signos de multiplicar o dividir unen, es decir, cuando dos nimeros estan unidos por el
signo de multiplicar forman un bloque inseparable.
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v' Para poder sumar o restar dos nimeros deben estar sueltos, no podemos sumar dos
nlimeros si uno de ellos estd unido por el otro lado a otra expresidon mediante un signo de
multiplicar o dividir.

El orden en que se hacen las operaciones es:

19) Los paréntesis, corchetes y llaves, si los hay, de dentro hacia fuera.

29) Las potencias y raices.

39) Las multiplicaciones y divisiones, en el orden en que aparecen.

49) Las sumas y restas, en el orden en que aparecen.

Las operaciones combinadas se resuelven en varios pasos, todo lo que no se resuelva en un paso
se debe copiar otra vez tal como estaba, sin olvidarlo ni cambiarlo de posicion.

(3+5)-4 —2-(6-3) + 10:2=
Primero los parentesis
= 8-4-2-3+1b:2 =

Despues las multiplicaciones y divisiones

=32 -6+ 5=
Por dltimo 1as sumas vy restas
= 31

Ejercicios y problemas de numeros naturales

1-) Busca el término desconocido en las siguientes operaciones:
a) 4-(5+[] =36
b) (30-[]):5+4=8
c) 18-[]+4-[J=56
d) 30-[]:8=25

2-) Realiza las siguientes operaciones
a)12—-(9+6-10) =
c)15+(4+6—-8)—9=
e)6—-(9-3)+3-(12-9) =
g)1+[3+(8-5-1)]-6=
)9+2-(11-7)=
ky5+3:4+2=
m)3:-6+12:4 —4=
0)1+2-3+18:(4+6-8)=
g)28:[1+(3+10)]+10=
s)5+6-(8-3-1):2=

b)8-7+21-(6+9-4)=
d)(25-12-8)+17-3 =
f)8-[9—-(1+6)+4]+6=
h)3+(10-6)+[5—-(3+1)] =
j)36-75:(3+14-2) =
)6-(19-7):(6-4)=
n)24-5:2:15=
p)(2+9-5)-4+5=
r)(32-20):(9-7)+5=
t)18:3-2-(10+7-6)=

uy3-4-15:[14—(7-2)+6] =
w)4-(6:2-1)+3-5—-(7+8) =
y)3:(13+7):2+(9-6+3)-3=

v)3-(12-5)-[6+2-(8=2)] =
X) 1427~ (5-4)-2-3] =
2)8+12-[3-(6-4)+8—-4]=

3-) El cociente de una divisidon exacta es 504, y el divisor 605. ¢ Cuadl es el dividendo?

4-) Con el dinero que tengo y 247 € mas, podria pagar una deuda de 525 € y me sobrarian 37 €.

¢Cuanto dinero tengo?
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5-) Se compran 1.600 Kg de boquerones, a razén de 4 €/Kg. Si los portes cuestan 400 € y se desea
ganar con la venta 1.200 €. ¢ A cuanto debe venderse el kg de boquerones?

6-) En una piscina caben 45.000 | ¢{Cudnto tiempo tarda en llenarse con un grifo que echa 15
I/min?

7-) En un aeropuerto aterriza un avion cada 10 minutos. ¢ Cuantos aviones aterrizan en un dia?

8-) En una urbanizacion viven 4.500 personas y hay un arbol por cada 90 habitantes. ¢Cuantos
arboles hay en la urbanizacidon? ¢Cuantos arboles habra que plantar para tener un arbol por cada
12 personas?

9-) Una coleccién de fasciculos consta de 75 nimeros. Los dos primeros se venden juntos por 1 €,
el 32y el 42 cuestan 1 € cada uno, y el resto se vende por 2 € ejemplar.
¢Cudnto costara la coleccién?

2- DIVISIBILIDAD

Multiplos y divisores
Un nimero “a” es divisible por otro “b” cuando la division es exacta. Si la division de dos numeros
es exacta, entonces, el nUumero mayor es multiplo del nimero menor y el nUmero menor es
divisor del nimero mayor.
Existen infinitos multiplos de cada numero.
El cero sélo tiene un multiplo, el mismo 0.
Los multiplos de un nimero son mayores o iguales que dicho nimero.
El cero es multiplo de cualquier nimero.
Cada nimero es multiplo de si mismo.
Existe una cantidad concreta de divisores de cada numero.
Los divisores de un nimero son menores o iguales que dicho niumero.
El 1 sélo tiene un divisor, el mismo 1.
El uno es divisor de cualquier nimero.
Cada numero es divisor de si mismo.
Para calcular los multiplos de un nimero multiplicamos ese nimero por los diferentes nimeros
naturales empezando por el 1.
Ejemplo: Calcula los multiplos del 4: 1x4, 2x4, 3x4, 4x4, 5x4... =4, 8, 12, 16, 20...
Para calcular los divisores de un nimero a empezamos con el 2 (puesto que el nimero 1 es divisor
de todos los niumeros naturales), y después continuamos dividiendo por 3, 4, 5, 6... hasta que el
cociente sea menor o igual que el divisor.
Un numero es primo si solo es divisible por si mismo y por 1.
Un nimero es compuesto si no es primo.
¢Como se sabe si un numero es primo o no lo es?
Para saber si un nimero dado es primo tenemos que ir dividiéndolo entre los nimeros primos
menores que él: 2, 3, 5, 7... hasta llegar a una divisién que sea exacta o una divisién en la que el
cociente sea menor o igual que el divisor, y entonces:
1. Sialguna divisidn es exacta, el nUmero es compuesto (no es primo).
2. Sininguna division es exacta, entonces el nimero es primo.

AN NI N N SN N N
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Criterios de divisibilidad

Los criterios de divisibilidad son reglas que nos permiten saber si un nimero es divisible por otro
sin tener que dividir.

Criterios:

Un numero es divisible entre 2 si acaba en 0 ¢ cifra par.

Un numero es divisible entre 3 si la suma de sus cifras es divisible entre 3.

Un numero es divisible entre 5 si acaba en 0 6 en 5.

Un numero es divisible entre 11 si al sumar las cifras que ocupan la posicidn par y restarle las que
ocupan la posicién impar resulta 0, 11 6 multiplo de 11.

Criba de Eratostenes

El niumero 1 no se considera ni primo ni compuesto. Para determinar los nimeros primos existe un
método llamado “Criba de Eratdstenes” que consiste 112013 M5 B [7 8 e

en escribir los nimeros naturales en orden y en ir 11 12 13 M 1S, e 17 18 19 20
tachando primero los multiplos de 2, después los D2 23 2425 D6 2 26 29 34
multiplos de 3, luego los multiplos de 5, después los 31 32 33 3435 26 37 38 39 1

multiplos de 7 y asi ?‘.uceswament,e... Los m.Jmeros que 41 12 43 4 1S e 47 26 295
van quedando en la lista son los nimeros primos.

Hemos obtenido de esta forma una lista de los nimeros primos menores que 50 (los recuadrados):
2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31,37,41,43 y 47.

Descomposicion factorial de un niimero en factores primos

La descomposicién factorial de un nimero consiste en expresarlo como producto de factores
primos.

Por ejemplo:[10=2-5 [4=2-2 Pp7=3-3-3 B5=5-7

Con los numeros grandes que no son tan faciles de descomponer, la descomposicién factorial es
mejor realizarla de forma ordenada con el siguiente proceso:

PROCESO Ejemplo: factorizar 140 VISUALIZACION

Dividimos el niumero a factorizar por el | Empezamos probando por el primo mds
primer niUmero primo en que resulte su | pequefio:

division exacta, el cociente resultante se | 140:2 = 70

pone bajo el nimero y el divisor al otro | Vale el 2.

lado de la linea vertical. Ponemos el numero que nos queda por
dividir 70, debajo de 140.

Se intenta seguir dividiendo por ese | Se sigue intentando dividir por 2

140:2=70 140
70

(8]

nimero hasta que su division no sea | 70:2=35 142’2=70 140 _2’
exacta, entonces probaremos a dividir | Vale 2 otra vez. 70:2=35 ;g “
por el siguiente numero primo; poniendo
cada vez que obtengamos una divisién | Se sigue intentando con 2,
exacta el cociente bajo el numero y el | 35:2 no se puede. 35:2=17,5
divisor al otro lado de la linea vertical. Lo intentamos por el siguiente primo, el NO
3-235:3 no se puede.
35:3=11,6
Lo intentamos por el siguiente primo, el 5 No
jjlijl‘; 35:5=7 140 | 2
70| 2
- " . 35|5
Se continla este proceso hasta obtener | Vemos que el ultimo primo es 7. Ya 7 es primo 717

como cociente el nimero 1. hemos terminado, 7:7=1 1
7:7=1 obteniendo 1 como cociente.

Ponemos el nimero dado como producto | Expresamos el resultado haciendo uso de
de potencias de factores primos. la notacion que conocemos de las 140=22-5-7
potencias.




CEPA Concha Casado PLS - Ambito Cientifico-Tecnolégico - Matematicas

Cdlculo del MCD y del mcm de varios niimeros

El maximo comun divisor (MCD) de varios numeros es el mayor divisor comun a todos ellos. El
minimo comun multiplo (mcm) de varios nimeros es el menor multiplo comun a todos ellos.

Para obtener el mdaximo comun divisor, MCD, de un conjunto de numeros, realizamos la
descomposicion factorial y tomamos los factores primos comunes de menor exponente.

Ejemplo:
Calcula el MCD de 24, 84y 60
24 | 2 84 |2 60 | 2 24 =233
12 |2 42 | 2 302
6|2 213 15| 3 84 =22.3.7
3|3 77 5|5
1 1 1 60 = 22:3-5

MCD (24, 84, 60) = 22-3 =12

Para obtener el minimo comun multiplo, mem, de un conjunto de nimeros, realizamos la
descomposicion factorial y tomamos los factores primos comunes y no comunes de mayor
exponente.

Ejemplo:
Calcula el mcm de 45, 30y 60
45 |3 30| 2 60 | 2 45 =325
15| 3 153 30 |2
5|5 55 15| 3 30=2-35
1 1 515
1 60 =22-3-5

mcm (45, 30, 60) = 22-32.5 = 180

El MCD y el mcm sirven para resolver muchos problemas cotidianos. Para saber cual de los dos
nuimeros debemos calcular, una regla util es la siguiente:

Si del enunciado del problema se deduce que el nimero a calcular debe ser menor que los datos,
entonces calcularemos el MCD pero si del enunciado del problema se deduce que el numero a
calcular debe ser mayor que los datos, entonces calcularemos el mcm

Ejemplos de resolucion de problemas

Ejemplo 1:

Tenemos dos cuerdas, una de 12 m y la otra de 8 m. ¢ Cuanto mediran los trozos iguales en que las
gueremos dividir teniendo en cuenta que deben ser lo mas largos posible?

Como cada trozo debe ser de igual medida y del mayor tamano posible debemos hallar el MCD de
las medidas de las cuerdas:
12=22-3 8=23 MCD(12,8)=2°=4 Los trozos medirdn 4 metros.
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Ejemplo 2:

Tres amigos Pedro, Juan y Maria, coinciden un dia en la piscina. Al terminar de bafarse acuerdan
guedar para jugar al tenis la préoxima vez que se vean. Si Pedro nada 1 vez cada 4 semanas, Juan
una vez cada 15 dias y Maria cada tres dias, é¢dentro de cudntos dias tendrdn que traer las
raquetas de tenis?

Tenemos que cada uno nada los dias multiplo de 28 (4 semanas), 15y 3 dias. Como nos interesa el
primer dia que se encuentren, éste serd el menor multiplo comun (mcm) de 28, 15y 3.
28=22-7 15=3-5 3=3 mcm(28,15,3)=2%-3-5-7=420
Deberdn llevar las raquetas dentro de 420 dias.

Ejercicios y problemas de divisibilidad

1-) Calcula el maximo comun divisor y el minimo comun multiplo de los siguientes conjuntos de
ndmeros:

a) 48y 36

b) 150, 180y 108

c) 252,90y 600

2-) Un apicultor recoge tres tipos de miel diferentes: 30 kg de miel de flores, 15 kg de miel de
romero y 12 kg de miel de lavanda. Si quiere envasarlas en botes de igual peso sin mezclarlas y sin
gue sobre nada, ¢cudntos kilogramos tendra cada bote?

3-) Doiia Isabel tiene tres nietos que van a comer a su casa peridodicamente. El pequefio, Carlitos,
va cada 3 dias, Maria cada 4 dias y Javier cada 5 dias. Si hoy han coincidido todos, écuantos dias
pasaran hasta que vuelvan a coincidir?

4-) Un viajero va a Barcelona cada 18 dias y otro cada 24 dias. Hoy han estado los dos en
Barcelona. ¢Dentro de cuantos dias volveran a estar los dos a la vez en Barcelona?

5-) Tenemos maderas de viejos palés rectangulares usados en la construccidon que tienen 120 cm
de largo por 80 cm de ancho. Deseamos hacer trozos de igual tamafio para ordenarlos en la
lefiera. Deseamos que sean lo mas grandes posibles y que no se desperdicie ningln trozo. éDe qué
medida sera cada lefio?

6-) El suelo de una habitacion, que se quiere embaldosar, tiene 5 m de largo y 3 m de ancho.
Calcula el lado y el nimero de baldosas cuadradas, tal que el nimero de baldosas que se coloque
sea minimo y que no sea necesario cortar ninguna de ellas.

7-) Un faro se enciende cada 12 minutos, otro cada 18 y un tercero cada minuto. A las 6:30 de la
tarde los tres coinciden. Averigua las veces que volveran a coincidir hasta las 7:45.

8-) En una etapa de la vuelta ciclista de 176 km se instala para el publico un puesto de bebidas
cada 8 km, uno de camisetas cada 20 km, uno de bocadillos cada 12 km y uno de helados cada 50
km. ¢En algun punto del recorrido coinciden los cuatro puestos, ademds del punto de partida? ¢Y
los puestos de bebidas y bocadillos?

9-) Un tonel que esta lleno de vino se puede vaciar en garrafas de 8 |, de 3 1 y de 5 I. Si nos dicen
gue contiene mas de 200 | y menos de 300 |, ¢cuantos litros contiene?
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10-) En una tienda de comestibles tienen, 400 caramelos de fresa y 720 de limén. Quieren hacer
paquetes del mayor numero de caramelos posible y de forma que tengan la misma cantidad de
caramelos sin mezclar los dos sabores. También desean que al final del envasado no sobre ni falte
ningun caramelo. ¢Cudntos caramelos habrd en cada paquete? ¢ Cudntos paquetes se obtendran?

11-) En una bodega hay 3 toneles de vino, cuyas capacidades son: 250 |, 360 |, y 540 I. Su
contenido se quiere envasar en cierto numero de garrafas iguales. Calcular la capacidad maxima
de estas garrafas para que en ellas se pueda envasar el vino contenido en cada uno de los toneles,
y el nUmero de garrafas que se necesitan.

12-) En dos colegios hay 600 y 210 alumnos. Se quieren hacer equipos lo mas grandes posibles y
del mismo nimero de alumnos para una competicién entre los dos centros. ¢ Cudntos equipos se
haran en total?

13-) ¢Cual es el menor nimero que al dividirlo separadamente entre 15, 20, 36 y 48, en cada caso,
da de resto 97

14-) {Cuanto mide la mayor baldosa cuadrada que cabe en un nimero exacto de veces en una sala
de 8 m de longitud y 6,4 m de anchura? ¢Y cudntas baldosas se necesitan?

15-) En una plaza hay una parada de autobus donde coinciden tres lineas distintas. La primera
tarda 40 minutos en hacer el recorrido, la segunda 30 vy la tercera 48 minutos. Si a las 10 de Ila
mafana se encuentran los tres autobuses en la plaza, éicudndo se volveran a encontrar por
primera vez?

16-) Un carpintero tiene 20 listones de 1,50 metros, 15 listones de 0,60 metros y 12 listones de
2,40 metros. Desea construir marcos cuadrados para fotografias de forma que tengan el mayor
tamarfio posible de lado. ¢Cudl es el tamafio mayor del lado que podrd construir sin que le sobre
ningun trozo? ¢ Cuantos marcos podra realizar?

3- NUMEROS ENTEROS

El conjunto de los numeros enteros esta formado por los nimeros naturales (los positivos y el
cero) y por los nimeros negativos.

Representacion grdfica
Los numeros enteros se representan graficamente sobre una recta que llamaremos recta
numeérica.

Se elige un punto origen que serd el lugar del nimero cero.

Los niumeros positivos se colocan a su derecha, eligiendo una unidad de separacién entre uno y
otro que sera ya siempre la misma.

Los numeros negativos se colocan a su izquierda con la misma unidad de separacién.
Observa en la siguiente figura cdmo se organizan los nimeros enteros en la recta numérica y
cédmo hemos seguido las instrucciones para construirla:

10
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8 -7 6 -5 -4 -3 -2 1 0 +1 +2 +3 +4 +5 +6 +7 +8

— —

Coloca los numeros negativos a Coloca los numeros positivos a
partir del cero y hacia la izquierda partir del cero y hacia la derecha
Ejewplo
-7 -b -2 0 +1 +4 +9
k e & L . e e *
Ordenacion

En la representacioén grafica de los nUmeros enteros en la recta se observa el orden que existe: un
ndmero es mayor que otro si esta representado mas a la derecha.
A continuacidn, tienes varios ejemplos:

L 1 .4,5 1<4 4>1

1 es menor que 4 6 4 es mayor que 1

-1 .5 -2 q
—e e ° } . -7<-2 -2>-7

-7 es menor que -2 6 -2 es mayor que 7
S g3 D g 5 3<2 2>3

-3 es menor que 2 6 2 es mayor que 3

Resumiendo:

- Silos dos niumeros enteros son positivos, es mayor el que estd mas alejado de cero.
- Silos dos nimeros enteros son negativos, es mayor el que esté mads cercano a cero.
- Silos dos numeros enteros tienen distinto signo, es mayor siempre el entero positivo.
- Cualquier entero negativo es menor que 0. Cualquier entero positivo es mayor que 0.

Valor absoluto
El valor absoluto de un nimero entero es la distancia que le separa del cero. Se escribe entre dos
barras | | y es el niUmero sin su signo: |+a] =a |-al =a

El valor absoluto es una distancia por lo que no puede ser negativo.

Los nimeros 3 y -3 tienen el mismo valor absoluto que es 3, lo que quiere decir que estadn a la
misma distancia del origen, el cero.

Ejemplos: |[+5|=5 |-7]=7 [-15] =15 [+117] =117

Opuesto de un niumero

El opuesto de un nimero es otro nimero que tiene su mismo valor y el signo contrario.
Ejemplos: Op(+5)=-5 Op(—-7)=+7

Operaciones con niimeros enteros: suma

Con el mismo signo

Para sumar numeros enteros del mismo signo, se suman los valores absolutos de dichos numeros
y se pone el mismo signo que tenian.
Ejemplos:  (+19)+(+9)=19+9=28 (-19)+(-19)=-19-19=-38

11
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Con distinto signo

Para sumar numeros enteros con distinto signo, se resta al de mayor valor absoluto el de menor
valor absoluto y el signo del resultado sera el que tenia mayor valor absoluto.
Ejemplos:  (-13)+(+11)=-13+11=-2 (+19)+(-20)=19-20=-1

La suma de mads de dos nimeros se puede realizar de dos formas:
1. Ir sumando los dos primeros y lo que sale con el siguiente y asi sucesivamente.
2. Sumar por un lado los positivos, por otro los negativos y después hallar la diferencia entre
los valores absolutos de los resultados anteriores poniendo el signo del nimero que tenga
mayor valor absoluto en el resultado.

Ver el siguiente ejemplo:

Método 1:

(=3) + (—4) + (+6) + (-9) + (-10) + (+8) = (-7) + (+6) + (-9) + (-10) + (+8) = (-1) + (-9) +
+(-10) + (+8) = (-10) + (-10) + (+8) = (-20) + (+8) =—12

Método 2: (+6) + (+8) =14
(=3) + (—4) + (+6) + (-9) + (-10) + (+8) = 14 + (—26) =-12
(=3) + (-4) + (-9) + (-10) = -26

Operaciones con niimeros enteros: resta

Restar dos niumeros enteros es sumar al primero el opuesto del segundo.

Ejemplo: Calcula: (—12)—(+13)

Sumamos al primero el opuesto del segundo: (-12) + (-13) = -25

En la practica equivale a quitar los paréntesis y hacer las operaciones que resulten. Lo veremos
mas adelante.

Operaciones con numeros enteros: multiplicacion y division

Para multiplicar o dividir dos numeros enteros, primero se averigua el signo del resultado
siguiendo la regla de los signos y después se multiplican o dividen los nimeros como si fuesen
naturales.

Regla de los signos para Regla de los signos para

la MULTIPLICACION la DIVISION

(+) - () =) (+):(+)=(+)
=) =) ) : ) =)
@ -#H=0- @) :+H=0(
+)- =0 (+): =06

Ejemplos: (+2)-(+4)=8 (-5):-(-6)=30 (-12):(-4)=3 (-20):(+5)= -4

Uso de los paréntesis

Habras visto que hemos ido haciendo uso de los paréntesis al escribir operaciones entre los
numeros enteros. Siempre que haya dos signos seguidos los usaremos obligatoriamente.
Veamos las diversas situaciones que se nos pueden presentar:

12
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Primera situacion: como ya vimos anteriormente aparecen paréntesis
-(-a)=+a=a -(+a)=-a +(-a)=-a +(+a)=+a=a

Asi eliminamos los paréntesis y simplificamos la escritura. Podremos simplificar expresiones como
las siguientes:

o (-3)+(-5)+(+4)=-3-5+4=-8+4=-4

o —(-3)-5-(+4)=3-5-4=-2-4=-6

o —(-3)+(-5)-(-4)=3-5+4=-2+4=2

e (-3)-(+5)+(-4)=-3-5-4=-8-4=-12
Lo primero que hemos hecho ha sido suprimir los paréntesis y a continuacién operar los nimeros
de izquierda a derecha.

Segunda situacion: en el interior del paréntesis aparece una operacion ya sea suma o resta, en
este caso se pueden hacer dos cosas:

Opcion 1:

-(7 + 8) = -7 - 8 =-15 ya que el paréntesis lleva delante un signo
+(-5 + 8) = -5 + 8 = 3 ya que el paréntesis va precedido de un signo "+"

Opciodn 2:

-(7 + 8) =-15 > Hemos sumado los dos numeros del interior del paréntesis.

+(-5 + 8) = +(+3) =3 > Pues -5 + 8 = +3, hemos operado el interior.

Este ultimo método es, en la mayor parte de las ocasiones, el mas eficaz.

Debes tener en cuenta que para suprimir un paréntesis precedido de signo menos, hay que
cambiar los signos de todos los nimeros que aparecen dentro. Si el signo de fuera es positivo, al
quitar el paréntesis no se cambia ningun signo de dentro.

Sacar factor comun

Si varios sumandos tienen un factor comun, podemos transformar la suma en producto
extrayendo dicho factor: a-b+a-c=a:(b+c¢)
Ejemplo: -2-3+(-2):5=-2-(3+5)

Potencias
La potencia de exponente positivo de un nimero entero es otro nimero entero, cuyo valor
absoluto es el valor absoluto de la potencia y cuyo signo es el que se deduce de la aplicacidn de las
siguientes reglas:

e Las potencias de exponente par son siempre positivas sea cual sea la (+ )'““' = +
base: 5%=625 (—5)4 =625 (_)par = +
e Las potencias de exponente impar tienen el mismo signo que la base: (+)"""a" = +

Propiedades de las potencias:

1-) a%=1

2-) al=a

3-) Producto de potencias con la misma base: es otra potencia con la misma base y el
exponente es la suma de los exponentes.
am.gh=gMmn > (_2)5 . (_2)2 - (_2)5+2 - (_2)7 =-128

4-) Division de potencias con la misma base: es otra potencia con la misma base y el
exponente es la diferencia de los exponentes.
am:a"=am™" > (-2)°:(-2)*=(-2)"?=(-2)3=-8

13
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5-) Potencia de una potencia: es otra potencia con la misma base y el exponente es el
producto de los exponentes.
@mM"=am" > [(-2)’]*=(-2)°=64

6-) Producto de potencias con el mismo exponente: es otra potencia con el mismo exponente
y la base es el producto de las bases
a"-b"=(a-b)" > (-2)3-(3)3=(-6)3=-216

7-) Cociente de potencias con el mismo exponente: es otra potencia con el mismo exponente y
la base es el cociente de las bases.
a":b"=(a:b)" > (-6)3:33=(-2)3=-8

8-) Un ndmero elevado a un exponente negativo, es el inverso de dicho nimero.

_ 1 _ 1 1
a "= —>82%=_=—
an 82 64

Raices

Definicion de raiz cuadrada
La raiz cuadrada es la operacién inversa a la potencia elevar al cuadrado y consiste en averiguar el
numero cuando se conoce su cuadrado.
Ja=b - b*=a
Raiz cuadrada exacta
La raiz cuadrada es exacta, siempre que el radicando sea un cuadrado perfecto.
J=1 J4a=2 Jo=3 J6=4 .25-=5
Raiz cuadrada entera
La raiz cuadrada es entera, siempre que el radicando no sea un cuadrado perfecto.
A7 4% <17 < 5°
Expresion radical

Expresion radical: Q/g =b neselindice; aeselradicando; b es la raiz o solucidon

Propiedades de los radicales
Las operaciones con radicales cumplen las mismas propiedades que las potencias:
- El producto de radicales con el mismo indice es otro radical con el mismo indice y por radicando

el producto de ellos. %a- ¥Yb="%a-b > ¥45.3/2=%45.2 =%/90

- El cociente de radicales con el mismo indice es otro radical con el mismo indice y por radicando el

cociente de ellos. VE: Q/B =RYa:b

- La potencia de una raiz es otra raiz que tiene el mismo indice y el radicando es la potencia.

(Va)m=¥a"

- La raiz de una raiz es otra raiz que tiene por indice el producto de los indices y por radicando el

mismo que habia. ¥¥a ="¥a

Operaciones con raices cuadradas: Sumar y Restar

-Sumar: 24/31+44/31 > 24/31+4+/31=(2+4)4/31=64/31
-Sumar: 2 4.8 -/32

Solucion:

Los numeros que tengo dentro de los radicales los descompongo en factores (proceso que se
denomina factorizar) tratando de que uno de estos factores sea un cuadrado perfecto. Un factor
gue sea cuadrado perfecto tiene raiz cuadrada exacta. El factor que no sea cuadrado perfecto,
permanece dentro de la raiz. Segun esto, veo que:

J8 =/2x4y+32 =2x16

14
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Sustituyo estos productos por sus valores: /2 48 —\32 =2 +/2x4 —-2x16 =
—J2+2J2-4J2 =—J2 Respuesta: —2

Solo se pueden sacar fuera de la raiz los nimeros que estdn multiplicando o dividiendo. Si los
nlimeros estdan sumando o restando no se pueden sacar fuera de la raiz separadamente.

J16+4 = NO debo hallar la raiz cuadrada de 16 y luego la de 4. Debo hallar la suma'y

calcular la raiz cuadrada de ésta: /20 =+/5x4 =2./5

Ejemplo: Calcular 24/27 + 4412 =3v75 2 2427 + 412 =34/75 = 23%9 + 4/3x 4 —343% 25 =

=63+83-153=-3

Para calcular la raiz cuadrada de una fraccién se calcula la raiz cuadrada del numerador y se divide

) . 25 V25 5
por la raiz cuadrada del denominador: /? = 3

3
3

Calcula: {25
Como 3 no tiene raiz cuadrada exacta permanece dentro de la raiz, en cambio, la raiz cuadrada de
25 es 5, lo sacamos fuera de la raiz pero como 25 es denominador, su raiz cuadrada ird como
denominador. Respuesta: ./3

5
=
Calcula: V 5

La raiz cuadrada de 36 es 6 por lo tanto este valor sale de la raiz, pero permanece el 5 dentro de la
6
NS
denominador de una fracciéon, realizamos el proceso llamado “racionalizar” que consiste en
multiplicar arriba y abajo por la raiz para conseguir quitarla del denominador. La que queda en el
6-V5 _ 6V5

VEV§ 5

raiz porque no tiene raiz cuadrada exacta: = Como nunca puede quedar una raiz en el

numerador no importa:

Operaciones con raices cuadradas: Multiplicar y dividir

Para multiplicar raices:

12 Deben tener el mismo indice.

22 Se deja la misma raiz.

32 Se multiplican las cantidades que estadn fuera de las raices entre si, en el caso de que las haya, y
las cantidades radicandos entre si.

1.- Calcula el producto: VI2x3 5> Vi2xJ3=\12x3=436 =6

2.- Calcula 5y18x3+8 = Multiplicamos las cantidades que estdn fuera de las raices y las
cantidades radicandos y sacamos fuera de la raiz cuanto podamos:

518 x3+/8 = 5x3/18x8 =15/144 =15x12 =180

3.- Calcula: (2\/@+3\/§)\/§ Para multiplicar una suma indicada por un nimero, se multiplica

cada sumando por ese numero. MuItipIicamosﬁ por cada numero que se halla dentro del
paréntesis. Dejamos la misma raiz y multiplicamos los radicandos. Después, sacamos de la raiz

cuanto podamos: 218 x 2 + 38 x /2 = 24/18x2 +3/8x2 =
=236 +34/16 =2x6+3x4 =24

15
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Dividir: /32 - /8 Silos indices son iguales se dividen los radicandos:/32:8 = /4 =2

Operaciones con raices cuadradas: Otras operaciones

Sacar fuera de una raiz un factor con un exponente mayor que el indice de |a raiz:

Cuando tenemos en el radicando un ndmero con un exponente mayor que el indice de la raiz
podemos sacar fuera de la raiz ese nUmero con un exponente igual al cociente de dividir el
exponente que tenia dentro de la raiz entre el indice y si queda un resto serd el exponente del
numero dentro de la raiz.

Ejemplo: Sacar fuera de la raiz lo que se pueda: /5" 5 u
Como el exponente de 5 es mayor que el indice que es 2, dividimos: g

El cociente 7 es el exponente de 5 fuera de la raiz y el resto 1 es el exponente de 5 dentro de la

raiz: 575

Introducir un numero dentro de una raiz:
Lo contrario de lo anterior. Para introducir un factor dentro de una raiz se multiplica el exponente
del factor fuera de la raiz por el indice del radical y se suma el exponente del radicando.

Ejemplos: 43ﬁ:\/43x3x4:\/46><4:\/4_7
2327 =2 x> =527 =327

Jerarquia de las operaciones con niimeros enteros

Cuando en un mismo calculo aparecen las distintas operaciones que hemos visto, debemos seguir
un orden para efectuarlas: () []
1. Paréntesis y corchetes -
2. Potencias y raices
3. Multiplicaciones y divisiones
4. Sumas y restas
5. Dentro del mismo nivel, de izquierda a derecha

Ejemplos:

Sin paréntesis:
e 10:2+5-3+4-5:2-8+4:-2-16:4=
Realizamos los productos y cocientes en el orden en el que los encontramos porque las dos
operaciones tienen la misma prioridad. =5+15+4-10-8+8 -4 =
Efectuamos las sumasyrestas.=5+15+4-10-8+8-4=10

e 23+10:2+5-3+4-5-2-8+4-22-16:4=
Realizamos en primer lugar las potencias que tienen prioridad.
=8+10:2+5-3+4-5-2-8+4-4-16:4=
Seguimos con los productos y cocientes.=8+5+15+4-10-8+16-4=
Efectuamos las sumas y restas. = 26

Con paréntesis:

e (15-4)+3-(12-5-2)+(5+16:4)-5+(10-23)=
Realizamos en primer lugar las operaciones prioritarias contenidas en ellos.
=(15-4)+3-(12-10)+(5+4) -5+ (10 - 8)=

16
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Quitamos paréntesis realizando las operaciones. =11+3-2+9-5+2=18

Con paréntesis, corchetes, llaves:

e [15-(22-10:2)]-[5+(3:2-4)]-3+(8-2-3)=

Primero operamos con las potencias, productos y cocientes de los paréntesis (de dentro hacia

fuera):=[15-(8-5)]-[5+(6-4)]-3+(8-6)=

Realizamos las sumas y restas de los paréntesis. = (15—-3) - (5+2) - 3 + 2=

Como ya no hay corchetes conteniendo paréntesis dentro, hemos puesto paréntesis directamente.

Operamos en los paréntesis. =12-7-3+2=
Calculamos el resultado final. =84 -3 +2 =83

o 14-{7+4-3-[(-2)>-2-6]}+(22+6-5-3)+3-(5-23:2)=
Primero operamos con las potencias, productos y cocientes de los paréntesis.
=14-[7+4-3-(4-2-6)]+(4+6-5-3)+3-(5-8:2)=
Operamos con los productos y cocientes de los paréntesis.

=14-[7+12-(8-6)]+(4+6-15)+3-(5-4)=
Calculamos el resultado final.

=14-(7+12-2)+(-5)+3-1= 14-17-5+3-1=-6

RECUERDA que a la hora de quitar paréntesis:
Un signo + delante NO CAMBIA LOS SIGNOS DE DENTRO

Un signo — delante de un paréntesis CAMBIA TODOS LOS SIGNOS DE DENTRO

Ejercicios de numeros enteros
1-) Saca factor comun en las expresiones:

a) 3:2+3-(-5)= c) -2-12+(-2)-(-6)=
b) 8-5+8= d) -3-(-2)+(-3)-(-5)=

2-) Realizar las siguientes operaciones con potencias y raices de nUmeros enteros:

a) (-2)*-(-2)°- (-2)*=
)22-23.24=
e)-3-(-3)*-(-3)*=

g) 27 - (-:2°- (3-4)*=
i)(-4+3)3-64:(-2)*=

k) (6-9)2-(-3) (-7 +4)*=

m) (33 . 30 . 34)2=

A) [(-3)°: (=3)*F - (-3)°- (-3)* =
p) [(-2)°: (-2* P - (-2) - (-2)* =
r) 227 — V243 + V3 =

3-) Realiza las siguientes operaciones:
a)73-94=

c) -58 - (-62) =

e)9:[6:(-2)]=
g)-4-6+3-(-6)=
i)-2-(-4)+10+(-1) =

k) -(19 - 89 + 23) + (-71 + 44) =

m) 16 +[21 - (31 -60)] =

b) (-8) - (-2)*- (-2)°- (-2) =
d)23:23=

f)272:23=

h) =3 - [(-3)*)*- (-3)*=
j)22:23=
)[3-(-2)1*°-18:(-3) =
n)(3:3%)3=
0)32.3%.34=

q) [(=2)7%] 3+ (-2)*- (-2)* =
$)(=2)2:(=2)*- (-2)° =

b) 44 - (-15) =

d) 65 - (-49) =

f)-7- 9=
h)—4+(-8)-3+4=
j)70-(11-44)+(7-74) =

[)42:(-6)-10+(-27):(-3) =

n) 16 - [21 - (31 - 60)] =

17
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fi) 22 - [39 - (24 - 44)] = 0)-9-(-2)-4=
p)-4-(-6)-(-7)= q)-3-8-(-20) =

r)-14+3-(-8)-5+7=
t)-5-9-7-(-4)+2-6=
V)2-(9+6-14)=
Xx)9-15+(4-6-8-16)+9=
z2)6-(9-3)-3-(2-9)=
ab)1+[3+(-8-5-1)]-8=
ad)9+2-(7-11)=
af)5+3-(-4)-(-1)=
ah)3:-6+12:(-4)-4-=
aj)6-(7-3)+12:2-3=
al)-8:{-1+[3+(-2-8)]}+(-10) =
an) -5+(-6)-[8 -3+ (-1)] : (-2) =
ap)3-4-15:[-14-4-(2-7)-1] =
ar)4[1-(6:2-11)]-4[5-(7-3+38)] =
at)5-[6-2-(1-8)-3+6]+5=

s)12-[42 +(-5)] =
u)-13-(-3):(-9)+5-(-8) =
W)3-7+21-(16+9-4)+10=
y)4-(-25+12)-18-17+3 =
aa)5-[-2-(-1-(-8))-4]+6=
ac)-3+(-6)-[-4-(1-3)+1] =
ae)36-75:(3+14-2)=
ag)-6-(-7+9):(3-4)=
ai)24-(-5):2:15=
ak)(-2+3-9):-[-6—(-6)]-4+5=
am) (32-20):(-5+9) =

a0) 18: (-3) - (-2) - [10 - (-8) + (-3)] =
aq)2-(5-12)-4[6+2-(5-8-2)] =
as)14-2[4-(5-4)-2-3]:(-2) =
au) (23-24-90)-(23-5) =

av)(5+3:2:6-4)-(4:2-3+46):(7-8:2-2)2=
aw) [(17 - 15)3 + (7-12)2] - [(6 - 7) - (12 - 23)] =
ax)—[-1+(-2)-3+18]:[5+(-5)+4-6—(-8)] =
ay)-[-4-(8+8-3)+12]-{3-[-(9-4)+1]-4}=

Problemas de niimeros enteros

1.- Un emperador romano nacié en el afio 63 a. C. y murié en el 14 d. C. ¢ Cuantos afios vivié?

2.- Una bomba extrae el petréleo de un pozo a 975 m de profundidad y lo eleva a un depdsito
situado a 48 m de altura. ¢Qué nivel supera el petréleo?

3.- ¢Qué diferencia de temperatura soporta una persona que pasa de la cdmara de conservacion
de las verduras, que se encuentra a 42 C, a la del pescado congelado, que esta a -182 C? (Y si
pasara de la cdmara del pescado a la de la verdura?

4.- La temperatura del aire baja segun se asciende en la atmdsfera, a razén de 92 C cada 300 m. Si
la temperatura al nivel del mar en un punto determinado es de 02 C, {a qué altura vuela un avidn
si la temperatura del aire es de -81¢ C?

5.- En un depdsito hay 800 | de agua. Por la parte superior un tubo vierte en el depdsito 25 | por
minuto, y por la parte inferior por otro tubo salen 30 | por minuto. ¢Cuantos litros de agua habra
en el depdsito después de 15 minutos de funcionamiento?

6.- El nivel del agua en un embalse ha descendido 20 cm diarios durante 5 dias y seguidamente ha
subido 15 cm durante 4 dias. ¢ Cudl ha sido la variacidon del nivel en los 9 dias?

7.- En un almacén tuvieron 5200 € de beneficio en el primer mes, perdieron 950 € en el segundo
mes y ganaron 2500 € en el tercer mes. ¢ Tuvieron ganancias o pérdidas durante el trimestre? ¢A
cuanto ascendieron?

8.- Una pequeiia empresa ha obtenido los siguientes datos econdmicos durante los cuatro ultimos
trimestres:

ler trimestre: beneficio de 2625 €/mes
2° trimestre: pérdidas de 674 €/mes
3er trimestre: pérdidas de 450 €/mes
4° trimestre: beneficio de 1100 €/mes
¢Cual es el balance final?

Exterior
22°C
9.- Observa las temperaturas indicadas en el dibujo del frigorifico:
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Calcula la diferencia entre:

a) La temperatura exterior y el congelador.
b) La temperatura exterior y la nevera.

c) La neveray el congelador.

4- NUMEROS RACIONALES (FRACCIONES)

Concepto de fraccion
Una fraccién es el cociente de dos niumeros enteros a y b, que representamos de la siguiente
forma: % b+#0

b, denominador, indica el nUmero de partes en que se ha dividido la unidad.
a, numerador, indica el numero de partes elegidas.

La fraccion como partes de la unidad
El todo se toma como unidad. La fraccidn expresa un valor con relacidn a ese todo.

2
Un depdsito contiene 3 de gasolina. -

El todo seria el depdsito. La unidad equivale a 3/3, en este caso; pero en general seria una fraccién
con el mismo numero en el numerador y el denominador equivalente al nimero entero 1.

3 de gasolina expresa la relacidon existente entre la gasolina y la capacidad del depdsito: de sus

tres partes, dos estan ocupadas por gasolina.

La fraccion como cociente

Las fracciones indican una divisién, un reparto bien hecho, porque a cada uno le toca la misma
. . . 4

parte. Ejemplo: repartir 4 € entre 5 amigos: s = 0,8 €

Fraccion de un niimero

Para calcular la fraccion de un ndmero, multiplicamos el numerador por dicho nimero y el
resultado lo dividimos por el denominador.

2
Ejemplo: Calcular Ede 60€ 2 2-60=120 120:3=40¢€

Fracciones decimales

Las fracciones decimales tienen como denominador una potencia de 10.
23 12 3

100’ 1000’ 10
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Fraccion propia y fraccion impropia
Fraccién propia es la que tiene el numerador menor que el denominador. El valor de esta fraccion

) 4 10 58
es menor que la unidad: =,—,—
6’24’59
Fraccién impropia es la que tiene el numerador igual o mayor que el denominador:
5 88 42
4’8742

Las fracciones impropias pueden ser transformadas en nimeros mixtos.

Numeros mixtos
El nimero mixto o fraccion mixta esta compuesto de una parte entera y otra fraccionaria.

Para pasar de fraccién a nUmero mixto se divide el numerador por el denominador. El cociente
serd el entero del nUmero mixto y el resto de la divisidn serd el numerador de la fraccion, siendo el
denominador el mismo.
Ejemplo:

13 13 |5 3

13 s ,3

5 3 2 5
Para pasar de numero mixto a fraccién se multiplica el entero por el denominador, y lo que se
obtiene se suma al numerador. El resultado serd el numerador de la fraccion. El denominador serd
el que tenia el nimero mixto. Ejemplo:

2 26
4Z 4-6+2=26
6 6

Fracciones equivalentes
Dos fracciones son equivalentes cuando el producto de extremos es igual al producto de medios:

a

c . .
> =3 sia-d=b-c aydson los extremos b y c son los medios

. 4 8 .
Calcula si oY son equivalentes:

4-12 é=? 6-8 > 48 =48 > Sison equivalentes

Obtencion de fracciones equivalentes

Si se multiplica o se divide el numerador y el denominador de una fraccidon por un mismo nimero
distinto de cero, se obtiene una fraccién equivalente a la dada.

Si obtenemos fracciones equivalentes mediante multiplicaciones, se denominan fracciones

amplificadas:
5% 2 10

6 x2 12

5
6

Si obtenemos fracciones equivalentes mediante divisiones, se denominan fracciones simplificadas:
12 12:2 6

24 24:2 12
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Simplificacion de fracciones

Simplificar una fraccidn es convertirla en otra equivalente cuyos términos sean numeros mas
pequeiios. Para simplificar se divide el numerador y el denominador de la fracciéon por el mismo
numero que sea divisor de ambos.

Cuando una fraccién no se puede simplificar mas se dice que es irreducible y sus términos son
primos entre si.

Para simplificar una fraccién y obtener su fraccion irreducible, se calcula el maximo comun divisor
(MCD) del numerador y del denominador y se dividen ambos por dicho MCD.

36
Ejemplo: Vamos a simplificar la fraccién 2 hasta calcular su fraccién irreducible.

Calculamos el MCD del numerador y del denominador: MCD (24,36) = 12 y dividimos el numerador
y el denominador por él:
36:12
24:12

E Fraccion irreducible

2

Otro método, recomendado para fracciones con nimeros no muy grandes, seria simplificar por
divisiones sucesivas:

36:2 18:2 9:3 3

24:2 12:2 63 2

Reduccion a comun denominador

Reducir varias fracciones a comun denominador consiste en convertirlas en otras equivalentes que
tengan el mismo denominador. Para ello...

12 Se determina el denominador comun, que serd el minimo comun mdultiplo de los
denominadores.

22 Este denominador comun, se divide por cada uno de los denominadores, multiplicandose el
cociente obtenido por el numerador correspondiente.

2 5 1
Ejemplo: Reducir a comun denominador: —=,—,—
3°12°9
12=22-3
9 =32
mcm (3,12,9)=22-32=36
2 51 24 15 4
—_— — — ﬁ — — —
3’12’9 36°36°36

Suma y resta de fracciones

Tenemos dos opciones:
a) Para sumar o restar fracciones con el mismo denominador, se suman o restan los numeradores
y se mantiene el denominador:

3 6 346 9

1737 7 T %
b) Para sumar o restar fracciones con distinto denominador es preciso reducirlas primero a comun
denominador. Después, se suman o restan los numeradores y se mantiene el mismo

denominador. Se simplifica el resultado final siempre que se pueda.

8
15

24 30 —-6:3 -2

15

6
T 97 45 45 45:3
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Producto de fracciones

El producto de dos fracciones es otra fraccion que tiene por numerador el producto de los
numeradores y como denominador el producto de los denominadores.

3x5 15:3

AW
X
ol u
Il
Il
Il
| U

Cociente de fracciones

El resultado de dividir dos fracciones es otra fraccién que resultard de multiplicar la primera
fraccion por la inversa de la segunda.

Inversa de una fraccién es la misma fraccion, pero con los términos cambiados de sitio:

6 5
5 mversa 6

Para dividir fracciones hay que multiplicar por la inversa, lo que en la practica supone multiplicar
en cruz las fracciones originales. Observa bien el ejemplo:

5 _5X3_15

7°3° 772 14
En la practica seria asi:

52 5x3 15

73 7x2 14

Potencias de niumeros racionales

Realizar una potencia de un numero racional es sencillo, si recuerdas lo estudiado sobre las
potencias en los nimeros enteros, porque el proceso es el mismo.
e Si la base es positiva, el resultado es positivo, pero si la base es negativa el resultado
depende del exponente: si es par, positivo y si es impar, negativo.
e Para multiplicar potencias de nimeros racionales que tienen la misma base, se suman los
exponentes y se coloca la misma base.
e Para dividir potencias de numeros racionales que tienen la misma base, se restan los
exponentes y se coloca la misma base.
e Para hacer una potencia de potencia de numeros racionales se multiplican los exponentes
y se coloca la misma base.
e Cuando el exponente es cero, el resultado de la potencia es igual a 1.
e Cuando el exponente es negativo, el resultado de la potencia es igual a la inversa de
potencia con el mismo exponente, pero positivo.

Comparacion de fracciones

Si dos fracciones tienen el mismo denominador, es mayor la que tenga mayor numerador.
Ejemplo:

50 S 30 -3 S —-10

60 60 12 12

Si dos fracciones tienen distinto denominador, para compararlas se reducen a comun
denominador. Ahora que tienen igual denominador, se lleva a cabo como el primer apartado.
Ejemplo:

1 3 7 6

2777 12" 14
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Operaciones combinadas

Lo mismo que ocurre con el resto de los nimeros, si en una expresién con fracciones aparecen
distintas operaciones las resolveremos siguiendo la siguiente prioridad:

Si hubiera numeros mixtos los transformariamos a fracciones. Si hay potencias o raices las
operamos hasta que no las haya y después seguiriamos con el orden normal: los paréntesis,
después las multiplicaciones y divisiones y, por ultimo, las sumas y restas.

Recuerda lo explicado en el tema anterior porque se debe aplicar de la misma manera.

Ejercicios de fracciones

Resuelve las siguientes operaciones:

22,1 o4 1. 92,1
5 5 7 3 3 6
d)__gz e)§+—+—= f)géz
5 6 35
2 4 1 41
2-—= h)—:== =:3=
822 1355 )2
3 1 1 1 1 1 1
3 (G+s) = 0 (3+3) - (2+5) = )5 (G+3) =

3.1 3 1 1

2t _ s Nl——— =
p)s—1 = a) T — -—3

P 2— 1—=

6 3 4 2

S EETE”
OO @

23



CEPA Concha Casado PLS - Ambito Cientifico-Tecnolégico - Matematicas

Problemas de fracciones

1.- Para preparar un pastel, se necesita:

1/3 de un paquete de 750 g de azucar.

3/4 de un paquete de harina de kilo.

3/5 de una barra de mantequilla de 200 g.

Halla, en gramos, las cantidades que se necesitan para preparar el pastel.

2.- Una familia ha consumido en un dia de verano: Dos botellas de litro y medio de agua, 4 botes
de 1/3 de litro de zumo, 5 limonadas de 1/4 de litro. ¢Cuantos litros de liquido han bebido?
Expresa el resultado con un nimero mixto.

3.- Un cable de 72 m de longitud se corta en dos trozos. Uno tiene las 5/6 partes del cable.
¢Cudntos metros mide cada trozo?

4.- Una caja contiene 60 bombones. Eva se comid 1/5 de los bombones y Ana 1/2. ¢Cudntos
bombones se comieron Eva y Ana? ¢ Qué fraccion de bombones se comieron entre las dos?

5.- Ana ha recorrido 600 m, que son los 3/4 del camino de su casa al instituto. ¢ Qué distancia hay
de su casa al instituto?

6.- En las elecciones locales celebradas en un pueblo, 3/11 de los votos fueron para el partido A,
3/10 para el partido B, 5/14 para C y el resto para el partido D. El total de votos ha sido de 15.400.
Calcular:

1) El numero de votos obtenidos por cada partido.

2) El nimero de abstenciones sabiendo que el nimero de votantes representa 5/8 del
censo electoral.

7.- Dos automdviles A y B hacen un mismo trayecto de 572 km. El automovil A lleva recorrido los
5/11 del trayecto cuando el B ha recorrido los 6/13 del mismo. ¢Cual de los dos va primero?
¢Cudntos kildmetros llevan recorridos cada uno?

8.- Un padre reparte entre sus hijos 1.800 €. Al mayor le da 4/9 de esa cantidad, al mediano 1/3 y
al menor el resto. éQué cantidad recibio cada uno? ¢Qué fraccion del dinero recibio el tercero?

9.- Los 2/5 de los ingresos de una comunidad de vecinos se emplean combustible, 1/8 se emplea
en electricidad, 1/12 en la recogida de basuras, 1/4 en mantenimiento del edificio y el resto se
emplea en limpieza.

1) ¢Qué fraccidén de los ingresos se emplea en limpieza?

2) De acuerdo con la fraccion de ingresos empleada, ordena las partidas enumeradas de
menor a mayor.

10.- Alicia dispone de 300 € para compras. El jueves gastd 2/5 de esa cantidad y el sabado los 3/4
de lo que le quedaba. i Cuanto gasté cada dia y cuanto le queda al final?

5- NUMEROS DECIMALES

Concepto de numero decimal

Las fracciones que tienen por denominador la unidad seguida de ceros se llaman fracciones
decimales. Los numeros decimales se obtienen de hacer la divisién de las fracciones decimales.
Por extensiéon, de cualquier fraccion se obtiene un numero decimal realizando la division del
numerador entre el denominador.

24



CEPA Concha Casado PLS - Ambito Cientifico-Tecnolégico - Matematicas

Los numeros obtenidos tienen una parte entera y otra parte decimal. La parte entera esta a la
izquierda de la coma y la parte decimal, a la derecha.

PARTE ENTERA PARTE DECIMAL
CENTENA | DECENA [ UNIDAD | DECIMA | CENTESIMA [ MILESIMA | DIEZMILESIMA | CIENMILESIMA | MILLONESIMA

Para leer un niumero decimal se dice primero la parte entera, seguida de la palabra “unidades” o
“enteros” y después se lee la parte decimal acabando con el nombre del lugar que corresponde a
la Ultima cifra decimal.

28,64 = veintiocho unidades y sesenta y cuatro centésimas

0,045 = cuarenta y cinco milésimas.

0,0436 = cuatrocientas treinta y seis diezmilésimas.

Si afadimos o quitamos ceros a la derecha de un nimero decimal su valor no varia.

Por tanto, 3,45 = 3,450 = 3,45000 < 89,500 = 89,50 = 89,5

Tipos de nitmeros decimales

Decimales exactos. Son los que tienen un namero finito de cifras decimales.
Por ejemplo: 2,5 1,23 0,506

Decimales periddicos. Son los que tienen infinitas cifras decimales que se repiten.

Observa el ejemplo: g =1,212121 ..

El cociente es 1,21212121..., un numero decimal con infinitas cifras decimales que se repiten
indefinidamente. A estos nimeros se les llama decimales periddicos y a la cifra o conjunto de
cifras que se repiten se le llama periodo.

Este nimero se debe expresar asi: 1, 21

El arco encima del 21 indica que esta cifra se repite de forma indefinida.

Cuando en un numero decimal el periodo empieza justo detrds de la coma, se dice que el decimal
es perioddico puro.

Hay numeros en los que el periodo empieza justo detras de la coma y otros en los que hay alguna
cifra entre la coma vy el periodo. Por ejemplo: 1,916666...
Expresado como numero periédico seria: 1,916

Si entre la coma y el periodo hay una o varias cifras decimales, el decimal se llama periédico mixto.
A las cifras que hay entre la coma y el periodo se les llama anteperiodo.

Calculo de fracciones generatrices

Un ndimero decimal se puede escribir en forma de fraccion. A dicha fraccidn se le llama fraccidn
generatriz.
Decimales exactos: Podemos transformarlos al formato de fraccidn quitandoles la coma y

dividiendo por la unidad seguida de tantos ceros como cifras decimales tenia. Ejemplos:

25—25 123—123 0506—506
10 7100 ’ ~ 1000

Decimales periddicos puros: La fraccidon generatriz de un decimal periddico puro es una fraccion
gue tiene por numerador al propio numero, escrito sin los signos coma y periodo, menos el
nimero formado por las cifras anteriores a la coma. El denominador tiene tantos nueves como
cifras hay en el periodo. Ejemplos:
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36—-3 33 1523_1525—15_1510
9 9 S 99 99

Decimales periodicos mixtos: La fraccion generatriz de un decimal periddico mixto es una fraccién
gue tiene por numerador al propio numero, escrito sin los signos coma y periodo, menos el
nimero formado por todo lo no periddico. El denominador tiene tantos nueves como cifras hay en
el periodo seguidos de tantos ceros como cifras tenga la parte decimal no periédica. Ejemplos:

. 4625—146 4579

-~ 15125-1512 13613
4,625 15,125 = =

990 990 900 900

Operaciones con niimeros decimales

Para sumar o restar dos numeros decimales se colocan uno debajo del otro de forma que las
comas coincidan. Se realiza la suma o la resta, y se coloca la coma en la columna de las comas.

Para multiplicar dos numeros decimales se hace la multiplicacién como si fueran nimeros
naturales y en el producto se coloca la coma dejando a la derecha tantas cifras decimales como
tengan entre los dos factores.

Para multiplicar un nimero decimal por la unidad seguida de ceros, se desplaza la coma a la
derecha tantos lugares como ceros tiene la unidad. Si no hay suficientes lugares, se afiaden ceros a
la derecha del numero.

Para dividir un nidmero decimal por la unidad seguida de ceros, se desplaza la coma hacia la
izquierda tantos lugares como ceros tiene la unidad. Si faltan lugares, se rellenan con ceros.

Para dividir un nimero decimal por un nimero entero se empieza dividiendo la parte entera y en
el momento de bajar la primera cifra decimal, se pone una coma en el cociente y se continua la
division.

La division entre dos numeros decimales merece una atencién mayor y una explicaciéon mas
detallada.

Division de dos numeros decimales

En el divisor no puede haber nimeros decimales para poder hacer la divisiéon. Por tanto, para
dividir dos numeros decimales, lo primero que tenemos que hacer es quitar la coma del divisor.
Debemos desplazar la coma en el divisor tantos lugares como haga falta para que se salga del
numero y desaparezca. En el dividendo se desplaza la coma hacia la derecha tantos lugares como
lo hayamos hecho en el divisor. Si el dividendo no tiene cifras decimales o tiene menos que el
divisor, se afiaden ceros a la derecha.

Ejercicios de numeros decimales

1-) Realizar las siguientes operaciones con nimeros decimales:
3,6669 - 1.000 =

366,69 : 100 =

0,036-10=

14,36:10 =

0,000012 - 10.000 =

26



CEPA Concha Casado PLS - Ambito Cientifico-Tecnolégico - Matematicas

102,6 :1.000 =
0,261 - 100 =
5,06 : 100 =
324 -100 =
12,96:10 =

2-) Indica el tipo de numero decimal y halla la fraccion generatriz de cada uno de estos nimeros:

Numero Tipo de nimero Fraccion generatriz

34,568

0,2554

15,06

0,005

805,054

6,10

3-) Realiza estas operaciones SIN CALCULADORA:

2,26 + 25,004 + 145,02 = 25,045x1,43 =

215,456:1,4 = 1452,4:0,12 =

6- NOTACION CIENTIFICA

La notacidon cientifica sirve para expresar de forma abreviada numeros muy grandes o muy
pequeiios, facilitando su comprension.

Un nuimero escrito en notacion cientifica es el producto de dos numeros: el primero es un nimero
entero o uno decimal cuya parte entera tiene una sola cifra, que nunca sera el cero. El segundo
ndimero es una potencia de base 10.

Ejemplos de nimeros en notacidn cientifica: 3,4-103 1,28 - 10%3 5-10%

Cuando el numero a expresar es muy grande la potencia de 10 sera positiva mientras que, si el
nimero es muy pequefio, la potencia de 10 serd negativa. Ejemplos:
e Ladistancia de la Tierra a la Luna es de 384.000.000 m = 3,84 -10%8m
e El peso de una molécula de agua es de 0,00000000000000000000003 gramos = 3 - 1023
El exponente positivo indica los espacios que tenemos que desplazar la coma a la derecha:
2,543 - 10° = 2.543.000.000
El exponente negativo indica los espacios que tenemos que desplazar la coma a la izquierda:
3,768 - 10 = 0,00000003768
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La calculadora suele utilizar la notacion cientifica cuando debe mostrar un nimero de muchos
digitos que no caben en la pantalla. Si en algin momento aparece un numero del estilo del
siguiente ejemplo, se trata de un nimero escrito en notacién cientifica: 7.2 11 2> 7,2-10%

Ejercicios de notacion cientifica

1. Expresa en notacién decimal (no cientifica) los siguientes nimeros:
a) 8,54-107 b) 5,23 - 10* c)7,34-10°

2. Expresa en notacion cientifica:
1) 32.800.000.000 b) 0,000065 c) 654,23000

7- EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Concepto

Una expresidon algebraica es un conjunto de numeros y letras unidos por los signos de las
operaciones matematicas. Ejemplos:
El triple de un nimero = 3x

La suma de dos nimeros 2> x +y

. , x+y
La mitad de la suma de dos nimeros 2> T

Las expresiones algebraicas mas sencillas se laman monomios.

Monomio

Un monomio es una expresién algebraica formada por el producto de un niumero (coeficiente del
monomio) y unas letras que forman la parte literal.
El grado del monomio es la suma de los exponentes de la parte literal.

Ejemplos:

Monomio Coeficiente Parte literal Grado
3x 3 X 1
-2ab -2 ab 2
5x2 5 x2 2
2 2
) 2.2

. 4 — X 4
3 3 Y

Dos o mas monomios son semejantes si tienen idéntica parte literal:
3xy €-> -5xy =» semejantes
8x%y €= 8xy =» no semejantes

Suma y resta de monomios

La suma o resta de monomios sélo se puede realizar si los monomios son semejantes. El resultado
es otro monomio que tiene por coeficiente la suma o resta de los coeficientes de los monomios y
mantiene idéntica parte literal. Ejemplos:

3x + 2x = 5x 45x%y — 15x2y = 30x%y 2abc3 + 12abc® — 6abc® = 8abc?
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Producto y cociente de monomios

El producto de dos o mds monomios es otro monomio cuyo coeficiente es el producto de los
coeficientes y la parte literal es el producto de las partes literales.
El cociente de dos monomios es otro monomio cuyo coeficiente es el cociente de los coeficientes y
la parte literal es el cociente de las partes literales.
Ejemplos:

3x%y - 2x%y? = 6x8y3 24a*b%c®: 6a’bc = 4a’bc?

Valor numérico de una expresion algebraica

El valor numérico de una expresion algebraica es el nUmero que resulta al sustituir las letras por
nuimeros y realizar a continuacion las operaciones que se indican.

Ejemplo:

¢Valor numérico de 2x + 1 cuando x=17

Solucién:2-1+1=3

Igualdades notables

Cuando tenemos varios monomios, no semejantes, operandose entre ellos hablamos de un
binomio (si son dos monomios) o de un polinomio (si son tres monomios o mas).

Llamamos igualdades notables a ciertas expresiones cuyo desarrollo y aplicacidn resultan muy
Utiles para abreviar calculos con expresiones algebraicas.
Las principales igualdades notables son:

Cuadrado de una suma: (a + b)? = a® + 2ab + b?
Cuadrado de una diferencia: (a — b)?> = a* — 2ab + b?
Suma por diferencia: (a + b)(a — b) = a* — b?

Ejercicios de expresiones algebraicas
1-) Escribe en lenguaje algebraico:

El doble de un numero

El cuadrado de un numero mas 4 unidades

El doble de un nimero menos 3 unidades

La tercera parte de un numero

La diferencia de dos numeros

El doble de la suma de dos numeros

La suma de tres nUmeros consecutivos

El cuadrado de la suma de tres niumeros

2-) Completa la tabla:

Monomio Coeficiente Parte literal Grado

X

-5ab

X3

-2xy?

4xyz

-8a3b?
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3-) Realiza las siguientes operaciones:

5x% +3x°—2x* =

-6ab + 3ab—-2ab =

3x2 - 2xy - (-3xy?) =

12a3b%c*: 2ac3 =

X2 —Tx+ 2x2—Xx =

3x3—2x + 5x2 - x3 +4x% =

3Xy =Xy + 2Xy + 5Xx =2y +y + X =

4-) Halla el valor numérico:

3x—2 para x=1

§+1 para x=-1

x?-1 para x=-2

(a-b)-(a*b) para a=2 / b=-1

5-) Aplica las igualdades notables:

(x—1)°=

(a+6b)*=

(2a + 3b)(2a—3b) =

8- ECUACIONES DE PRIMER GRADO

Una ecuacion es una igualdad que se cumple para algunos valores de las letras.
Enla ecuacién: x+1=2 secumplelaigualdad paraelvalordex=1 2> 1+1=2

Los miembros de una ecuacién son cada una de las expresiones que aparecen a ambos lados del

signo igual.

Los términos son los sumandos que forman los miembros.

Primer miembro ‘ ‘ Segundo miembro

Términos: 2x

= 3x+2
Términos: 3x
+2

Las incognitas son las letras que aparecen en la ecuacion.

Las soluciones son los valores que deben tomar las letras para que la igualdad sea cierta.
Ejemplo: 2x-3=3x+2 > x=-5 porque 2-(-5)-3=3-(-5)+2

El grado de una ecuacién es el mayor de los grados de los monomios que forman sus miembros.

Tipos de ecuaciones segin su grado:

Ecuacion de primer grado = 5x+3 =2x+1

Ecuacion de segundo grado = 5x + 3 = 2x% + x
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Resolucion de ecuaciones de primer grado
En general para resolver una ecuacion de primer grado debemos seguir los siguientes pasos:

12 Quitar paréntesis.

22 Quitar denominadores.

32 Agrupar los términos en x en un miembro y los términos independientes en el otro.
42 Reducir los términos semejantes.

52 Despejar la incognita.

Ejemplos de resolucion de ecuaciones de primer grado:

e 2x=6
Despejamos la incégnita 2 x =

N | o
l
=
Il
w

e 2Xx—3=6+xX
Agrupamos los términos semejantes y los independientes en cada miembro.

AL CAMBIAR DE MIEMBRO CAMBIAN DE SIGNO

2X—3=6+X 2 2Xx—-x=6+3
Sumamos = x=9

e 2(2x-3)=6+xX
Quitamos paréntesis > 4x—6=6+Xx
Agrupamos términos y sumamos = 4x—-x=6+6
2> 3x=12

i N 12
Despejamos la incégnita 2 x = S X= 4

x—1 x—3
o =1

6 2
) x-1 3(x-3)
Restamos las dos fracciones 2> — . = -1
x—1-3(x-3)
T
Quitamos paréntesis, agrupamos y sumamos los términos semejantes >
x—1-3x+9 —2x+8 1

=-1->
6 6

Quitamos el denominador.

AL CAMBIAR DE MIEMBRO CAMBIAN DE SIGNO O DE OPERACION

—2x+8
Z =—1> 2x+8=-6

Despejamos la incégnita = -2x=-6—8
> -2x=-14
2>x = __—124 >x=17
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. %(2x+4)=x+19

Resolucion:
32x+ 4)
—=x+19
6x + 12
— =x+4+19

6x + 12 = 4(x + 19)
6x + 12 = 4x + 76
6x — 4x = 76 — 12
2x = 64
64

- 32
=5

Ejercicios de ecuaciones de primer grado
Resuelve las siguientes ecuaciones:

a-)4x=6+x b-)5-3x=-4x+6
¢-)-3-2x=-5 d-) 8-7x = -5x + 4
e-)3x-5-3x=1-2x f-) 8x +5(10 - x) = 110

g-) 4x+2(31-x)=98 h-) 2(x+5)-5x-9=2-3(-3 +2x)

i-) 2x + 84 - x = 154
k-)8+x=7(6-x)—4

m-) (x + 65) + x + (x - 200) = 3000
f-) 95 =x+ 14 + 4(x - 6)

p—)x+x+§+§+15=375

x)2(=4+32) — (-2 —x) =22 +>

j-) 5(x-2)-2(3-3x)=-10
l-) x-3(4-x)-5=-x
n-) (15 -x)(92 + 23) = 1380

0-) 10000 = 15x+ 10(750 - X)
2 6

X
P3+573

9E-2-io1-g

u-)2(x+1)-3(x-2)=x+6

)3x+1 2—4x _ —5x—4 + 7x

7 3 14 6
3+2x 1
V)i = 3
3+5x 4

Resoluciéon de problemas mediante ecuaciones de primer grado
Para resolver problemas mediante ecuaciones debemos seguir el siguiente proceso:
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COMPRENSION
DEL PROBLEMA

Leer el problema detenidamente para:
1. Entender el problema
2. Identificar la incdgnita

‘ PARTE
MATEMATICA

Ttilizar las matematicas para;
1. Traducir el enunciade a una ecuacidn
2 Eesolver la ecuacidn plante ada

| CONCLUSION

Dar una solucidn escrita para conte star

al problema planteads, para ello;

1. Comprobar la solucidn.

2. Expresar con palabras la solucidn
encontrada

Ejemplo: Si restamos 12 a un numero lo reducimos a su tercera parte.

Identificar la incégnita: x (el nimero que nos piden)
Plantear la ecuacion:

X
x—12 = 3

Resolver la ecuacién: 3x — 36 = x
3x—x=36
2x =36
x=18

Expresar con palabras la solucién: El nimero pedido es el 18
Es muy conveniente comprobar la solucién:

18-12=6
6=6

18_

T =

Problemas de ecuaciones de primer grado

1.- Un padre tiene 35 anos y su hijo 5. ¢Al cabo de cuantos afios sera la edad del padre tres veces
mayor que la edad del hijo?

2.- Si al doble de un numero se le resta su mitad resulta 54 ¢Cual es el nUmero?

3.- La base de un rectangulo es doble que su altura. é{Cuéles son sus dimensiones si el perimetro
mide 30 cm?
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4.- En una reunion hay doble nimero de mujeres que de hombres y triple nimero de nifios que de
hombres y mujeres juntos. ¢Cuantos hombres, mujeres y nifios hay si la reunién la componen 96
personas?

5.- Se han consumido 7/8 de un bidon de aceite. Reponemos 38 | y el bidon ha quedado lleno
hasta sus 3/5 partes. Calcula la capacidad del bidén.

6.- Una granja tiene cerdos y pavos, en total hay 35 cabezas y 116 patas. ¢ Cuantos cerdos y pavos
hay?

7.- Luis hizo un viaje en el coche, en el cual consumid 20 | de gasolina. El trayecto lo hizo en dos
etapas: en la primera, consumié 2/3 de la gasolina que tenia el depédsito y en la segunda etapa, la
mitad de la gasolina que le queda. Se pide:

1¢ litros de gasolina que tenia en el depdsito

29 litros consumidos en cada etapa

8.- En una libreria, Ana compra un libro con la tercera parte de su dinero y un cémic con las dos
terceras partes de lo que le quedaba. Al salir de la libreria tenia 12 €. { Cuanto dinero tenia Ana?

9.-Halla el valor de los tres dngulos de un tridangulo sabiendo que B mide 40° mas que Cy que A
mide 40° mds que B.

10.- Se reparten bombones entre tres nifios. Al 22 le dan el doble que al primero y al tercero el
triple que al segundo. Si el total es de 18 bombones. ¢ Cudntos bombones dan a cada nifio?

11.- Un hombre legd su fortuna de la siguiente manera: la mitad para su esposa, la tercera parte
para su hijo, la octava parte para su sobrina y 180 € a una institucién benéfica ¢Cuanto dinero
poseia?

12.- Las dos cifras de un nimero son consecutivas. La mayor es la de las decenas y la menor la de
las unidades. El niUmero es igual a seis veces la suma de las cifras. ¢ Cudl es el nUmero?

13.- Las tres cuartas partes de la edad del padre de Juan excede en 15 afios a la edad de éste. Hace
cuatro afos la edad del padre era doble de |la edad del hijo. Hallar las edades de ambos.

14.- El perimetro de un rectangulo mide 34 m. Calcula sus dimensiones sabiendo que la base mide
7 m mas que la altura.

Moviles

Para plantear problemas sobre maéviles que llevan velocidad constante se utilizan las férmulas del
movimiento rectilineo uniforme: espacio = velocidad x tiempo 2> e=v -t

ler caso: Los moviles van en sentido contrario

A C B

eAB = eAC + eCB (La distancia total = a la + de las distancias recorridas por cada coche).

Ejemplo:
Dos ciudades A y B distan 300 km entre si. A las 9 de la mafiana parte de la ciudad A un coche
hacia la ciudad B con una velocidad de 90 km/h, y de la ciudad B parte otro hacia la ciudad A con

34



CEPA Concha Casado PLS - Ambito Cientifico-Tecnolégico - Matematicas

una velocidad de 60 km/h. Se pide: 1) El tiempo que tardaran en encontrarse. 2) La hora del
encuentro. 3) La distancia recorrida por cada uno.
1) Tardan en encontrarse: x horas
90x + 60x = 300 150x =300 2 x =2 horas.
2) Si han salido a las 9h y tardan 2h, se encontrardn a las 11 de la mafiana.
3) Recorre el 1°90 - 2 = 180 km
Recorre el 2°60 - 2 =120 km

2° caso: Los moviles van en el mismo sentido

A B C
| | |
| T 1

eAC-eBC=e AB

Ejemplo:
Dos ciudades Ay B distan 180 km entre si. A las 9 de la mafana sale un coche de cada ciudad y los
dos coches van en el mismo sentido. El que sale de A circula a 90 km/h, y el que sale de B va a 60
km/h. Se pide: 1) El tiempo que tardaran en encontrarse. 2) La hora del encuentro. 3) La distancia
recorrida por cada uno.
1) Tardan en encontrarse: x horas
90x - 60x = 180 30x =180 X = 6 horas. O también: Lo que recorre el mas rdpido es = a lo
gue recorre el mas lento + la ventaja (90x = 60x + 180)
2) Se encontrardn, si han salido a las 9h y tardan 6h: 9+ 6 =15 h. a las 3 de la tarde.
3) Recorre el 1290 - 6 = 540 km

Recorre el 2260 - 6 = 360 km

3¢" caso: Los moviles parten del mismo punto y con el mismo sentido
e 1 =e 2 (el espacio que recorre el 12 es = al espacio que recorre el 22 pero hay un desfase de
tiempo)

Ejemplo:

Un coche sale de la ciudad A a la velocidad de 90 km/h. Tres horas mas tarde sale de la misma
ciudad otro coche en persecucién del primero con una velocidad de 120 km/h. Se pide: 1) El
tiempo que tardara en alcanzarlo. 2) La distancia a la que se produce el encuentro.

1) Tardan en encontrarse: x horas

(Cuando sale el 29, el primero lleva circulando 3h y lleva recorrido 3 - 90 km = 270 km) 90x + 3 -
90=120x > 270=120x-90x —> 30x=270 > x=9 horas

2) Se produce el encuentro a 120 - 9 = 1080 km

Problemas sobre moviles

1.- Dos ciudades A y B distan 360 km entre si. A las 10 de la mafiana parte de la ciudad A un coche
hacia la ciudad B con una velocidad de 80 km/h, y de la ciudad B parte otro hacia la ciudad A con
una velocidad de 100 km/h. Se pide:

1) El tiempo que tardardn en encontrarse.

2) La hora del encuentro.

3) La distancia recorrida por cada uno.

2.- Dos ciudades A y B distan 150 km entre si. A las 9 de la mafiana sale un coche de cada ciudad y
los dos coches van en el mismo sentido. El que sale de A circula a 120 km/h, y el que sale de Bva a
90 km/h. Se pide:
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1) El tiempo que tardaran en encontrarse.
2) La hora del encuentro.
3) La distancia recorrida por cada uno.

3.- Un coche sale de la ciudad A a la velocidad de 80 km/h. 4 h mds tarde sale de la misma ciudad
otro coche en persecucion del primero con una velocidad de 120 km/h. Se pide:

1) El tiempo que tardard en alcanzarlo.

2) La distancia a la que se produce el encuentro.

4.- Un camidn sale de una ciudad a una velocidad de 40 km/h. Una hora mas tarde sale de la
misma ciudad y en la misma direccion y sentido un coche a 60 km/h. Se pide:

1) Tiempo que tardara en alcanzarle.

2) Distancia al punto de encuentro.

5.- Dos ciclistas salen en sentido contrario a las 9 de la mafiana de los pueblos A y B situados a 130
kilbmetros de distancia. El ciclista que sale de A pedalea a una velocidad constante de 30 km/h, y
el ciclista que sale de B, a 35 km/h. ¢ A qué distancia de A se encontraran y a qué hora?

Mezclas

Problemas de ejemplo resueltos:

1.- Un comerciante tiene dos clases de café, la primera a 40 € el kg y la segunda a 60 € el kg.
¢Cudntos kilogramos hay que poner de cada clase de café para obtener 60 kilos de mezcla a 50 € el
kg?

12 clase 22 clase total
N2 de kg X 60 - x 60
valor 40 - x 60(60 — x) 60 - 50

40x + 60(60—x) =60-50 = x =30
60 — 30 =30 > Sol: Tenemos que mezclar 30 kg de la 12 clase y otros 30 de la 22 clase.

2.- Un comerciante tiene dos clases de café, la primera a 15 € el kg y la segunda a 20 € el kg.
¢Cuantos kilos hay que poner de cada clase de café para obtener 100 kilos de mezcla a 16 € el kg?

12 clase 22 clase total
N2 de kg X 100 - x 100
valor 15 - x 20(100 —x) 100 - 16

15x +20(100—x) =100-16 - x=80
100-80 =20 -> Sol: Tenemos que mezclar 80 kg de la 12 clase y otros 20 de la 22 clase.

3.- Se tienen dos lingotes de plata, uno de ley 0,750 y otro de ley 0,950. { Qué peso hay que tomar
de cada lingote para obtener 1800 g de plata de ley 0,9007?

12 clase 22 clase total
Nedeg X 1800 - x 1800
valor 0,750 - x 0,950(1800 — x) 0,900 - 1800

0,75x + 0,95(1800 - x) =0,9 - 1800 - x =450

1800 — 450 = 1350 - Sol: Tenemos que mezclar 450 g de la 12 ley con otros 1.350 g de la 22 ley.
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9- SISTEMA DE ECUACIONES

Dos ecuaciones con dos incégnitas forman un sistema, cuando lo que pretendemos de ellas es
encontrar su solucion comun. {ﬁr\’ +hy = ¢,

8% + by = Cy

Para resolver un sistema de ecuaciones existen distintos métodos: sustitucion, reduccidén e
igualacion.
Emplear uno u otro es un tema de practica o simplicidad.

Resolucion de sistemas de ecuaciones por el método de sustitucion

[y

Se despeja una incdgnita en una de las ecuaciones.

Se sustituye en la otra ecuacion, obteniendo una ecuacidn con una sola incégnita.

Se resuelve la ecuacion.

El valor obtenido se sustituye en la ecuacidén en la que aparecia la incognita despejada.
52 Los dos valores obtenidos constituyen la solucion del sistema.

W N

o
(]
(]
o

S

Ejemplo:
3x —4y =-6
{Zx +4y =16
12 Despejamos una de las incégnitas en una de las dos ecuaciones. Elegimos la incégnita que tenga
menos trabajo a la hora de despejarla:
2x=16—-4y > x=8-2y
29 Sustituimos en la otra ecuacion la variable x, por el valor anterior:
3(8—-2y)—4y=-6
32 Resolvemos la ecuacion obtenida:
24-6y—-4y=-6 2 y=3

49 Sustituimos el valor obtenido en la variable despejada:
x=8-2-3 >x=2
=2

592 Solucioén: {x _
y=3

Resolucion de sistemas de ecuaciones por el método de igualacion

12 Se despeja una misma incognita en cada ecuacion y se igualan.

22 Se resuelve la ecuacion.

3¢ El valor obtenido se sustituye en cualquiera de las ecuaciones iniciales y se halla el otro valor.
42 Los dos valores obtenidos constituyen la solucion del sistema.

Ejemplo:
{3x—4y=—6
2x +4y =16
_ —6+4y
X="3 —6+4y 16 —4y B
16-4y > 3 ~— 5 ~¥=3
X =—

3x—4:-3=-6 > x=2

x=2

Solucién: {y — 3
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Resolucion de sistemas de ecuaciones por el método de reduccion

12 Se igualan dos términos con la misma incdgnita en ambas ecuaciones y se reducen
(sumandolos o restandolos) quedando una sola ecuacion.

22 Se resuelve la ecuacion.

3¢ El valor obtenido se sustituye en cualquiera de las ecuaciones iniciales y se halla el otro valor.
42 Los dos valores obtenidos constituyen la solucion del sistema.

Ejemplo:
3x —4y = —6
{Zx +4y =16
3x —4y =—6
{Zx +4y =16
5x =10
X=2

2:2+4y=16 > y=3
Solucién: {x =2
y=3
Ejercicios de sistemas de ecuaciones

Resuelve:

a) {2x+3y= -1

4x — 3y = -2
x +
Y=x—1 x+3
c) <x2y d){ }’:5
Y 2
2 v+l 3x —y =5y
Xy
) )2%37% 9 {5x—y=7
X —
Tiy=1 2x + 3y 4
3
2(x+y)
) {5x+y=—1 h) 3(y —x)
10x — 2y =10 —2+x—y

Grna—y "

Problemas de sistemas de ecuaciones

1.- La suma de dos numeros es 32 y uno de ellos es la séptima parte del otro. Halla los dos
ndmeros

2.- éCual es el area de un rectangulo sabiendo que su perimetro mide 16 cm y que su base es el
triple de su altura?

38




CEPA Concha Casado PLS - Ambito Cientifico-Tecnolégico - Matematicas

3.- Una granja tiene pavos y cerdos, en total hay 58 cabezas y 168 patas. ¢ Cuantos cerdos y pavos
hay?

4.- Antonio dice a Pedro: "el dinero que tengo es el doble del que tienes tu", y Pedro contesta: "si
tu me das seis euros tendremos los dos igual cantidad" ¢ Cuanto dinero tenia cada uno?

5.- Halla dos nimeros sabiendo que uno es triple que el otro y su suma es 20.

6.- Luis tiene 16 afios mas que Manuel y dentro de 4 afios tendrd el doble. {Qué edad tiene cada
uno?

7.- Si dos numeros son tales que uno es el cuadruplo del otro y su suma es 125 ¢Cuales son esos
ndmeros?

8.- El perimetro de un rectangulo mide 34 m. Calcula sus dimensiones sabiendo que la base mide 7
m mas que la altura.

10- ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO

Una ecuacion de segundo grado es toda expresion de la forma: ax>+ bx +c=0 siendo a # 0.

—b+vb2-4ac

Se resuelve mediante la siguiente férmula: X = ———

2a
Ejemplos:
x*-Bx+6=0 5
X, ===3
X=51«,’52—4-6=5¢J§5—24=5¢J1'=5¢1=/ 2
2 2 2 2 4
\X2=§=2
2xt-Tx +3=0 .
K, =—==3
X=7iqf72—4-2-3=7¢J49—24=7¢E=7¢5=/ 4
4 4 4 4
\X =E=l
=4 02
Si a es negativo, multiplicamos los dos miembros por -1:
-x?+7x -10=0
(-1} [-x*+7x-10) = (-1} 0
x¥2-Tx+10=0 L 10,
= — -
X=7i«f’72—4'10=7i\."49—40=71~J§=7i3=/ 2
2 2 2 2 4
-2=-2
Ny Xy 5

Sin haber multiplicado por -1 también hubiera salido
correctamente, pero CUIDADO con los signos en la formula.
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Resolucion de ecuaciones incompletas

Una ecuacion de segundo grado es incompleta cuando le falta alguno de los términos que no son
de grado dos.

Ecuaciones del tipo ax?> +c =0

Despejamos x 2> x =+ %C

Las dos soluciones son el mismo numero con distinto sigho en cada caso.

Ejemplo:
2x>-8=0
8 =
2x2=8 - x? == - x=i\/1={x1_+2
2 xZ——Z

Ecuaciones del tipo ax? + bx =0

Sacamos factor cominalax =2 x(ax+b)=0
Una solucidn siempre serd x = 0 y la otra sale de despejar x en la expresién ax+b =0

Ejemplo:
3x2+4x=0
X(3x+4)=0—->x=0
2> 3x+4=0
x=-4/3

Ejercicios resueltos de ecuaciones incompletas:
1-)x*-9=0
x*=9>x=43

2-)3x2-6x=0
Xx(3x—6)=0
x=0

3x=6

Xx=2

Ejercicios de ecuaciones de segundo grado

1-)x*=2x+1=0 8-)4x>—-6x+2=0
2-)x*+x-2=0 9-)x2+4x=0
3-)-x2+4x+7=0 10-) x* + (x + 2)> =580
4-)2x—3=1-2x+x? 11-)-2x2+6x=0
5-)6x2-5x+1=0 12-) (x +1) (2x—=2) =32
6-) x2—10x+24=0 13-) -4x*+36=0
7-)3x*-27=0 14-) -x*-5x=0
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Problemas de ecuaciones de segundo grado

1.- La suma de dos numeros es 5 y su producto es —-84. Halla dichos numeros.

2.- Para vallar una finca rectangular de 750 m? se han utilizado 110 m de cerca. Calcula las
dimensiones de la finca.

3.- La diferencia entre la base y la altura de un rectangulo es 4 m. Halla las dimensiones sabiendo
que el drea es 60 m?,

4.- El drea de un cuadrado es 144 m?. Calcula su lado.

5.- El producto de dos numeros es 675. Calcula dichos nimeros sabiendo que uno es el triple del
otro.

6.- Un jardin rectangular de 50 m de largo por 34 m de ancho estda rodeado por un camino
uniforme de arena. Halla la anchura de dicho camino si su area es 540 m?.

7.- Dentro de 11 afios, la edad de Pedro sera la mitad del cuadrado de la edad que tenia hace 13
afios. Calcula la edad de Pedro.

11- FUNCIONES

Coordenadas en el plano

Para representar los puntos en el plano, necesitamos dos rectas perpendiculares, llamados ejes
cartesianos o ejes de coordenadas:

&
i
Y

§ Eje de ordenadas

« Pl%.vi

<3

o 10(0, 0] Eje de abscisas

et T S 1 . Sy
0. .8 8 4 .2 : 2 4 8 8 X

o

»3

La

B Y 1T T -y SN

El eje horizontal se llama eje X o eje de abscisas.

El eje vertical se llama eje Y o eje de ordenadas.

El punto O, donde se cortan los dos ejes, es el origen de coordenadas.

Las coordenadas de un punto cualquiera P se representan por (x, y).

La primera coordenada se mide sobre el eje de abscisas, y se la denomina coordenada x de un
punto o abscisa de un punto.

La segunda coordenada se mide sobre el eje de ordenadas, y se le llama coordenada y de un
punto u ordenada de un punto.

Representacion grdfica de puntos

Los ejes de coordenadas dividen al plano en cuatro partes iguales y a cada una de ellas se les llama
cuadrante.
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Y
22 cuadrante 4 |  1¢ cuadrante Signos
21 Abscisa  Ordenada
6 -4 -2 0|2 4 6 1¢" cuadrante + +
' ' o2l ' ' X 29 cuadrante - +
3® cuadrante -4 |  42cuadrante 3 cuadrante - -
-6 L 49 cuadrante + -

El origen de coordenadas, O, tiene de coordenadas: (0,0)
Los puntos que estan en el eje de ordenadas tienen su abscisa igual a 0.
Los puntos situados en el eje de abscisas tienen su ordenada igual a 0

Ejercicio: Representa en los ejes de coordenadas los puntos:
A (11 4)1 B (_31 2)1 C (OI 5)1 D (_41 _4)1 E (_51 O)I F (41 _3)1 G (41 O)I H (Or _2)

I
Ic

Tablas de valores

Una tabla es una representacion de datos, mediante pares ordenados. Expresan la relacion
existente entre dos magnitudes o dos situaciones. La siguiente tabla nos muestra la variacién del
valor de la compra de patatas, segun el nUmero de kilogramos que compremos, con un mismo
precio de 2 €/kg:

Kg de patatas 1 2 3 4 5

Valor de la compra 2 4 6 8 10

La siguiente tabla nos indica el numero de alumnos que consiguen una determinada nota en
examen:

4 5 6

Nota 0 1 9 10
N2 de alumnos 1 1 2

7
7 1

8
4

2 3
2 3

6 11 12

Representacion grdfica
Una gréfica es la representacidén en unos ejes de coordenadas de los pares ordenados de una
tabla. Las graficas describen relaciones entre dos variables.
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La variable que se representa en el eje horizontal se llama variable independiente o variable x.

La que se representa en el eje vertical se llama variable dependiente o variable y.

La variable y esta en funcién de la variable x.

Una vez realizada la grafica podemos estudiarla, analizarla y extraer conclusiones.

Para interpretar una grafica, hemos de observarla de izquierda a derecha, analizando cdmo varia
la variable dependiente y al aumentar la variable independiente x.

Kg de patatas 1(2|3(4|5

Valordelacompra |2 4|68 10 ol
o
En esta grafica podemos observar que a medida que j/
compramos mas kilos de patatas el precio se va g i
incrementando: ; l 2
Nota 0(1(2|3/4|/5|6]7|8[9]10
N2dealumnos |1 1|2 |3]|6[11|12|7(4]2] 1
9 ; En esta grafica observamos que la mayor parte de
los alumnos obtienen una nota comprendida entre 4
y7:
3]

Concepto de funcion

Una funcién es una relacion entre dos magnitudes, de tal manera que a cada valor de la primera le
corresponde un Unico valor de la segunda.

Ejemplo:

Funciodn, tabla de valores y representacién grafica de las patatas a 2 €/kg.
Funcién: y = 2x

x es la variable independiente, son los kg de patatas.

y es la variable dependiente (depende de los kg) lo que hay que pagar. *

Tabla de valores:

Kg de patatas 1(2(3(4]| 5

Valordelacompra |2 |4|6|8]|10

Representacion grafica: Y/
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Dominio e imagen de una funcion

Se llama dominio o conjunto origen de una funcién al conjunto de valores que puede tomar la
variable independiente (x).

Se llama imagen o conjunto imagen de una funcién al conjunto de valores que puede tomar la
variable dependiente (y).

El dominio son los valores que nosotros podemos dar a la letra x mientras que el conjunto imagen
son los valores que puede devolvernos la funcidén en la letra y.

El conjunto imagen también recibe el nombre de recorrido de la funcién.

Continuidad y discontinuidad

Las funciones continuas se pueden entender como aquellas que al dibujar su grafica podemos
hacerlo sin levantar el lapiz del papel.

Diremos que una funcién es discontinua, en un punto, si no es posible dibujar toda la gréfica de la
funcidn, pasando por ese punto, sin levantar el |apiz del papel.

y
y
= X | : X
continua‘—‘—’ continua
Continua discontinuidad

Crecimiento y decrecimiento
Una funcidn es creciente si al aumentar los valores de x aumentan también los valores de y.
Una funcién es decreciente si al aumentar los valores de x disminuyen los valores de y.

Una funcién es constante si el valor de y es siempre el mismo aunque demos diferentes valores a
X.

y Y
i
y
L 2 L
: —1 : .
X Xz x X1 Xo x X X2 x
Funcién creciente Funcidn decreciente Funcion constante

Mdximos y minimos
Se dice que una funcién continua tiene un maximo en un punto si a su izquierda la funcién crece y
a su derecha disminuye. Andlogamente se dice que

una funciéon continua tiene un minimo en un punto Maximo

si a su izquierda la funcién decrece y a su derecha
crece.

Ejemplo: En la grafica aparece el cambio en las
temperaturas que se alcanzan en un pueblo durante
15 horas. Vemos que la temperatura maxima es de
28°Cy la minima, de 8°C. El maximo de la funcién es i
el punto (4,28) y el minimo, el (13,8). -

Temperatura (°C)
>

Minimo

i S | | 1 1 | L
8 9 10 11 12 13 14
Tiempo (h)

w

g
o) o=
fo
~ 4+
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Tipos de funciones

Funcion lineal

La funcion lineal es del tipo: y =mx

Su grafica es una linea recta que pasa por el origen de coordenadas.

La funcion del ejemplo anterior (la del precio en funcidn de la cantidad comprada de patatas) es
una funcidn lineal.

Funcion afin

La funcion afin es del tipo: y=mx+n
Ejemplo:

En un taxi, x son los km que dura el viaje, 0,5 € el precio del km y 3 € la bajada de bandera.
Como podemos observar la funcién relaciona dos variables: x e y.

x es la variable independiente, son los km que recorremos.

y es la variable dependiente (depende de los km que dure el viaje)

El precio de un viaje en taxi viene dado por la funcién: y=3+0,5 x

Las funciones se representan sobre ejes cartesianos para estudiar mejor su comportamiento.
Tabla de valores: a0

X 10km | 20 km | 30 km
y=3+0,5x| 8€ 13 € 18 €

En las funciones lineales m es la pendiente.
Dos rectas paralelas tienen la misma pendiente. ; ———— 71—

En las funciones afines n es la ordenada en el origen y nos o] indica
el punto de corte de la recta con el eje de ordenadas. .
Ejemplo: N G e
=2x+3 > { B
Y n=3

/ ©,3)
o

-4 ;/ 0 2 4 &

Cuando la funcién tiene una

Funcidn cuadrdtica. La parabola

% ¥ X| 011 2]3|-1]-2]-3] expresidn de segundo grado del
16 | vlol1lalal1]|a]e| tipoy=ax?+bx+c decimos que
I \ 1} ,’ se trata de una funcién
A ) fl | cuadratica. La representacién
\ 127 | - Ejemplo de grafica es una parabola.
\- 10 3 / representacion
I/ de la funcién Para hallar el valor maximo o
\\ F \l/' y=x2 minimo que alcanza la funcién
\ | H V| se busca primero el valor de x
\ s I | utilizando la férmula:
NI b / | — —b
NI "2
ElERE] + ) T 4 Con ese valor se busca el valor

de la y. Ese serda el maximo o
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minimo buscado.

Ejemplo: hallar el valor minimo

dey=x%>+2x-3
X = —_b=—_2=_1
2a 21 .

Aplicamos el valor hallado x = -1 ; ;
I

._.
i
a4
[

alafuncion:y=(-1)2+2(-1)-3=1-2-3=-4

El signo del coeficiente del término de segundo grado (b)
determina el sentido de las ramas de la parabola.
Si es positivo la parabola es concava y si es negativo es convexa.

(-1,-4)

¥ v

. !/ -

cédncava convexa

Funcion exponencial

La funcién exponencial es del tipo: y = a*

La funcién que a cada numero x le hace corresponder la potencia a*se llama funcién exponencial
de base a y exponente x.

Ejemplo: f(x)=2" H;
.
o 1] -

[

Funciones definidas a trozos

La mayoria de las funciones que solemos encontrarnos estan definidas mediante una Unica
férmula. Existen otras funciones que estan definidas por expresiones diferentes en distintas partes
de su dominio. Estas funciones se dice que estan definidas a trozos.
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y = {3x +1 stx <0 es una funcidn definida a trozos.

X six>0

Para su representacion se harian dos tablas de datos, una para datos
negativos (x < 0) y la otra para los positivos (x > 0).
Se representarian las dos partes en una misma gréfica:

Ejercicios y problemas de grdficas y funciones

1.- Realiza la tabla de valores y representa las siguientes funciones:
1
a)y=x b)y=-2x+1 cy=2x-1 d)y=Ex—1

2.- Tres kilogramos de boquerones valen 18 €. Escribe la funcién, haz la tabla de valores y
representa la funcidn que define el coste de los boquerones en funciéon de los kilogramos
comprados.

3.- En las 10 primeras semanas de cultivo de una planta, que media 2 cm, se ha observado que su
crecimiento es directamente proporcional al tiempo, viendo que en la primera semana ha pasado
a medir 2,5 cm. Establecer una funcidn afin que dé la altura de la planta en funcién del tiempo y
representar graficamente.

4.- Cuando se excava hacia el interior de la tierra, la temperatura aumenta con arreglo a la
siguiente formula: t = 15 + 0,01h. Donde t es la temperatura alcanzada en grados centigrados y h
es la profundidad, en metros, desde la corteza terrestre. Calcular:

1. ¢Qué temperatura se alcanza a los 100 m de profundidad?

2. ¢Cudntos metros hay que excavar para alcanzar una temperatura de 1002 C?

5.- Un grifo, que gotea, llena una probeta dejando caer cada minuto 0,4 cm® de agua. Expresa la
funcidn, tabla de valores y representa la funcidn.

6.- Por el alquiler de un coche cobran 100 € diarios mas 0,30 € por kilémetro. Expresa la ecuacién
de la recta que relaciona el coste diario con el nimero de kilémetros y represéntala. Si en un dia
se ha hecho un total de 300 km, é¢qué importe debemos abonar?

7.- Averigua el dominio y el recorrido de las siguientes funciones expresadas por las graficas:
T

.-—-------1
Ladactoanacand
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8.- La grafica muestra el perfil de una etapa de una vuelta ciclista. Haz un estudio indicando su
dominio y su recorrido, su crecimiento o decrecimiento, su continuidad, y sus maximos y minimos.

Altura (m)

501

10 Distancia (km)

9.- Representa la siguiente funciony = x2 —4x + 4

-1 six <1

. iQué tipo de funcion es? Determinar
x+1 six>1 Q P

10.- Representar la funcién y = {

algunas de sus caracteristicas.

12- ESTADISTICA

Muchos estudios estadisticos comienzan con una pregunta o preguntas sobre un tema concreto.
En estos casos en primer lugar habrd que crear un cuestionario o caracter estadistico.

Al conjunto total de personas o de objetos de los que nos interesa conocer una determinada
opinidn o caracteristica es a lo que llamaremos poblacién. Individuo es cada uno de los elementos
gue forman parte de la poblacion. Muestra es una parte del total de la poblacién que se va a
estudiar a la que se somete al cuestionario. Tamano de una muestra es el nimero de individuos
qgue la forman.

Al conjunto final de respuestas obtenidas le llamamos variable estadistica. Dependiendo del tipo
de cardacter que se esté estudiando, las respuestas, las variables, se pueden clasificar en:

Tipos de variables o caracteres estadisticos Ejemplos

Cualitativas (aquellas que se pueden observar, pero no se Provincia natal, estado civil,
pueden medir numéricamente) nacionalidad...
L Discretas (toman valores N2 de coches que pasan por un
Cuantitativas (aquellas que se . o .
) aislados) peaje, n2 de horas de estudio...
pueden medir y expresar con - . —
- Continuas (toman cualquier | Altura de la poblacién,
valores numéricos) )
valor de un intervalo) temperatura, peso...

Una vez hemos recogido los datos debemos organizarlos para interpretarlos. Organizar los datos
en tablas es la opcidn mds extendida y eficaz.

Una grafica estadistica es la mejor forma de disponer de toda la informacién que se ha recogido
con una simple “ojeada” y que ademads permite distinguir, sin
dificultad alguna, qué opcidn es la preferida por los encuestados.

> bt -

il

Existen multiples modelos de graficas estadisticas, aunque los mas ' F
difundidos son: - = LT -'"'0'

Grafica de barras:
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Diagrama de sectores:

Tabla de frecuencias
La tabla de frecuencias o distribucion de frecuencias es una ordenacién en forma de tabla de los
datos estadisticos (xi), asignando a cada dato su frecuencia correspondiente.

Frecuencia absoluta

La frecuencia absoluta es el numero de veces que aparece un determinado valor en un estudio

estadistico. Se representa por f;

La suma de las frecuencias absolutas es igual al nimero total de datos, que se representa por N
fith+tfzit -+ =N

Para indicar resumidamente estas sumas se utiliza la letra griega Y (sigma mayuscula) que se lee

suma o sumatorio: ), f; =N

Frecuencia relativa
La frecuencia relativa es el cociente entre la frecuencia absoluta de un determinado valor vy el

numero total de datos. Se representa por fri > f1; =% La suma de las frecuencias relativas es

igual a 1.
Se puede expresar en tantos por ciento, llamandose en este caso frecuencia relativa porcentual
(pi) y se obtiene multiplicando fri - 100 La suma total, en este caso, serd 100.

Frecuencia absoluta acumulada
La frecuencia acumulada es la suma de las frecuencias absolutas de todos los valores inferiores o
iguales al valor considerado. Se suele representar por F;

Frecuencia relativa acumulada

La frecuencia relativa acumulada es el cociente entre la frecuencia acumulada de un determinado
valor y el nimero total de datos.

Se puede expresar en tantos por ciento (frecuencia relativa porcentual acumulada P;) Pi= p; - 100

Ejemplo resumen:

Durante el mes de julio, en una ciudad se han registrado las siguientes temperaturas madximas:
32,31, 28, 29, 33, 32, 31, 30, 31, 31, 27, 28, 29, 30, 32, 31, 31, 30, 30, 29, 29, 30, 30, 31, 30, 31, 34,
33, 33,29, 29

En la primera columna de la tabla colocamos la variable ordenada de menor a mayor, en la
segunda hacemos el recuento y en la tercera y siguientes anotamos la frecuencia absoluta y el
resto de las frecuencias

. Frecuencia . . . .

Frecuencia Frecuencia relativa | Frecuencia relativa
Xi Recuento absoluta

absoluta (fi) absoluta (fri) acumulada

acumulada (F;)

27 | 1 1 (1/31) 0,032 (1/31) 0,032
28 1] 2 3 (2/31) 0,065 (3/31) 0,097
29 HH 6 9 (6/31) 0,194 (9/31) 0,290
30 HH 1 7 16 0,226 0,516
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31 HH I 8 24 0,258 0,774

32 i 3 27 0,097 0,871

33 i 3 30 0,097 0,968

34 I 1 31 0,032 1
N2 de datos: 31 | Total (N): 31 Total: 1

Diagrama de barras y Poligono de frecuencias
Se utiliza para variables estadisticas que no
vengan agrupadas en intervalos (variables - ]‘
discretas). En unos ejes cartesianos se \
representan, sobre el eje de abscisas, los
valores de la variable y sobre el de
ordenadas las frecuencias asociadas a cada
valor. Se levanta sobre cada valor de la B \ / \ \ / \/ i
variable un segmento vertical de altura igual 41 — -
a la frecuencia con que se ha observado | || \/ || i
dicho valor. Las frecuencias a representar ’M‘ }{

pueden ser absolutas o relativas. P
Uniendo los extremos superiores de cada o

una de las barras mediante segmentos obtenemos lo que se conoce como poligono de
frecuencias.

Frecusndia

<]

Histograma y Poligono de frecuencias

Se utiliza para variables estadisticas =
expresadas en intervalos  (variables
continuas). En unos ejes cartesianos se =

colocan, sobre el eje de abscisas, las \
distintas clases o intervalos en los que se 3
han agrupado los valores de la variable y / \
sobre cada clase se construye un rectangulo . /

cuya base sea cada intervalo y cuya altura

sea la frecuencia correspondiente a cada
intervalo.

Uniendo, mediante segmentos, los puntos
medios (marca de clase) —correspondientes
al valor medio de cada intervalo— de las bases superiores de los rectangulos que hemos obtenido
dibujamos lo que se conoce como poligono de frecuencias.

[150.155) [155,160) [160,185) [165,170} [170,175) [175.180)

Histograma y Poligono de frecuencias 1 P
acumuladas il

Si se representan las frecuencias acumuladas f
de una tabla de datos agrupados se obtiene el | /
histograma de frecuencias acumuladas o su

correspondiente poligono. /

/

50 60 70 8 90 100 110 120
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04

Histograma con intervalos de amplitud diferente
Para construir un histograma con intervalos de amplitud diferente .|
tenemos que calcular las alturas de los rectdngulos del histograma:

n; 6
hi = —
a;

hi es la altura del intervalo
ni es la frecuencia del intervalo
ai es la amplitud del intervalo.

Diagrama de sectores

Se utiliza para caracteres cualitativos y cuantitativos. Consiste en
repartir el drea de un circulo en sectores de tamafio proporcional a la
frecuencia de cada valor que ha presentado un determinado
caracter. Los grados < de cada sector se obtienen resolviendo la
proporcién:

3602
XX=
N

X n; No Apto

Medidas de centralizacion

Media: se utiliza cuando los datos recogidos son valores cuantitativos, y supone hallar el valor que
tomaria la variable si todos los valores se repartiesen de igual forma o cantidad. Se obtiene
sumando todos los valores, y dividiendo por la cantidad de valores tomados. El simbolo usado para
este parametroes: X

_ XX

X =

Veamos cdmo se calcula la media en el siguiente ejemplo:
Las nueve notas de todo el curso de un alumno de un centro de adultos en el ambito linglistico
son:3,5,4,7,5, 6,8, 7,6. {Cual es la nota media del curso?

3+45+4+7+5+6+8+7+6
- =

X = 5,7

Moda: es el dato que mayor numero de veces se repite o la respuesta que en una encuesta mas
veces ha sido recogida o seleccionada. En una coleccién de datos puede haber mas de una moda.
Suele usarse como simbolo Mo.

Mediana: Es el dato que queda en el centro de todos los datos. Si no hay uno solo, se hace la
media entre los dos que estén en el medio. Se representa por Me

Medidas de dispersion

Rango o Recorrido: es la diferencia entre los valores mayor y menor en una coleccién de datos.
Por ejemplo, en el caso de las notas de antes, el rango es 5, yaque: 8 —3 =5

Desviacion media: mide lo alejado o centrado que se encuentra un dato. Tomaremos como
referencia la media y haremos la siguiente resta en el valor a estudiar: xi-x
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Para hallar la desviacidon media, debemos hallar la media aritmética de las desviaciones de todos lo
valores (en valor absoluto para que no resulte nula). Se representa con Dx

Ejemplo:

X fi | x—X||xi—X|
8| 6 2 2
9] 5 -1 1
_ 8:6+9:54+10-11+11-7+12-2+13-2 330 10 11 0 0
X = 33 =33=10 11| 7 1 1
12| 2 2 2
13| 2 3 3
N=33
2-64+1-54+0-114+1-74+2-2+3-2 34
Dz = =3 =33 = 103

Varianza: sirve para identificar si los datos estan cercanos a la media o no. Se calcula sumando los
cuadrados de los valores multiplicados por su frecuencia absoluta y a esa suma se le resta el
cuadrado de la media, y el resultado se divide entre el nimero de datos. Para representar este
parametro se utilizan los simbolos s? y o2

Desviacion tipica: da el valor de las diferencias de los valores con respecto a la media y se obtiene
haciendo la raiz cuadrada de la varianza, lo que hace que el valor sea mds comprensible y
manejable que el obtenido con la propia varianza, por eso es mas utilizado. Los simbolos que
representan este parametrosonsy o

EJEMPLOS DE CALCULOS ESTADISTICOS

Ejemplo 1:

Se ha realizado una encuesta a 30 personas sobre el nimero de veces a la semana que comen
pescado, obteniendo los siguientes resultados:
4,5,1,2,3,1,4,3,2,3,5,4,1,0,0,0,2,3,4,0,1,3,1,1,3,0,2,0, 2,3

Calcula el nimero medio de veces que se come pescado a la semana, el nUmero mas frecuente, el
valor mediano, la varianza y la desviacidn tipica.

Realiza el diagrama de barras, el poligono de frecuencias y el diagrama de sectores de los datos
anteriores.

Solucion

En primer lugar, calculamos la tabla de todas las cosas que nos van pidiendo y posteriormente
realizamos las operaciones necesarias para obtener las medidas que nos han pedido.

FRECUENCIAS DATOS DATOS
VALORES FEEESES{ELQS ABSOLUTAS PARA LA PARA LA
(x) ) ACUMULADAS | MEDIA | VARIANZA
I (Fi) Xi -fi X% - fi

0 6 6 0 0
1 6 (6+6) 12 6 6
2 5 (12+5) 17 10 20
3 7 24 21 63
4 4 28 16 64
5 2 30 10 50

N = 30 S=63 S =203
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Una vez realizada la tabla estamos en condiciones de calcular las medidas pedidas:

Media: X = Lxifi _ 63 _ 2,1
N 30

Moda: Mo =3
Mediana: 30/2=15> Me =2

NCODEE 72 = 298

—(2,1)%=6,77 — 4,41=2,36
N 30

Varianza: g% =

Desviacion tipica: o = /2,36 = 1,54

Una vez calculadas las medidas realizamos los gréficos. El diagrama de barras y el poligono de
frecuencias se representan en el mismo

grafico. fi 7
6 &
Diagrama de barras y poligono de | I \
frecuencias: 5 i i Y i
Diagrama de sectores: 4
Para dibujar el diagrama de sectores
necesitamos realizar unas operaciones 3 \
antes, en nuestro caso como los valores de
la variable son seis, tenemos que realizar 2 \
seis operaciones. Recordemos que la
amplitud de cada sector se obtiene con la 1
férmula:
360¢
X= X n; 0
0 1 2 3 4 5 Xi
0 3607 X6 =722
(v'q = = =
30
1 3607 X 6 =722
o< = = =
30
2 3607 X5 =602
o< = = =
30
3 3607 X 7 = 842
(v'q = = =
30
4 3607 X 4 = 482
v'q = = =
30
5 3607 2 = 24°
o< = = =
30
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Ejemplo 2

Se ha realizado una encuesta obteniendo los siguientes resultados:

35, 65, 33,71, 46, 57, 39, 50, 70, 66, 54, 38, 57, 48, 39, 69, 54, 37, 46, 62, 37, 46, 55, 72, 36, 64, 53,
47,53,43

Calcula la media, la moda, la mediana, la varianza y la desviacion tipica. Realiza el histograma, el
poligono de frecuencias y el diagrama de sectores de los datos anteriores.

Solucién:
En primer lugar, calculamos la tabla de todas las cosas que nos van pidiendo y posteriormente
realizamos las operaciones necesarias para obtener las medidas que nos han pedido.

MARCA DE FRECUENCIAS FEEESES_?XES DATOS PARA | DATOS PARA
INTERVALOS CLASE ABSOLUTAS LA MEDIA LA VARIANZA
ACUMULADAS N
(xi) (fi) xi -fi xi2 - fi
(Fi)

[33,43) 38 8 8 304 11552
[43,53) 48 7 15 336 16128
[53,63) 58 8 23 464 26912
[63,73) 68 7 30 476 32368
N =30 1580 86960

Una vez realizada la tabla estamos en condiciones de calcular las medidas pedidas:

Media: ¥ = 22t 1580 _ 55 g7
N 30

Moda: Mo; =38 Mo, =58

Mediana: 30/2 =15 > Me = (48 + 58)/2 =53

2. f.
Varianza: ¢% = % —x% = 8639060 — (52,67)2 =2898,67 — 2774,13 = 124,54

Desviacion tipica: 0 =/124,54 = 11,16

Una vez calculadas las medidas realizamos los graficos. El histograma y el poligono de frecuencias
se representan en el mismo grafico.
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Histograma y poligono de frecuencias:

fi

33 43 53 Xi

Diagrama de sectores:
Para dibujar el diagrama de sectores necesitamos realizar unas operaciones antes, en nuestro caso
como los valores de la variable son cuatro, tenemos que realizar cuatro operaciones.

1 5607 8 =96
(v'q = = (Y]
30
2 3607 X7 =84
o< = = o |
30 !
3 3607 X8 =96
o< = = Q
30
4 3607 X7 =84
(v'¢ = = (Y]
30
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Problemas de estadistica

1-) La siguiente lista de valores representa la edad de 75 personas. Agrupa estos valores formando
una tabla de frecuencias:
12-23-15-13-12-13-17-23-15-12-15-21-20-13-17
14-15-21-12-15-13-17-21-12-23-12-23-13-22-13
11-20-15-13-12-23-21-23-18-15-12-21-22-15-17
17-13-21-11-15-14-18-21-12-20-11-23-13-21-12
12-11-23-17-16-18-12-23-11-19-17-18-12-22-15

2-) Las puntuaciones obtenidas por un grupo en una prueba han sido:
15, 20, 15, 18, 22, 13, 13, 16, 15, 19, 18, 15, 16, 20, 16, 15, 18, 16, 14, 13.

Construir la tabla de distribucion de frecuencias y dibuja el poligono de frecuencias.

3-) Sea una distribucidn estadistica que viene dada por la siguiente tabla:

x | 61 | 64 | 67 | 70 | 73

fi 5 18 42 27 8

Calcular la moda, la mediana y la media.

4-) Se ha aplicado un test a los empleados de una fabrica, obteniéndose la siguiente tabla:

fi
138,44) | 7
[44,50) | 8
50, 56) | 15
56, 62) | 25
(62, 68) | 18
(68,74) | 9
[74,80) | 6

Dibujar el histograma y el poligono de frecuencias acumuladas.

5-) A un conjunto de 5 nimeros cuya media es 7,31 se le afladen los nimeros 4,47 y 0,15. ¢ Cudl es
la media del nuevo conjunto de nimeros?

6-) Un dentista observa el numero de caries en cada uno de los 100 nifios de cierto colegio. La
informacién obtenida aparece resumida en la siguiente tabla:
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N° de caries fi Fi
0 25 0,25
1 20 0,2
2 X z
3 15 0,15
4 Y 0,05

Completar la tabla obteniendo los valores de x, y, z. Hacer un diagrama de sectores y calcular el
numero medio de caries.

7-) Completar los datos que faltan en la siguiente tabla estadistica:

Xi fi Fi fiacumulada
1 4 0,08

2 4

3 16 0,16

4 7 0,14

5 5 28

6 38

7 7 45

8

Calcular la media, mediana y moda de esta distribucién.

8-) El histograma de la  distribucion 407 42
correspondiente al peso de 100 alumnos de
Bachillerato es el siguiente:

27

Formar la tabla de la distribuciéon y calcular la -
moda. 18

8
o =

60 63 68 68 72 715

9-) Calcular la moda de la siguiente serie de numeros: 5, 3,6,5,4,5,2,8,6,5,4,8,3,4,5,4,8,2,5
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13- PROPORCIONALIDAD

Razon de dos numeros
Razon de dos niumeros es el cociente indicado de dichos niumeros. razon

Proporcion numérica

Se llama proporcidon numérica a la igualdad entre dos razones.
a c

— = — Los numeros a, b, c y d forman una proporcidn si la razén entre a y b es la misma que
b d

entrecyd. Selee: “aesabcomocesad”.

.7 a C 7 . .
En la proporcion 5 = 2 hay cuatro términos: a y d se llaman extremos, b y ¢ se laman medios.
La propiedad fundamental de las proporciones es: medios
en toda proporcidn, el producto de los extremos es igual
al producto de los medios.
extremos

2 8
Asi, en la proporcion P = %0 se cumple que el producto de los extremos nos da 2 x 20=40y el

producto de los medios también nos da 5 x 8 =40

Si en una proporcién cambian entre si los medios o los extremos, la proporcién no varia.
a b

c d
2= eni2
b d c a
Constante de proporcionalidad
Es el valor constante que relaciona varias proporciones.

Cuarto proporcional
Se llama cuarto proporcional al nUmero que forma proporcién con otros tres nimeros dados.

) ) ) 4 8 7-8
Ejemplo: El cuarto proporcional de los nimeros 4, 7 y 8 es: - = p - X = e = 14

Proporcionalidad directa

Magnitud es toda cualidad que pueda medirse. Ejemplos de magnitudes son la longitud, la
temperatura, el precio, el peso... Dos magnitudes son dependientes entre si cuando al variar una
también varia la otra.

Magnitudes directamente proporcionales

Se establece una relacién de proporcionalidad directa entre dos magnitudes cuando:

a_mas cantidad corresponde mds, o a menos corresponde menos cantidad, pero siempre en la
misma proporcion.

Si 1 kg de tomates cuesta 1 €, 2 kg costaran 2 €y % kg costarad 50 céntimos. Es decir: a mas kg de
tomate mads euros. A menos kg de tomate menos euros, pero en la misma proporcién.

También son directamente proporcionales: el espacio recorrido por un movil y el tiempo
empleado, el volumen de un cuerpo y su peso, la longitud de los lados de un poligono y su area...

58



CEPA Concha Casado PLS - Ambito Cientifico-Tecnolégico - Matematicas

Regla de tres simple directa

Los problemas en los que se conocen tres cantidades de dos magnitudes directamente
proporcionales y se debe averiguar la cuarta cantidad, se laman problemas de regla de tres simple
directa. Es similar a calcular el cuarto proporcional.

La regla de tres directa la aplicaremos cuando entre las magnitudes se establecen las relaciones:

A mas 2> mas A —2 5C A C A, -C
1 X =
A menos = menos A, —x A, X A
Ejemplos:

1) Un automovil recorre 240 km en 3 horas. ¢ Cuantos kildmetros habra recorrido en 2 horas?
Son magnitudes directamente proporcionales, ya que a menos horas recorrerd menos kildmetros.

D
3h —— % 240km

2 x 240
2h =77 xkm X=—F0

=160km

2) Ana compra 5 kg de patatas. Si 2 kg cuestan 0,80 €, éicuanto pagard Ana?
Son magnitudes directamente proporcionales, ya que, a mas kilos, mas euros.

5x0,80
X: —_—
2

]
2kg—— 0,80 € 2€

5kg — " x€

Un problema que también se puede resolver mediante la regla de tres es el de la escala en los
planos y mapas. Veamos un ejemplo:

En un mapa de escala 1:200.000 la distancia entre dos puntos es de 15 cm. ¢Cual es la distancia en
la realidad?

Solucién: Primero hay que establecer la equivalencia de la escala: 1 cm en el mapa equivalen a
200.000 cm en la realidad; es decir a 2 km.
Ahora planteamos la regla de tres:

mapa D realidad
lem ——— 2 km 2-15

x = — = 30 km
15cm ———m x km

Proporcionalidad inversa

Magnitudes inversamente proporcionales

Dos magnitudes son inversamente proporcionales cuando al aumentar una, disminuye la otra en
la_misma proporcidén. Y viceversa, cuando al disminuir una, aumenta la otra _en la _misma
proporcidn.

Veamos a continuacién algunos ejemplos de magnitudes inversamente proporcionales:

* Un vehiculo en circulacién: cuanto mayor sea su velocidad, menos tiempo tardard en recorrer un
trayecto; y al revés, a menor velocidad, mayor serd el tiempo.

* Una cuadrilla de pintores y el tiempo que tardan en pintar una pared: cuantos mas pintores
sean, menos tiempo tardaran en pintarla.
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Regla de tres simple inversa
Consiste en que, dadas dos cantidades correspondientes a magnitudes inversamente
proporcionales, hay que calcular la cantidad de una de estas magnitudes.

Ejemplo:
Un grifo que mana 18 | de agua por minuto tarda 14 horas en llenar un depdsito. ¢ Cuanto tardaria
si su caudal fuera de 7 | por minuto?

Solucidn:
Son magnitudes inversamente proporcionales, ya que a menos litros por minuto tardard mas en
llenar el depdsito. Como es una proporcionalidad inversa, la equivalencia se haria invirtiendo la
razon de la magnitud que es inversa.
e L 7 14
Se verifica la proporcién: — = —
18 X

Date cuenta que hemos cambiado de orden las cantidades de los litros. Ahora, como en toda
proporcién el producto de medios es igual al producto de resulta:
18-14=7-x

18x14

Es decir 2 x = =36 horas

En la practica se haria de la siguiente forma:

litros I tiempo
18 litros —— 14 horas 18- 14
X = — = 36 horas
7 litros ——— x horas

Regla de tres compuesta
La regla de tres compuesta se emplea cuando se relacionan tres o mas magnitudes, de modo que
a partir de las relaciones establecidas entre las magnitudes conocidas obtenemos la desconocida.

Una regla de tres compuesta se compone de varias reglas de tres simples aplicadas
sucesivamente. Para resolverlo se compara la magnitud que contiene la incégnita con cada una de
las restantes que intervienen en el problema y se ve si guardan relacién directa o inversamente
proporcional.

En la practica para solucionar problemas de regla de tres compuesta se actua del siguiente modo:

- Se compara cada una de las magnitudes que hay en el problema, con la magnitud donde esta la
incégnita y se determina si es una proporcionalidad directa o inversa.

- Se plantea una resolucién Unica donde, por partes, se van colocando los niumeros en el lugar
correspondiente segln sea la regla de tres (directa o inversa) que en ese momento
contemplemos.

Ejemplo 1:
En una fabrica 6 maquinas iguales producen en 2 horas 600 piezas. ¢ Cuantas piezas produciran 9
de estas maquinas en 3 horas?
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Solucién:

El planteamiento es: si aumentamos el nimero de mdaquinas la cantidad de piezas producidas, en
un cierto tiempo, aumentard, por ello la relacién es Directa. A su vez, si tenemos las mismas
maquinas trabajando mas tiempo, se producirdn mas piezas, luego esta relacion también es
Directa. Ahora establecemos el planteamiento de ambas reglas de tres:

maquinas D horas D piezas

6 —— 2 —— 600 60039

X = e - 1350 piezas

Ejemplo 2:
Para construir 4 casas iguales en 30 dias hacen falta 60 albafiles. ¢ Cuantos albafiles se necesitaran
para construir 6 casas en 90 dias?

Solucion:
El planteamiento es el siguiente:

casas D dias I albaiiiles

4 —— 30 — 60 _60-30-6_30 il
X = 904 - albariiles

6 — 90 —— X

Problemas de proporcionalidad
1.- Seis personas viven en un hotel 12 dias por 792 €. { Cuanto les costara a 15 personas 8 dias?

2.- Con 12 botes conteniendo cada uno % kg de pintura se han pintado 90 m de verja de 80 cm de
altura. Calcular cuantos botes de 2 kg de pintura serdn necesarios para pintar una verja similar de
120 cm de altura y 200 metros de longitud.

3.- Once obreros labran un campo rectangular de 220 m de largo y 48 de ancho en 6 dias.
¢Cuantos obreros serdn necesarios para labrar otro campo analogo de 300 m de largo por 56 m de
ancho en cinco dias?

4.- Seis grifos en 10 h llenan un depdsito de 400 m3. ¢Cudntas horas tardaran 4 grifos en llenar 2
depdsitos de 500 m® cada uno?

5.- Tres obreros construyen un muro en 12 horas, écuanto tardardn en construirlo 6 obreros?
6.- Dos ruedas estan unidas por una correa transmisora. La primera tiene un radio de 25 cmy la
segunda de 75 cm. Cuando la primera ha dado 300 vueltas, éicuantas vueltas habrd dado la

segunda?

7.- Para llenar un depdsito de agua, un grifo que da 15 | por minuto tardaria un tiempo de 10
horas. ¢ Qué tiempo se emplearia en llenarlo con un grifo de 5 | por minuto?
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8.- Si de una ciudad a otra un coche tarda una hora yendo a la velocidad media de 60 km/h. ¢Qué
velocidad llevaria a su regreso si lo hizo en un tiempo de sélo 30 minutos?

9.- Un granjero tiene pienso para alimentar a 6 vacas durante 160 dias dando a cada una 9 kg
diarios de pienso. ¢A cuantas vacas podra mantener durante 90 dias con una racién de 8 Kg de
pienso por vaca?

Repartos directamente proporcionales

Consiste en repartir una cantidad entre varias partes de forma que lo que reciba cada una de las
partes sea directamente proporcional a la cantidad aportada por cada una.

Ejemplo 1:
Un abuelo reparte 450 € entre sus tres nietos de 8, 12 y 16 afios de edad, proporcionalmente a sus
edades. ¢Cuanto corresponde a cada uno?

Solucidn:
Llamamos X, y, z a las cantidades que le corresponde a cada uno.

-y _Zz

x
8 12 16

El reparto proporcional es:

¥ _z x+y+z 450

x
8 12 16 8+12+16 36
Cada nieto recibira:

X _ 450 L 4508 o
8 36

vy _450 , 45012 o0
12 36 36

z _450 2-45016 ,n0¢
16 36 36

Ejemplo 2:
Compramos un lote de libros por 162 euros. Victor se queddé con 7 libros, Belén con 5 y Jaime con
6. ¢Cuanto debe pagar cada uno?

Solucion:

Para resolver este reparto de una manera diferente al método general anterior, lo haremos
utilizando el método de reduccién a la unidad. Calculamos lo que vale un libro y luego
multiplicamos por la cantidad de que consta cada uno de los lotes:

Numero total de libros: 7+ 5 + 6 = 18 libros

Valor de un libro: 162 : 18 =9 euros

Cantidad a pagar por cada uno:

Victor: 7 -9 =63 euros

Belén: 5 -9 =45 euros

Jaime: 6 - 9 =54 euros

Repartos inversamente proporcionales

En los problemas de reparto inversamente proporcionales hay que repartir una cantidad de
manera inversamente proporcional a otras. Si tenemos que repartir una cantidad inversamente
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proporcional a a, b y ¢, lo que hacemos es repartir la cantidad directamente proporcional a los

1 11

inversos de los nimeros, es decir: — P
a C

Para ello, se reducen las fracciones a comun denominador y se hace el reparto de manera
directamente proporcional a los nuevos numeradores resultantes.

Ejemplo:

Una persona decide repartir la cantidad de 4.400 euros entre 3 nifios. El reparto ha de efectuarse
en partes inversamente proporcionales a sus edades, que son 4, 8 y 12 afios. ¢Cudnto
correspondera a cada uno?

Solucién:

. . 11 1
Los numeros inversos a las edades son: — s 12

. . , . 6 3 2
Reduciendo estas fracciones a comun denominador, resulta: 22 24 24

Ahora de lo que se trata es de hacer el reparto directamente proporcional a los numeradores.
Los numeradores suman 6 + 3 + 2 = 11. En consecuencia, el reparto serd el siguiente:

- 4400 4400-6
Al de 4 afios le corresponde: % =T = 2400 €

- 4400 4400 -3
Al de 8 afios le corresponde: % =T = 1200 €

N 4400 4400 -2
Al de 12 afios le corresponde: % =T "= 800 €

Problemas de repartos proporcionales

1.- Las edades de Marta, Luis y Alfredo son 14, 11y 7 afios, respectivamente. Reparte entre ellos
256 € de forma directamente proporcional a sus edades.

2.- Se asocian tres individuos aportando 5.000, 7.500 y 9.000 €. Al cabo de un afio han ganado
6.450 €. ¢Qué cantidad corresponde a cada uno si hacen un reparto directamente proporcional a
los capitales aportados?

3.- Se reparte una cantidad de dinero, entre tres personas, directamente proporcionala 3,5y 7.
Sabiendo que a la segunda le corresponde 735 €. Hallar lo que le corresponde a la primera y
tercera.

4.- Una persona decide repartir la cantidad de 6.000 euros entre 3 personas. El reparto ha de
efectuarse en partes inversamente proporcionales a sus edades, que son 20, 30 y 40 afios.
¢Cuanto corresponderd a cada uno?

Porcentajes

Porcentaje o tanto por ciento quiere decir lo mismo. Se representa con el simbolo %. Un
porcentaje siempre es un tipo de regla de tres directa en el que una de las cantidades es 100.
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De aplicar la regla de tres directa, se obtiene el mecanismo de calculo del % que siempre es el
mismo. Para calcular el tanto por ciento de una cantidad, se multiplica dicha cantidad por el
numero del tanto por ciento y se divide entre 100.

1500 - 40
Por ejemplo, el 40% de 1500 es: oo 600

Hay varias situaciones con respecto a los porcentajes. Si en alguna de ellas no tenemos claro coémo
calcular lo que nos piden, siempre podremos calcularlo plateando una regla de tres directa.
Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo 1:
El 60% de los empleados de una empresa llegan al trabajo en autobus. Si el nimero total de
empleados es 1.200, ¢ cudntos llegan en autobus?

Solucién:
1200 - 60

=72
100 0 empleados

Ejemplo 2:
El 40% de una cantidad es 1.200. ¢ Cual es la cantidad total?

Solucién:
cantidad D %
X I 100 _ 1200 - 100 — 3000
YT
1200 —— 40

En la practica este tipo de problema (cuando nos dan ya la cantidad que corresponde al % y nos
piden la cantidad total original) se resuelve realizando las operaciones inversas al cdlculo normal
de un tanto por ciento; esto es, se multiplica por 100 y se divide por el %.

Ejemplo 3:
En una votacién participan 300 personas. ¢Qué tanto por ciento de los votos obtuvo un candidato
gue fue votado por 60 personas?

Solucién:
Planteamiento de la regla de tres:

personas D %
300 —MmMmMmm 100 _60-100 20%
*=7300 T
60 —_— X
Ejemplo 4:

El precio de unos zapatos se ha disminuido en un 20%, vendiéndose actualmente en 40 euros.
¢Cual era el precio primitivo?
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Solucion:

En los problemas de las rebajas hay que tener cuidado con los datos que nos dan y lo que nos
piden. En este caso fijate que el precio de 40 euros corresponde al precio rebajado. Si esta
rebajado en un 20%, en realidad estamos pagando el 80%, ya que 100%-20%=80%

Planteamiento de la regla de tres:

precio D %
40 —_— 80 _40-100_50€
=780
X —_— 100
Ejemplo 5:

El precio de una excursién en autobus desde Cuenca a Toledo es de 522 euros, con el 16% de IVA
incluido. ¢Cudl sera el precio del viaje sin el IVA?

Solucién:

En este caso fijate que el precio del viaje corresponde al 116% puesto que nos cobran el precio
neto mas el IVA; es decir 100% + 16% = 116%.

Planteamiento de la regla de tres:

precio D %
522 @——m— 116 _522-100 450 €
*TT11e
X —_— 100

Problemas de porcentajes

1.- De los 800 alumnos de un colegio, han ido de viaje 600. ¢ Qué porcentaje de alumnos ha ido de
viaje?

2.- Una moto cuyo precio era de 5.000 €, cuesta en la actualidad 250 € menos. éCual es el
porcentaje de descuento?

3.- Al adquirir un vehiculo cuyo precio es de 8.800 €, nos hacen un descuento del 7,5%. ¢Cuanto
hay que pagar por el vehiculo?

4.- Al comprar un monitor de 450 € nos hacen un descuento del 8%. ¢ Cudnto tenemos que pagar?

5.- Se vende un articulo con una ganancia del 15% sobre el precio de costo. Se ha comprado por 80
€. Halla el precio de venta.

6.- Cual serd el precio que hemos de marcar en un articulo cuya compra ha ascendido a 180 € para
ganar al venderlo el 10%.

7.- éQué precio de venta hemos de poner a un articulo de 280 €, si hacemos un descuento del
12%?

8.- Se vende un objeto perdiendo el 20% sobre el precio de compra. Hallar el precio de venta del
citado articulo cuyo valor de compra fue de 150 €.
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Interés simple

Se llama interés al beneficio que produce el dinero prestado. Ese beneficio es directamente
proporcional a la cantidad prestada y al tiempo que dura el préstamo.

Concepto Nombre | Simbolo
Cantidad prestada......cccccveveeeeceenieeer e Capital C
Tiempo del préstamo.......cccccceeveeiecececece e Tiempo t
Un beneficio por 100 € en un afio (%) ...ccceeeeveevvernennne Rédito r
Beneficio del préstamo........ccceceeeivincncneine v Interés [
i . - C-r-t
Férmula general (tiempo en aiios): | =
100
, . C-r-t
Férmula para el tiempo en meses: | =
1200
Férmula para el tiempo en dias: [ = C-r-t
36000

Ejemplos:
1-) Hallar el interés producido durante cinco afos, por un capital de 30.000 € al 6%.

_C-ret_ 3000065

: 100 100

=9.000 €

2) Calcular en qué se convierte, en seis meses, un capital de 10.000 € al 3,5%.

_Coret_ 10.000-35-6

[= 1200 1200 =175€ - 10.000 + 175 =10.175 €

3) ¢Durante cuanto tiempo ha de imponerse 25.000 € al 5% para que se convierta en 30.000 €?
| =30.000 —25.000 = 5.000 €

_Coret . 100-1 100 -5.000

- t= = = 4 an
100 ' C-r _ 25000-5 Aanos

Problemas de interés simple

1.- Se prestan 45.000 € y al cabo de un afio, 4 meses y 20 dias se reciben 52.500 €. Calcula el
rédito.

2.- Halla el tanto por ciento de interés simple al que deberd prestarse un capital para que al cabo
de 20 afios los intereses sean equivalentes al capital prestado.

3.- ¢éEn cudnto tiempo se triplica un capital colocado al 6%?
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Teorema de Thales

Si dos rectas cualesquiera son cortadas por rectas paralelas, los segmentos que se determinan en
una de las rectas son proporcionales a los segmentos correspondientes de la otra.

A'B’ A'C’ B'C’

Imagen de Arturo Mandly en Flickr Licencia Creative Commons by-nc-sa
Este teorema nos permite calcular, por tanto, la longitud de un segmento si conocemos su
correspondiente en la otra recta y la proporcidn entre ambos.

Las aplicaciones del teorema de Thales son muchas y muy rayos del so
importantes. Nosotros nos centraremos en las correspondientes a

nuestro nivel que quedan reducidas practicamente a calculos |H

proporcionales de alturas. |

Problemas de aplicacion del Teorema de Thales

1 - Calcular la altura de un edificio que proyecta una sombra de 6,5 m a la misma hora que un
poste de 4,5 m de altura da una sombra de 0,90 m.

45m D 0,9 m
hm 6,5m
h
5 45-65
< h=—"""""_325m
0,9
6.5 m 0.9m

2.- Un hombre de 1,8 m de estatura proyecta una sombra de
1,05 m de largo al mismo tiempo que un edificio proyecta una
sombra de 4,8 m ¢Cual es la altura aproximada del edificio?

=]

3.- Un poste vertical de 6 m de alto, proyecta una sombra de 4
m. ¢Cudl es la altura de un arbol que a la misma hora, proyecta una sombra de 1,8 m?

4.- ¢Cual es la altura de la farola que proyecta una sombra de 3,5 m de larga, si un
baston de 1 m de alto proyecta una sombra de 0,40 m de longitud?
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14- EL SISTEMA METRICO DECIMAL

El Sistema Métrico Decimal es un sistema de unidades en el cual los multiplos y submultiplos de
una unidad de medida estdn relacionadas entre si por multiplos o submultiplos de 10.

Unidades de longitud

La unidad principal para medir longitudes es el metro (m). Existen otras unidades para medir
cantidades mayores y menores.

Las mas usuales son:

kildbmetro km 1.000 m
hectometro hm 100 m
decametro dam 10 m
metro m Im
decimetro dm 0,1m
centimetro cm 0,01 m
milimetro mm 0,001 m

Observamos que, desde los submultiplos, en la parte inferior, hasta los multiplos, en la parte
superior, cada unidad vale 10 veces mas que la anterior. Para convertir unas unidades en otras lo
gue hay que hacer es multiplicar o dividir por la unidad seguida de tantos ceros como lugares haya
entre ellas. Para ir hacia submultiplos multiplicamos y para ir hacia multiplos, dividimos.

Unidades de masa

La unidad principal para medir masas es el gramo (g). Existen otras unidades para medir
cantidades mayores y menores, siguen el mismo patrén que las medidas de longitud.

kilogramo kg 1.000 g

hectogramo hg 100 g Otras unidades de masa:
decagramo dag 10g Tonelada métrica 1t = 1.000 kg.
gramo g 1lg Quintal métrico 1 g =100 kg
decigramo dg 01g

centigramo cg 0,01g

miligramo mg 0,001¢g

Unidades de capacidad

La unidad principal para medir capacidades es el litro (l). Existen otras unidades para medir
cantidades mayores y menores, siguen el mismo patrén que las medidas de longitud.

kilolitro kl 1.000 |
hectolitro hl 100 |
decalitro dal 10|
litro I 11
decilitro dl 0,11
centilitro cl 0,011
mililitro ml 0,001 |
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Unidades de superficie

La unidad fundamental para medir superficies es el metro cuadrado (m?), que es la superficie de
un cuadrado que tiene 1 metro de lado.

kildmetro cuadrado km? | 1 000 000 m?

hectdmetro cuadrado | hm? | 10 000 m?

decametro cuadrado dam? | 100 m?

metro cuadrado m? 1m?
decimetro cuadrado dm? | 0,01 m?
centimetro cuadrado | cm? | 0,0001 m?
milimetro cuadrado mm? | 0,000001 m?

Observamos que desde los submultiplos, en la parte inferior, hasta los multiplos, en la parte
superior, cada unidad vale 100 mas que la anterior. Para convertir unas unidades en otras lo que
hay que hacer es multiplicar o dividir por la unidad seguida de tantas parejas de ceros como
lugares haya entre ellas. En la practica, cada lugar supone dos ceros. Para ir hacia submultiplos
multiplicamos y para ir hacia multiplos, dividimos.

Otras medidas de superficie (medidas agrarias)
La hectdrea equivale al hectdmetro cuadrado

El drea equivale al decdmetro cuadrado

La centidrea equivale al metro cuadrado

Cuadro de equivalencias:

Medida agraria Medida de superficie
Hectarea (Ha) | Equivale a... hm?

Area (a) Equivale a... dam?
Centidrea (ca) Equivale a... m?

Unidades de volumen
La medida fundamental para medir volimenes es el metro cibico (m?3).

kildmetro cubico km3 | 1 000 000 000 m3

hectdmetro cubico | hm3 | 1 000 000m?3

decdmetro cubico dam?3 | 1.000 m3

metro m3 1m3

decimetro cubico dm? | 0,001 m3

centimetro cibico | cm® | 0,000001 m3

milimetro cubico mm3 | 0,000000001 m?3

Observamos que, desde los submultiplos, en la parte inferior, hasta los multiplos, en la parte
superior, cada unidad vale 1.000 mas que la anterior. Para convertir unas unidades en otras lo que
hay que hacer es multiplicar o dividir por la unidad seguida de tantos trios de ceros como lugares
haya entre ellas. En la practica, cada lugar supone tres ceros. Para ir hacia submultiplos
multiplicamos y para ir hacia multiplos, dividimos.
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Relacion entre unidades de capacidad, volumen y masa

Capacidad | Volumen | Masa (de agua)
1kl 1m?3 1t

1l 1dm?3 1kg

1ml 1cm? lg

Tipos de medidas

Medida compleja

Es aquella que expresa distintas clases de unidades. Ejemplo: 1 km 2 hm 5dm

Medida incompleja o simple
Se expresa Unicamente con una clase de unidades. Ejemplo: 12.005 dm

Paso de medidas complejas a incomplejas
Para pasar de medidas complejas a incomplejas hay que transformar cada una de las unidades que
tenemos en la que queremos obtener como resultado final.

Ejemplo:
Pasar 1 km 2 hm 5 dm a metros

Solucién:

Pasamos cada unidad a metros:
1km=1-1000=1000 m
2hm=2-100=200 m
5dm=5:10=0,5m

Sumamos todo: 1000 + 200 + 0,5 = 1200,5
La solucién serd: 1.200,5 m

Paso de medidas incomplejas a complejas
Tenemos dos situaciones, si tenemos una cantidad sin decimales o con ellos.

Ejemplo:
Pasar 4.806 cl y 3.596,25 g a forma compleja

Solucién:
Pasamos cada cifra a la unidad que le corresponderia:

4.000 cl = 4 dal

800cl=8I La solucién, en forma compleja, serd: 4 dal 81 6 cl

6cl=6cl

3.000g=3kg

500g=5hg

20gg_=69gdag La solucidén, en forma compleja, serd: 3 kg 5hg 9dag 6g 2dg 5cg
0,2g=2dg

0,05g=5cg
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Ejercicios del sistema métrico decimal

1.- Expresa en metros:
13 km 5hm 7 dam
27m 4cm 3 mm

2.- Expresa en litros:
1kl 5dal 71
71 67cl 8ml

3.- Expresa en gramos:
15kg 3hg 4¢g

24 hg 8dag 2g 5dg

32dag 3g 8dg 7cg

4.- Realiza y expresa en la unidad fundamental:
325,56 dam + 526,9 dm

453.600 mm - 9.830 cm

51,83 hm + 9,7 dam + 3.700 cm

5,6 hl-526,9 dI

45.290 ml + 9.830 cl

0,072 kl + 5,06 dal + 400 ml

0,0534 kI - 0,47 dal

0,072 kg + 5,06 hg + 400 g

0,000534 kg - 0,47 g

5.- Expresa en forma compleja:
435 dm

480 cg

2.600 ml

4,0865 km

764,08 |

19,246 dag

6.- Realiza y expresa en la unidad fundamental:
384cm-6

4kg 7hg 2dag - 4

0,078 hl - 6

60.500 cm : 100

315 kg : 300

7.- Pasa a decimetros cuadrados (dm?):
10,027 dam?

20,35 m?

3,438 dm?

490.000 mm?

8-. Expresa en metros cuadrados (m?):
15 hm? 24 dam? 60 dm? 72 cm?
20,00351 km?2 + 4.700 cm?

30,058 hm? - 3.321 m?
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9.- Pasa a centimetros cubicos (cm3):
15,22 dm3

26.500 mm?3

33,7 dl

425 cl

10.- Expresa en litros (1):
113,2 m3

20,05 m3

33,9dm3

47.700 cm3

11.- Calcula y expresa el resultado en metros cubicos:
17.200 dm3+ (3,5 m® 4 600 dm3)
20,015 hm3 - (570 m3 5,3 dm?3)

15- EL SISTEMA SEXAGESIMAL

El sistema sexagesimal es un sistema de numeracién en el que cada unidad se divide en 60
unidades de orden inferior, es decir, es su sistema de numeracién en base 60. Se aplica en la
actualidad a la medida del tiempo y a la de la amplitud de los angulos.

1h ———>60min — 605

10 —> 60" — 60"

Operaciones en el sistema sexagesimal

Suma

ler paso. Se colocan las horas debajo de las horas (o los grados debajo de 320 24° 48"
los grados), los minutos debajo de los minutos y los segundos debajo de los " %
segundos; y se suman.

73" |60

22 paso. Si los segundos suman mas de 60, se divide dicho numero entre 60; el ;31
resto seran los segundos y el cociente se afadird a los minutos.

750 74" 13"
. . 74' |60
3er paso. Se hace lo mismo para los minutos. T
7e0 14" 13"

Resta
ler paso. Se colocan las horas debajo de las horas (o los grados debajo 52h 23min  [I8s
de los grados), los minutos debajo de los minutos y los segundos debajo - 43h 49 min  25s
de los segundos.
22 paso. Se restan los segundos. Caso de que no sea posible, 52h 783
convertimos un minuto del minuendo en 60 segundos y se lo sumamos - 43h 49min  25s
a los segundos del minuendo. A continuacion, restamos los segundos. 238

5lh &2 min  78s
43h 49 min 255

8k 33 min 535

3er paso. Hacemos lo mismo con los minutos.

72



CEPA Concha Casado PLS - Ambito Cientifico-Tecnolégico - Matematicas

Multiplicacion por un nimero 350 93 49"
ler paso. Multiplicamos los segundos, minutos y horas (o grados) por el %5
numero. 1600 115 245"

22 paso. Si los segundos sobrepasan los 60, se divide dicho numero entre 60; el 245" |60

resto seran los segundos y el cociente se afiadirdn a los minutos. 51 g
. . 119" | 60 ; "
3er paso. Se hace lo mismo para los minutos. o IlT 1600 5
1610 59' 5"

Division por un numero
Ejemplo: dividir 372 48' 25" entre 5.

, 370 |5
ler paso. Se dividen las horas (o grados) entre el nimero. 5 17‘0
370 |5
22 paso. El cociente son los grados y el resto, multiplicando por 60, los minutos. 2 70
%60
120

3er paso. Se afiaden estos minutos a los que tenemos y se repite el 48+120'=168" 5
mismo proceso con los minutos. 18 33
3
%60
180"
49 paso. Se anaden estos segundos a los que tenemos y se dividen los segundos.
25"+180" = 205" ]5_

5 41"
0
Tipos de medidas 7o 33 41"
Medida compleja
Es aquella que expresa distintas clases de unidades:
3h 5min 7s
25° 32' 17"

Medida incompleja o simple

Se expresa Unicamente con una clase de unidades:
3,2h

5,12°

Paso de medidas complejas a incomplejas:
Para pasar de medidas complejas a incomplejas hay que transformar cada una de las unidades que
tenemos en la que queremos obtener, como resultado final.

Pasar a segundos 3 h 36 min 42 s:

3h  =3-36005-10800 s
36 min=36-60 5= 21605
2s = 42 s

3h 36mindzs =130025s
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Paso de medidas incomplejas a complejas:
Tenemos dos casos:

1. Si queremos pasar a unidades mayores hay que dividir:

7.520"> 7 520" |60
20" 125" |60
5' 20

7 520" =225"' 20"

2. Si queremos pasar a unidades menores hay que multiplicar.

2h 19 min
2,32 h = 19,20 min =
x 60 x 60
0,32 h — 19,20 min 0,20min— 12 s

2,32h=2h19min12s

Medidas de tiempo

La unidad fundamental para medir el tiempo es el segundo (s).

Las medidas de tiempo mas usuales son:

Segundo (s)

Minuto (min) =60 s

Hora (h) = 60min =3.600 s

Dia=24h

Semana =7 dias

Quincena = 15 dias

Mes =28 /29 / 30/ 31 dias (El mes oficial para calculos es de 30 dias)
Trimestre = 3 meses

Semestre = 6 meses

Afo = 365 / 366 (afio bisiesto) (El afio oficial para calculos es de 360 dias)
Bienio= 2 ainos

Trienio = 3 afios

Lustro o quinquenio =5 afos

Década = 10 anos

Siglo = 100 afios

Milenio = 1.000 afios

Ejercicios del sistema sexagesimal

1.- Realiza las siguientes sumas y restas:

1682 35’ 42" + 562 46’ 39"

25h48 min50s+6h45min30s+7h58 min13s
3h42min15s-1h50min 20 s

302 10’ 30” — 25245’ 30”

2.- Realiza los productos:
(13292 26" 33"”) x5
(15h13 min42s)x7
(128942’ 36")x 3

3.- Efectua los cocientes:
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(24 h17 min 30s): 5
(4h40min10s):10
(1322 26" 33"”):3
(226240’ 36"”) : 6

4.- Expresar en horas, minutos y segundos:
112.413 segundos

28.179 segundos

52,32 horas

5.- Expresar en segundos:
13 h26 min53s
212930’ 42”7
32h48min30s

16- GEOMETRIA

Conceptos basicos de geometria

La geometria se basa en tres elementos claves:
PUNTO: Objeto geométrico que no tiene dimensién y que se utiliza para indicar una ubicacidén. Se
nombran con letras mayusculas “A”, “B”, etc.
LINEA: Es una sucesién ininterrumpida de infinitos puntos. Las lineas pueden ser rectas o curvas.
Se nombran con letras minusculas “r”, “s”, etc...
Las lineas rectas pueden aparecer representadas de las siguientes formas:
Recta: Es una sucesion ininterrumpida de infinitos puntos en una sola dimension,
suele aparecer representada como un fragmento de ella, /
aunque no tendria ni principio ni fin.
Semirrecta: Es una recta que tiene un punto de inicio. |
Segmento: Es una porcion de recta comprendida entre dos puntos. | |
PLANO: Es un espacio geométrico, que posee dos dimensiones, y contiene
infinitos puntos y rectas. Se nombran con letras griegas “n”, “R”, etc...

Relaciones entre rectas

RECTAS SECANTES: Son aquellas que se cortan en un punto. ><

RECTAS PERPENDICULARES: Son aquellas secantes que al cortarse forman un angulo de 909,
también llamado angulo recto.
RECTAS PARALELAS: Son aquellas que no tienen

I ningun punto en comun, auan¢

las alarguemos.

Angulos
Un dngulo es la region del plano comprendida entre dos semirrectas con

origen comun. A las semirrectas se las llama lados y al origen comun
vértice.

Medicion de angulos
Para medir dngulos utilizamos el grado sexagesimal (°)
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Grado sexagesimal es la amplitud del angulo resultante de dividir la circunferencia en 360 partes
iguales.

1°=60"= 360"

1’ = 60"

Suma de dngulos Y

Suma gréfica /d +/4 =

La suma de dos dngulos es otro dangulo cuya amplitud es la &
suma de las amplitudes de los dos dngulos iniciales. Angulo

resultado
de la
suma

-

at+tp=y
Suma numérica
Para sumar angulos se colocan los grados debajo de los grados, los 320 24" 48"
minutos debajo de los minutos y los segundos debajo de los segundos, y + 430 490 25"
se suman. 750 730 73

Se siguen las normas de las operaciones en el sistema sexagesimal vistas en el tema anterior.

Resta de angulos

Resta grafica /< @

La resta de dos angulos es otro angulo cuya amplitud es la - A = ¥

diferencia entre la amplitud del angulo mayor y la del Angulo

angulomenor.a —f =y resultante Y
de la resta

Resta numérica
Para restar dngulos se colocan los grados debajo de los grados, los minutos debajo de los minutos
y los segundos debajo de los segundos, y se restan, siguiendo las normas de las operaciones en el
sistema sexagesimal vistas en el tema anterior.

Multiplicacion de dngulos

Multiplicacion grafica

La multiplicaciéon de un ndmero por un angulo y viceversa, es otro 3
angulo cuya amplitud es la suma de tantos angulos iguales al dado

como indique el nimero. a

Multiplicacidn numérica
Multiplicamos los segundos, minutos y grados por el numero siguiendo las normas de las
operaciones en el sistema sexagesimal vistas en el tema anterior.

Division de dngulos

Divisidn grafica

El resultado de la division de un angulo por un numero es
otro angulo tal que multiplicado por ese nimero da como
resultado el angulo original.

Divisién numérica
La divisidn numérica se reduce a una division utilizando las reglas de las operaciones en el sistema
sexagesimal vistas en el tema anterior.

Clasificacion de angulos segun su medida
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Agudo < 902 Recto =902 Obtuso > 902
NG,
i
Convexo < 1802 Llano = 1802 Céncavo > 1802
,«—‘\ :‘,' ".;' \
’\ A /\
Nulo = 02 Completo = 3602
[ {'/ N
G

Negativo < 02 Mayor de 3602

Clasificacion de angulos segun su posicion

Angulos adyacentes

Angulos adyacentes son aquellos que tienen el vértice y un lado
comun, y los otros lados situados uno en prolongacion del otro.
Forman un angulo llano.

Angulos consecutivos

Angulos consecutivos son aquellos que tienen el vértice y un lado

comun. g
//57<

Angulos opuestos por el vértice
Son los que teniendo el vértice comun, los lados de uno son prolongacion
de los lados del otro.

Los angulos 1y 3 son iguales. Los angulos 2 y 4 son iguales.

Clasificacion de angulos segun su suma

Angulos complementarios
Dos dngulos son complementarios si suman 902

Angulos suplementarios
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Dos angulos son suplementarios si suman 1802

Otros tipos de angulos

Angulos correspondientes
Los angulos 1y 2 son iguales

Angulos alternos externos ;
, . -~
Los angulos 1y 4 son iguales -~

Angulos en la circunferencia

Angulo central s
El dngulo central tiene su vértice en el centro de la circunferencia y sus
lados son dos radios. La medida de un arco es la de su angulo central | ’
correspondiente: A0B = AB
)

Angqulo inscrito
El angulo inscrito tiene su vértice estd en la circunferencia y sus lados son
secantes a ella. Mide la mitad del arco que abarca.

A B

Angulos en un poligono regular

Angulo central (o)
Es el formado por dos radios consecutivos.

Si n es el niumero de lados de un poligono: Angulo central = 360° : n
Angulo central del pentagono regular= 360°: 5 = 72°

Angulo interior (B)

Es el formado por dos lados consecutivos.

Angulo interior = 180° - Angulo central

Angulo interior del pentagono regular = 180° - 72° = 108°

Angulo exterior (y)

Es el formado por un lado y la prolongacion de un lado consecutivo.

Los angulos exteriores e interiores son suplementarios, es decir, que suman 180°.
Angulo exterior = Angulo central

Angulo exterior del pentdgono regular = 72°
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Poligonos
Los poligonos son figuras planas, cerradas, formadas por lineas rectas unidas unas a otras.

Ejemplo de poligono:

Ejemplo de figura que no es un poligono:

Los elementos de un poligono son:
Lados: Son los segmentos que limitan el poligono.
Vértices: Son los puntos donde concurren los lados.
Angulos: Son las regiones del plano que forman los lados al concurrir.
Diagonales: Son los segmentos que unen dos vértices no consecutivos.
Perimetro: Es la suma de las longitudes de los lados.

Los poligonos se pueden construir a partir de tres lados, sin limite de ellos.

Segin el
numero de
lados o
angulos

TRIANGULD CUADRILATEROD PENTAGONO

3 lados 4 lados 5 lados
Sequn |
de lados v | Los 1ados son iguales A menos un lado i :
- ¥ |\ los angulos también 0 un angulo es S
angulos distinto del resto -
Triangulos

Un triangulo es un poligono con tres lados, tres vértices y tres angulos. Sus dngulos suman 180°

Propiedades de los tridngulos

Un lado de un triangulo es menor que la suma de los otros dos y mayor que su diferencia.

La suma de los dngulos interiores de un triangulo es igual a 180°.

El valor de un dngulo exterior es igual a la suma de los dos interiores no adyacentes.

Clasificacion de los tridngulos

Se suelen clasificar segun sean sus lados y sus angulos.

Segun sus lados
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Triangulo equildtero Tres lados iguales

Triangulo isdsceles Dos lados iguales

Triangulo escaleno Ningun lado igual a otro

Segun sus angulos

Un angulo recto
El lado mayor es la hipotenusa
Los lados menores son los catetos

Tridngulo rectangulo

Triangulo obtusangulo Un angulo obtuso

Triangulo acutangulo /\ Tres angulos agudos

Cuadrildateros

Los cuadrilateros son poligonos de cuatro lados, cuatro angulos, cuatro vértices y dos diagonales.
La suma de los angulos interiores de un cuadrildtero es igual a 360°.

Clasificacion de los cuadrilateros
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Paralelogramos

Cuadrilateros que tienen los lados paralelos dos a dos. Se clasifican en:

Tienen los 4 lados iguales y los

Cuadrado 4 angulos iguales también,
rectos.
. Tienen lados iguales dos a dos y
Rectangulo . .
los 4 angulos iguales, rectos.
Tienen los 4 lados iguales y los
Rombo . . 8 y
angulos iguales dos a dos.
Tienen los lados iguales dos a
Romboide 5 dos y los angulos, también,
iguales dos a dos.
Trapecios ‘

Cuadrilateros que tienen solamente dos lados paralelos, llamados base mayor y base menor. Se

clasifican en:

Trapecio rectangulo

Trapecio isdsceles

Trapecio escaleno

Tiene un angulo recto.

Tiene los lados no paralelos
iguales.

No tiene ningun lado igual ni
ningun angulo recto.

Trapezoides

Cuadrilateros que no tienen ningun lado paralelo:

RN

PENTAGONO HEXAGONO
(6 lados)

(5 lados)

HEPTAGONO
{7 lados}

Algunos poligonos de mads lados: Q Q O

Poligonos regulares

OCTAGONQ
(8 lados)

ENEAGCNO
(9 lados)

DECAGONQ
(10 lados)

O OC
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Un poligono se considera regular cuando tiene todos sus lados y dngulos iguales, y por tanto
puede ser inscrito y circunscrito en una circunferencia. El centro de dicha circunferencia se
denomina centro del poligono, y equidista de los vértices y lados de este.

Diremos que un poligono es convexo cuando todos los angulos interiores miden menos de 1809,
esto significa que todos los vértices ‘apuntan’ al exterior. Un poligono que no es convexo se
denomina céncavo. En la figura siguiente vemos un ejemplo de cada tipo:

Convexo concavo

Puntos notables de los triadngulos

Circuncentro

Concepto previo:

MEDIATRIZ DE UN SEGMENTO: Es la recta perpendicular al segmento en su
punto medio.

Es el punto donde se cortan las tres mediatrices de un triangulo. Este punto:
- Equidista de los vértices del triangulo.

- Es el centro de una circunferencia que pasa por los tres vértices llamada
circunferencia circunscrita. Tal y como vemos en la figura siguiente:

Incentro

Concepto previo:

BISECTRIZ DE UN ANGULO: Es la recta que divide un angulo en dos partes
iguales.

Es el punto donde se cortan las tres bisectrices de un triangulo. Este punto:
- Equidista de los lados del triangulo.

- Es el centro de una circunferencia tangente a los tres lados llamada
circunferencia inscrita. Tal y como muestra la figura:

Baricentro

Concepto previo:

MEDIANA DE UN TRIANGULO: es cada una de las rectas que une el punto
medio de un lado con el vértice opuesto.

Es el punto donde se cortan las tres medianas.

Es el centro de gravedad del triangulo.

Ortocentro
El punto donde se cortan las tres alturas de un triangulo. En la figura
siguiente podemos ver un ejemplo:
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Cdlculos en los poligonos

Perimetro de un poligono
Es la suma de las longitudes de todos los lados del poligono.

Area de un poligono

Es la medida de la regién o superficie encerrada por dicho poligono.

Cuadro-resumen de las formulas para el calculo de las areas de poligonos

Poligono Forma Formula Aclaraciones
Tridgulo _bh b es la base
° b A= 2 h es la altura
Cuadrado A= |2 les un lado
cualquiera
: [
Rectangulo h A=b-h b es la base
b h es la altura
D es la diagonal
D-d mayor
Romb i
e d A d es la diagonal
menor
h [
Romboide L/ A=b-h b es la base
b h es la altura
b
. B+b B es la base mayor
Trapecio f h E A=—-h b es la base menor
2 h es la altura
B
P es el perimetro
: P-a a es la apotema
Pollgono regUIar A= (apotema: medida desde el centro

&/

2

del poligono al punto medio de un
lado)

Poligono irregular

—
h

T3

El area se obtiene dividiendo el poligono en
varios mas pequefios, que se les pueda hallar
el area, y sumando y/o restando las areas,
segun el caso. En el modelo del ejemplo:

A=T1+T2+T3

Calculos especificos de los triangulos rectangulos

Teorema de Pitdgoras

En cualquier tridngulo rectangulo, la hipotenusa elevada al cuadrado es igual a la suma de los

cuadrados de los catetos.
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Hipotenusa (h) h?=c? + ¢?
cateto (c)
h =+/c?+ c?
— 2 _ 2
cateto (c) c=+h ¢

De este modo en cualquier triangulo rectdngulo podemos calcular el tercer lado conociendo los
otros dos.

Ejemplo:

Supongamos que un cateto mide 3 cmy el otro 4 cm, écuanto medira la hipotenusa?

h2=32+42>h=4v9+16=v25=5cm

Teorema del cateto
En todo tridangulo rectdngulo un cateto es media proporcional entre la hipotenusa y su proyeccion
sobre ella.

a — " hipotenusa
byc — catetos

[{»)
[= 3
— Rl

m ~— " proyeccidn del cateto b sobre la hipotenusa '
I
n ——* proyeccidn del cateto c sobre la hipotenusa B ! c
n H m
E:R b*=a-m a_¢c ct=a-n
b m c n €
Ejemplo:

La hipotenusa de un tridngulo rectangulo mide 30 cm vy la

proyeccion de un cateto sobre ella 10,8 cm. Hallar el cateto.
c 10,8

_=Tec:\/3010,8:18cm

30

n=10.8cm
a=30cm

Teorema de la altura
En un tridangulo rectangulo, la altura relativa a la hipotenusa es media 90°

|
proporcional entre los dos segmentos en que divide a ésta. ¢ i h b
1
m_ E H=mn B I
h n n H m
a
Ejemplo:
En un tridngulo rectdngulo, las proyecciones de los catetos sobre la o
hipotenusa miden 4 y 9 m. Calcular la altura relativa a la hipotenusa. ¢ h
9

h
Z=29h=m=6cm

n=4cm a m =9 cm
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C

Razones trigonométricas
Razones trigonométricas en un triangulo rectangulo: b

B A
Seno

El seno del angulo B es la razéon entre el cateto opuesto al dngulo y la hipotenusa.

Se denota por sen B sen B= cateto opuesto _ b

hipotenusa a

Coseno
El coseno del angulo B es la razén entre el cateto contiguo al angulo y la hipotenusa.
Se denota por cos B cateto contiguo _ ¢

cos B= -
hipotenusa a

Tangente
La tangente del angulo B es la razén entre el cateto opuesto al angulo y el cateto contiguo al
angulo.

sen B cateto opuesto b

Se denota por tg B o B= cos B B cateto contiguo B c
TABLAS TRIGONOMETRICAS

Angulo seno coseno tangente Angulo |seno coseno tangente

2 0,000 000 1,000 0,000 462 0,719 0,695 1,036
19 0,017 452 1,000 0,018 472 0,731 0,682 1,072
29 0,034 899 0,999 0,035 489 0,743 0,669 1,111
3¢9 0,052 336 0,999 0,052 499 0,755 0,656 1,150
49 0,069 756 0,998 0,070 50¢ 0,766 0,643 1,192
52 0,087 156 0,996 0,088 51¢9 0,777 0,629 1,235
62 0,104 528 0,995 0,105 529 0,788 0,616 1,280
7° 0,121 869 0,993 0,123 53¢ 0,799 0,602 1,327
82 0,139173 0,990 0,141 549 0,809 0,588 1,376
92 0,156 434 0,988 0,158 559 0,819 0,574 1,428
109 0,173 648 0,985 0,176 5692 0,829 0,559 1,483
11¢° 0,190 809 0,982 0,194 579 0,839 0,545 1,540
129 0,207 912 0,978 0,213 582 0,848 0,530 1,600
1392 0,224 951 0,974 0,231 599 0,857 0,515 1,664
149 0,241 922 0,970 0,249 602 0,866 0,500 1,732
15¢ 0,258 819 0,966 0,268 619 0,875 0,485 1,804
162 0,275 637 0,961 0,287 622 0,883 0,470 1,881
179 0,292 372 0,956 0,306 632 0,891 0,454 1,963
182 0,309 017 0,951 0,325 64° 0,899 0,438 2,050
199 0,325 568 0,946 0,344 652 0,906 0,423 2,145
209 0,342 020 0,940 0,364 662 0,914 0,407 2,246
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2190 0,358 368 0,934 0,384 67° 0,921 0,391 2,356
229 0,374 607 0,927 0,404 689 0,927 0,375 2,475
23¢ 0,390 731 0,921 0,425 692 0,934 0,358 2,605
24¢ 0,406 737 0,914 0,445 702 0,940 0,342 2,747
259 0,422 618 0,906 0,466 710 0,946 0,326 2,904
262 0,438 371 0,899 0,488 722 0,951 0,309 3,078
27°¢ 0,453 990 0,891 0,510 73¢ 0,956 0,292 3,271
289 0,469 472 0,883 0,532 749 0,961 0,276 3,487
299 0,484 810 0,875 0,554 759 0,966 0,259 3,732
309 0,500 000 0,866 0,577 762 0,970 0,242 4,011
31¢ 0,515 038 0,857 0,601 772 0,974 0,225 4,331
329 0,529 919 0,848 0,625 789 0,978 0,208 4,705
339 0,544 639 0,839 0,649 799 0,982 0,191 5,145
34¢ 0,559 193 0,829 0,675 80¢ 0,985 0,174 5,671
359 0,573 576 0,819 0,700 819 0,988 0,156 6,314
3692 0,587 785 0,809 0,727 829 0,990 0,139 7,115
37¢ 0,601 815 0,799 0,754 83¢ 0,993 0,122 8,144
38¢ 0,615 661 0,788 0,781 84¢ 0,995 0,105 9,514
399 0,629 320 0,777 0,810 859 0,996 0,087 11,430
40¢ 0,642 788 0,766 0,839 862 0,998 0,070 14,300
41° 0,656 059 0,755 0,869 872 0,999 0,052 19,081
42°¢ 0,669 131 0,743 0,900 889 0,999 0,035 28,640
43¢ 0,681 998 0,731 0,933 899 1,000 0,018 57,289
442 0,694 658 0,719 0,966 90¢ 1,000 0,000 Inf.
452 0,707 107 0,707 1,000

Ejercicios resueltos por trigonometria

1.- Un dirigible que estd volando a 800 m de altura, distingue un pueblo con un angulo de
depresion de 12°. ¢ A qué distancia del pueblo se halla?

t 120_@
817 =T,
= 800 =&=3.755,87m
tgl2°e 0,213

2.- Hallar el radio de una circunferencia sabiendo que una cuerda de 24,6 m tiene como arco
correspondiente un angulo de 702.

12.3 H

12,3
Sen352 =—
0OA

35°

’

=21,44 cm
en352
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3.- Calcular el area de una parcela triangular, sabiendo que dos de sus lados miden 80 m y 130 m,
y forman entre ellos un dangulo de 70°.

sen70°= L i
80
] 80m
h=80.5en70 =80-0,94=75,2m "
70°
A=130752 4 gg o ' S

4.- Calcula la altura de un arbol, sabiendo que desde un punto del terreno se observa su copa bajo
un angulo de 30° y si nos acercamos 10 m, bajo un angulo de 60°.

h
tg602 =~ > h=1,732x

h
10+x

tg309 = 2> h=0,577 - (10 + x)

1,732x=0,577 - (10 +x) > x=5

X 10m

h=1,732-5=8,66 m

5.- Tres pueblos A, B y C estdn unidos por carreteras. La distanciade AaCes6kmyladeBaC9
km. El dngulo que forman estas carreteras es 120°. ¢ Cuanto distan Ay B?

B
CH=9cos60" BH =9seno60®
h
9 km
AB = J(6 +9cos 60°) +(95en60°) = 13 077 km 120°
60°
A 6 km C H

Ejercicios de areas de poligonos

1.- Un campo rectangular tiene 170 m de base y 28 m de altura. Calcular las hectareas que tiene y
el precio del campo si el metro cuadrado cuesta 15 €.

2.- En el centro de un jardin cuadrado de 150 m de lado hay una piscina también cuadrada, de 25
m de largo. Calcula el drea sélo del jardin.

3.- Hallar el area de un triangulo rectangulo isésceles cuyos lados miden 10 cm cada uno.

4.- Calcula el numero de arboles que pueden plantarse en un terreno rectangular de 32 m de largo
y 30 m de ancho si cada planta necesita para desarrollarse 4 m?.

5.- El 4rea de un trapecio es 120 m?, la altura 8 m, y la base menor mide 10 m. ¢Cudnto mide la
otra base?
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6.- Calcula el area del rombo que resulta de unir los puntos medios de los lados de un rectangulo
cuya base y altura miden 8 y 6 cm. Halla también el perimetro de dicho rombo.

7.- Calcular el area de un paralelogramo cuya altura mide 2 cm y su base mide 3 veces mds que su
altura.

8.- Cuanto vale el area de la parte sombreada de la figura, si el drea del hexdgono es
de 96 cm?.

9.- Calcula el area de un rombo cuya diagonal mayor mide 10 cm y cuya diagonal
menor es la mitad de la mayor.

10.- Calcula el numero de baldosas cuadradas, de 10 cm, de lado que se necesitan para enlosar
una superficie rectangular de 4 m de largo y 3 m de ancho.

11.- Un jardin rectangular tiene por dimensiones 30 m y 20 m. El jardin esta atravesado por dos
caminos centrales y perpendiculares que forman una cruz. El horizontal, que es el mas largo, tiene
un ancho de 8 dm y el otro 7 dm. Calcula el area del jardin que no es camino.

12.- El perimetro de un tridangulo equilatero mide 0,9 m vy la altura mide 25,95 cm. Calcula el area

del tridngulo en m2.
E

13.- Calcula la cantidad de pintura necesaria para pintar la fachada de este
edificio sabiendo que se gastan 0,5 kg de pintura por m. /

~
E
+

4m

10m
Circunferencia y circulo

La circunferencia es una linea curva cerrada, cuyos puntos tienen la propiedad de equidistar de
otro punto llamado centro. El término equidistar significa que estdn a la misma distancia. Los
puntos de la circunferencia y los que se encuentran dentro de ella forman una superficie llamada
circulo.

Principales elementos de la circunferencia
A continuacién, explicamos las partes que conforman una circunferencia:

Radio: Es el segmento que une el punto centro con cualquier punto de la
circunferencia. El radio permite nombrar a la circunferencia y lo identificamos con
laletrar.

Diametro: Segmento que une dos puntos de la circunferencia, pasando por el

punto centro. El diametro equivale a la medida de dos radios.

Cuerda: Es un segmento que une dos puntos de la circunferencia.

Arco: Es una parte o subconjunto de la circunferencia, limitada por dos puntos de
ella. Una cuerda delimita dos arcos siempre, aunque se suele asociar sélo el
menor.
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Figuras circulares
Segmento circular: Porcion de circulo limitada por una cuerda y el arco
correspondiente.

Semicirculo: Porcién del circulo limitada por un didmetro y el arco
correspondiente. Equivale a la mitad del circulo.

Zona circular: Porcion de circulo limitada por dos cuerdas.

Sector circular: Porciéon de circulo limitada por dos radios.

(& ©

Corona circular: superficie comprendida entre dos circunferencias concéntricas.

Longitudes y dreas

Longitud de la circunferencia Longitud de un arco de circunferencia
=Z-T-r arco="_
360°
Area de un circulo Area de un sector circular
A=m-r Asector =

360°

o

Area de una corona circular

A=m-(R?-r?)

Posiciones relativas de wuna recta y una
circunferencia

/

Secante Tangente Exterior
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Secantes Tangentes exteriores

©

Posiciones relativas de dos circunferencias

Tangentes interiores Exteriores

Ejercicios con circunferencias y circulos Interiores Concentricas

1.- La rueda de un camidn tiene 90 cm de radio. ¢Cuanto ha recorrido el camion cuando la rueda
ha dado 100 vueltas?

2.- La longitud de una circunferencia es 43,96 cm. ¢Cudl es el area del circulo?

3.- En un parque de forma circular de 700 dm de radio hay situada en el centro una fuente,
también de forma circular, de 5 m de radio. Calcula el area de la zona de paseo.

4.- La superficie de una mesa esta formada por una parte central cuadrada de 1 m de lado y dos
semicirculos adosados en dos lados opuestos. Calcula el area.

5.- Calcula el area de la parte sombreada, si el radio del circulo mayor mide 6 cm y
el radio de los circulos pequefios miden 2 cm.

6.- En el tiovivo, Ana se ha montado en el caballo que esta a 3,5 m del centro de una plataforma
gue gira y su amiga Laura se ha montado en el ledn que estaba a 2 m del centro. Calcular el

camino recorrido por cada una cuando la plataforma ha dado 50 vueltas. Tj

7.- Calcula el area sombreada, sabiendo que el lado del cuadrado es 6 cm y el radio

3cm. L
.4

8.- En una plaza de forma circular de radio 250 dm se van a poner 7 farolas cuyas
bases son circulos de un 1 m de radio, el resto de la plaza lo van a utilizar para sembrar césped.
Calcula el area del césped.

Cuerpos geométricos

Poliedros
Los poliedros son cuerpos geométricos que se forman a partir de poligonos (tridngulos, cuadrados,
rectangulos, pentagonos...)
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Los poliedros tienen elementos comunes, algunos de los cuales son:

Cara: cada uno de los poligonos que forman o limitan un poliedro.
Arista: segmento formado por la interseccidén de dos caras de un poliedro.
Vértice: punto de interseccién de dos o mas aristas de un poliedro.

En la siguiente imagen podemos ver estos elementos sobre
un poliedro regular formado por doce caras pentagonales,
un dodecaedro.

Poliedros regulares
Dentro de todos los poliedros que existen hay unos pocos,
concretamente cinco, que se les conoce como poliedros

regulares.

Aristas — 4

WVértices

Estos poliedros tienen una propiedad especial y es que todas sus caras estdn formadas por
poligonos regulares iguales. Debido a esta propiedad sélo cinco son los cuerpos geométricos que
la cumplen: el tetraedro, el hexaedro o cubo, el octaedro, el dodecaedro y el icosaedro.

En la imagen siguiente podemos observar estas figuras junto a su desarrollo plano:

Poliedro | Hexaedro regular | Tetraedro regular Dodecaedro Icosaedro regular | Octaedro regular
regular regular
Modelo
Caras 6 cuadrados 4 triangulos 12 pentagonos 20 triangulos 8 triangulos
equilateros regulares equilateros equilateros
Vértices 8 4 20 12 6
Aristas 12 6 30 30 12
Aristas 3 3 3 5 4
por
vertice
Prismas

Otro tipo de poliedros son los prismas, estos tienen las caracteristicas especiales de que sus bases
son poligonos iguales y las caras laterales son rectangulos.
El nombre de los prismas depende del poligono regular de la base: prisma triangular, prisma
hexagonal...

Algunos de los elementos de un prisma son los que aparecen

en el siguiente dibujo:

Otro elemento de los prismas son las diagonales que son

segmentos que unen dos vértices no consecutivos.

-

srserssssnsfmensnn

P

—— base
cara lateral
- arista lateral
- vertice
e

—— arista basica
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Hay diferentes tipos de prismas, en funcidon de sus caracteristicas podemos hablar de:

e Prismas regulares: aquellos cuyas bases son poligonos regulares. En funcién del poligono
de las bases, los prismas pueden ser de base triangular, cuadrangular, pentagonal,
hexagonal, etc.

e Prismas irregulares: aquellos cuyas bases son poligonos irregulares.

e Prismas rectos: aquellos cuyas caras laterales son cuadrados o rectangulos.

e Prismas oblicuos: aquellos cuyas caras laterales son romboides o rombos.

e Paralelepipedos: prismas cuyas bases son paralelogramos.

e Ortoedros: prisma que tiene todas sus caras rectangulares.

Piramides
Las piramides estan formadas por una cara (la base) que es un poligono regular o irregular y por
caras laterales que son triangulos que se unen en un vértice.

A la hora de Ilamar a las pirdmides el nombre varia dependiendo del poligono regular que tienen
por base: piramide pentagonal, piramide octogonal...

Si el poligono de la base es irregular, la pirdmide se nombra
también irregular.

—— vértice o cuspide

- ansta lateral

cara lateral

Algunos de los elementos de una pirdmide son los que
aparecen en el siguiente dibujo: vértice

— base
~arista basica

Cuerpos redondos
Los cuerpos geométricos que hemos estudiado por ahora tiene todas sus caras planas, pero
también los hay que las tienen curvas. Estos son los cuerpos redondos.

Nos vamos a centrar sdlo en el estudio de tres de ellos, son cuerpos que se denominan de
revolucion, ya que se obtienen cuando hacemos girar una figura

geométrica plana.

Si partimos de un rectdngulo y lo hacemos girar sobre uno de sus
lados obtenemos un cilindro.

Si partimos de un triangulo rectangulo y lo hacemos girar sobre uno
de sus catetos obtenemos un cono.

Cilindro

Si partimos de una media circunferencia y la hacemos girar sobre el
diametro obtenemos una esfera.

La imagen ilustra la construccién de los cuerpos de la revolucion
citados: ana

]

o~

)
A
°

Esfera
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Algunos de los elementos de los cuerpos redondos son los que aparecen en el siguiente dibujo:

superficie

CEPA Concha Casado
Cilindro
¢ <> base
‘_—

lateral curva

radio

Cono

vértice superficie
superficie cra
lateral curva _—~radio
base 1

radio

Esfera

El drea y el volumen

Areay volumen de
un prismarecto

P, =Perimetro de la base
A, =P, .h

A=A +2-A,

V=A,h

P, =Perimetro de la base
Ap = apotema de la piramide
ap = apotema de la base

2 _ M2 2
Areay volumen de Ap® =h* +ap
una piramide recta A, = Pe - AP
2
A=A +A,
/ v At
3
freay volunen e A=2rrh
Ar=2nr-h + 2nr?2
V=nrzh
A =nrg
; — 2
Areay volumen de Ar=nrg + xr
n cono recto
y Vz% nre-h
) A=4.x.r?
Areay volumen de 4
la esfera V=g 3
3
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Ejercicios de dreas y volimenes

1.- Calcula el volumen, en centimetros cubicos, de una habitacién que tiene 5 m de largo, 40 dm
de ancho y 2.500 mm de alto.

2.- Una piscina tiene 8 m de largo, 6 m de ancho y 1,5 m de profundidad. Se pinta la piscina a
razén de 6 € el m? ¢Cudnto costard pintarla? ¢Cudntos litros de agua serdn necesarios para
llenarla?

3.- En un almacén de dimensiones 5 m de largo, 3 m de ancho y 2 m de alto queremos almacenar
cajas de dimensiones 10 dm de largo, 6 dm de ancho y 4 dm de alto. ¢{Cudntas cajas podremos
almacenar?

4.- Calcula la altura de un prisma que tiene como area de la base 12 dm? y 48 | de capacidad.

5.- Calcula la cantidad de hojalata que se necesitara para hacer 10 botes de forma cilindrica de 10
cm de diametro y 20 cm de altura, incluidas sus tapas.

6.- Un cubo de 20 cm de arista estd lleno de agua. ¢{Cabria esta agua en un cilindro de 20 cm de
diametro y 20 cm de altura?

7.- Calcula el area lateral, total y el volumen de una pirdmide cuadrangular de 10 cm de arista
basicay 12 cm de altura.

8.- Calcular la diagonal, el area lateral, el area total y el volumen de un cubo de 5 cm de arista.

9.- ¢Cudl es la longitud del ecuador de una esfera cuya drea es de 15.386 cm??

17- ESCALAS

En muchas ocasiones necesitamos representar objetos en un tamafio que no es el real. Para poder
realizar estas representaciones hemos de aumentar o disminuir el tamafio del objeto de forma
proporcional al mismo, es decir tenemos que realizar una figura semejante a la que debemos
representar.

Para hacer estas representaciones semejantes a la realidad necesitamos saber la razén de
semejanza que queremos que haya entre la realidad y el dibujo a realizar. A esta razéon de
semejanza se le denomina escala.

Las escalas se escriben en forma de cociente, donde el dividendo es la medida del dibujo vy el
divisor es la medida real del objeto. Para hacerlas mas sencillas de identificar se utiliza como
referencia el nUmero menor de los dos y se reduce a un 1.

Ejemplos: 1:10.000, 1:5, 3:1, 10:1, etc.

Las escalas pueden ser de dos tipos:
Reduccidn: Son las mas empleadas en planos y mapas. Sirven para representar grandes objetos de
forma mas reducida. Ejemplo: 1:20.000, 1:1.000.000, 1:4, etc.
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De esta forma si nosotros medimos 5 cm en un mapa a escala 1:10.000, en realidad esa distancia
serd 5 x 10.000 = 50.000 cm = 500 m.

Ampliacién: Se utilizan para representar objetos pequefios a un tamafio mayor para su mejor
reconocimiento. Ejemplo: 3:1, 25:1, 1.000:1, etc....

Si en un plano con una escala de ampliacion de 4:1 realizamos una medicién de 16 mm, en
realidad la medida serd 16 : 4 =4 mm.

La principal aplicacion de las escalas es su empleo en la representacién de mapas y planos.

18- PROBABILIDAD

Teoria de probabilidades. La teoria de probabilidades se ocupa de asignar un cierto numero a
cada posible resultado que pueda ocurrir en un experimento aleatorio, con el fin de cuantificar
dichos resultados y saber si un suceso es mas probable que otro.

Espacio muestral. Es el conjunto de todos los posibles resultados de una experiencia aleatoria, lo
representaremos por E. Por ejemplo, en la experiencia aleatoria “lanzar un dado”, el espacio
muestralesE={1, 2, 3, 4,5, 6}.

Suceso. Es cada uno de los resultados posibles de una experiencia aleatoria. Por ejemplo, en la
experiencia aleatoria “lanzar una moneda”, un suceso es “salir cara”.

Tipos de sucesos:

- Suceso elemental. Es el formado por un solo resultado. Ejemplo: tirar un dado y que salgo un 6.

- Suceso compuesto. Es el formado por varios sucesos elementales. Ejemplo: lanzar un dado y que
salga un numero impar. (Pueden salir los sucesos elementales “salir 1”7, “salir 3” y “salir 5”.

- Suceso seguro. Estd formado por todos los posibles resultados, es decir, por el espacio muestral.
Por ejemplo, al tirar un dado obtener una puntuacion que sea menor que 7.

- Suceso imposible. @ Es el que no tiene ningun elemento. Por ejemplo, al tirar un dado
obtener una puntuacion igual a 7.

- Suceso contrario. El suceso contrario a A es otro suceso que se realiza cuando no se realiza A. Se
representa con A

Son sucesos contrarios sacar par e impar al lanzar un dado. También son llamados sucesos
incompatibles.

Ejemplo:
En el experimento de lanzar un dado de 6 caras, calcular:
e Espacio muestral
e Suceso A: Sacar numero par
e Suceso B: Sacar el nimero 5
e Suceso contrario de A
e Suceso contrario de B
e Suceso seguro
e Un suceso imposible
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Solucién:
e E={1,234,5,6}
e A={2,4 6}
e B={5}
e A=1{1,35}

e B=1{1,23,4,6}
S.seguro={1,2,3,4,5, 6}
e S.imposible= {7}

- Unidn: A U B es el suceso formado por todos los elementos de A y todos los elementos de B. La

unién se lee como “0”, es decir, "que ocurra A o que ocurra B". Matematicamente se

corresponderia con una suma: A + B

- Interseccidn: A N B es el suceso formado por todos los elementos que son, a la vez, de Ay de B.
e

La interseccién se lee como "y", es decir, "que ocurra A y que ocurra B". Matemdticamente se
corresponderia con una multiplicacion: A - B

Ejemplo:
En el experimento de lanzar un dado de 6 caras, siendo los sucesos:
A: Sacar un numero par
B: Sacar un numero multiplo de 3...

e calcularAUB
e calcularANB
e ¢son los sucesos Ay B incompatibles?
Solucidn:
A={2,4,6} B={3,6}
e AUB=1{23, 4,6}
e ANB={6}
e No, son compatibles porque tienen algun elemento en comun, concretamente el sacar 6
gue es par y multiplo de tres.

- La probabilidad es la medida de la facilidad o dificultad de que se produzca un suceso. Se suele
expresar en forma decimal o de fraccidn. El valor de la probabilidad serd un nimero que estard
entre el 0 y el 1. La probabilidad del suceso seguro serd 1y la del suceso imposible serd 0. Para
calcular la probabilidad de un suceso se utiliza la Ley de Laplace.

N¢ de casos favorables

F(A) = N® de casos totales

- Ley de Laplace:

Veamos algunos ejemplos:
e Hallar la probabilidad de que al lanzar dos monedas al aire salgan dos caras.
Casos totales o posibles: {cc, cx, xc, xx}.
Casos favorables: 1

1
P (2caras) = "
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e Enuna baraja de 40 cartas, hallar la P (as).
Casos totales o posibles: 40

Casos favorables de ases: 4

4 1
P(as)=E= 1—0

- Propiedades de la probabilidad:

a) La probabilidad del suceso seguro es uno: P(E) = 1

b) La probabilidad del suceso imposible es cero: P(@) = 0

C) La probabilidad de cualquier suceso estd comprendida entre cero y uno.
d) La probabilidad del suceso contrario es: P(4) = 1 - P(A)

e) Unidn de sucesos: P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)

f) Interseccién de sucesos: P(A N B) =P(A) + P(B) — P (AU B)

- Probabilidad compuesta. Se calcula de distinta manera dependiendo de que los sucesos que la
forman sean incompatibles o no.

Si_los sucesos son _incompatibles se puede calcular sumando la probabilidad de los sucesos
incompatibles por separado o aplicando la Ley de Laplace directamente.

Veamos un ejemplo:

Al tirar un dado, écual serd la probabilidad de obtener un nimero par?

3
Si aplicamos la Ley de Laplace: P(n® par) = o=

1
Si aplicamos la Ley a cada suceso: P(2) = p P(4

Vemos que el resultado es el mismo en ambos casos.

3

1
2
) = -

P(6) = % — P(n%par) =

Si los sucesos no son incompatibles no se puede calcular sumando la probabilidad de los sucesos
por separado puesto que habrd, al menos, un suceso que sera comun.

Veamos un ejemplo:

Extraemos cartas de una baraja espafnola y consideramos la probabilidad de sacar una copa o sacar
una sota.

A=sacar copa B=sacar sota = no son incompatibles porque hay una carta (sota de copas) que es
comun a ambos sucesos.

Casos favorables a sacar copas: 10

Casos favorables a sacar sota: 4

Teniendo en cuenta que la carta “sota de copas” estaria en ambos se cuenta una sola vez con lo
cual en total tendriamos 13 casos favorables dentro de las 40 cartas posibles.

13
P(copas o sota) = 20

Si hacemos las probabilidades de cada suceso por separado, serian:

10 4 1
P(copas) = m P(sota) = 70 P(sota de copas) = 70
13

P(copas o sota) = P(copas) + P(sota) — P(sota de copas) = E

Cuando los sucesos no son incompatibles se verifica:
P(A 6 B)=P(A)+P(B)—P(AyB)
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En muchos casos de probabilidad compuesta se utiliza un diagrama de arbol.
Ejemplo: Tenemos una moneda y una urna con una bola amarilla, una bola roja y una bola verde.
Tiramos la moneda y extremos una bola. ¢ Probabilidad de sacar cara y bola roja?

Es un experimento compuesto formado por dos experimentos simples. Para ver el espacio
muestral formamos el diagrama de arbol:

_—% AMARILLA Llamamos espacio compuesto al conjunto de

i

CARA _— ROUA todos los resultados elementales:
2T 6 T {(c,a), (c, 1), (c, v), (x,a), (x, ), (X, )}
s & VERDE
SUCESO
/\a‘\\ __» AMARLLA  Son sucesos dependientes o)
TSa. CRUZ _:-"’f » ROJA independientes? Se trata de sucesos
(x) T independientes porque no influye lo que

T VERDE .
haya salido en la moneda para el color de Ia

bola extraida.
La probabilidad de obtener cara en la moneda y bola roja, se calculard mirando el espacio
compuesto y viendo que sélo hay un caso entre los 6, el segundo = P(c,r) = 1/6.
Si ahora lo hacemos estudiando cada suceso por separado:

- P (salir bola roja) = 1/3 pues hay una bola roja y 3 bolas en total.
- P (salir cara) =1/2.
- Multiplicando las dos probabilidades =1/2 - 1/3=1/6

Observa que la probabilidad de un suceso en un experimento compuesto se puede calcular
multiplicando las probabilidades de los sucesos independientes de los que se compone.

Ejercicios y problemas de probabilidad

1.- Tenemos una urna con bolas numeradas del 1 al 8 y extraemos una bola. Calcula la
probabilidad de...

a) obtener un numero impar

b) obtener un niumero primo

c) obtener un nimero menor que 3

2.- Si de la baraja espafiola extraemos una carta, halla la probabilidad de obtener...
a) un caballo

b) un basto

c) el caballo de bastos

d) un caballo o un basto

3.- Tenemos el experimento aleatorio consistente en lanzar consecutivamente tres monedas.
a) Explica si son dependientes o independientes las diferentes tiradas de las monedas.

b) Escribe el espacio muestral.

c) Dibuja el diagrama de arbol.

d) ¢Cual es la probabilidad de obtener (xxc), es decir, cruz, cruz, cara?

4.- Se sacan dos bolas de una urna que se compone de una bola blanca, otra roja, otra verde y otra
negra. Escribir el espacio muestral cuando:

1 La primera bola se devuelve a la urna antes de sacar la segunda.

2 La primera bola no se devuelve.
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5.- Una urna tiene ocho bolas rojas, 5 amarillas y siete verdes. Si se extrae una bola al azar calcular
la probabilidad de:

1 Sea roja.

2 Sea verde.

3 Sea amarilla.

4 No sea roja.

5 No sea amarilla.

6.- Se extrae una bola de una urna que contiene 4 bolas rojas, 5 blancas y 6 negras, écual es la
probabilidad de que la bola sea roja o blanca? ¢Cudl es la probabilidad de que no sea blanca?

7.- Tenemos una urna con 3 bolas azules y 4 bolas rojas. Si extraemos 2 bolas con devolucién
calcula la probabilidad de que:

a) Las dos bolas sean azules

b) Las dos bolas sean rojas

c) Laprimera sea rojay la segunda sea azul
d) La primera sea azul y la segunda sea roja
e) Las dos bolas sean del mismo color

f) Las dos bolas sean de distinto color

8.- Realizamos ahora las mismas extracciones del ejercicio anterior pero esta vez sin devolucién.
Calcula ahora la probabilidad de los mismos casos anteriores.

9.- Tenemos dos urnas. La primera con 3 bolas verdes y 4 bolas rojas. La segunda con 2 bolas
verdes y 7 bolas rojas. Si se elige una urna al azar y se saca una bola, calcula la probabilidad de
que:

a) La bola sea verde

b) La bola sea roja

19- COMBINATORIA

La combinatoria estudia las ordenaciones o agrupaciones de un determinado numero de
elementos.
Observa unos ejemplos de tipicos problemas de combinatoria:
1) Tienes 4 botes de pintura: Roja, Azul, Verde y Blanca, ¢cudntas mezclas de dos colores
puedes hacer?
2) 3 amigos estan en la fila de un autobus, ¢de cuantas maneras pueden subir, sabiendo que
lo tienen que hacer de uno en uno?
3) éCudntos numeros de 2 cifras puedes escribir con los digitos 1,3y 5?
4) ¢De cudntas formas se pueden repartir las 3 medallas olimpicas entre 7 corredores?

En el primer problema da igual el orden en que mezclemos las pinturas de los botes; la mezcla
resultante es la misma, es decir, da igual echar primero el Rojo y después el Azul, que primero el
Azul y después el Rojo. No influye el orden. En cambio, en el cuarto problema no es lo mismo
llegar el primero a la meta que el segundo o el tercero. Si influye el orden. En el tercer problema
no da lo mismo colocar los digitos en el orden 13 que 31. Si influye el orden.
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Observa que existen dos tipos de problemas, unos en los que si influye el orden y otros en los que
no influye el orden de los elementos.

Si en un problema no influye el orden de los elementos que forman los grupos se dice que se trata
de Combinaciones.

Si en un problema si influye el orden puede tratarse de Variaciones ordinarias, de Variaciones con
repeticion o de Permutaciones.

Vamos a ver cémo se distingue cada uno de estos casos.

Vuelve a leer el problema n2 3. Observa que para escribir nUmeros de dos cifras conel 1,3y 5, se
pueden repetir los elementos, por ejemplo se puede escribir el nimero 11 6 33 6 55. Cada uno de
estos grupos es una Variacién con repeticion de tres elementos tomados de dos en dos.

Lee ahora los problemas de los 3 amigos y del reparto de medallas. En el primero de ellos hay que
trabajar con todos los elementos, hay que colocar a los 3 amigos en fila. Se trabaja con todos los
elementos del problema.

En el problema de las medallas, hay 7 corredores y sélo 3 medallas, no se trabaja con todos los
elementos.

Si_influye el orden y trabajamos con todos los elementos del problema decimos que es una
Permutacioén.

Si influye el orden, pero trabajamos sélo con unos cuantos elementos del problema decimos que
es una Variacion.

Por tanto, en el problema de los 3 amigos se trabaja con permutaciones y en el de las medallas
con variaciones.

Recuerda

En las combinaciones no influye el orden y en las demds si. En las permutaciones entran todos
los elementos. En las variaciones trabajamos sélo con algunos elementos y si son con repeticion
los elementos se pueden repetir.

Esquema para resolver un problema de combinatoria

Para resolver un problema de combinatoria es necesario averiguar si los agrupamientos que
aparecen en el problema son combinaciones, variaciones o permutaciones.
Esto se puede averiguar facilmente aplicando el siguiente esquema:

— Permutaciones

éSe trabaja

éInfluye el elementos?
orden?

Variaciones con

repeticion

No Gamaadl Variaciones

éSe repiten los

L. ?
m— Combinaciones m elementos:
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Ejemplo de aplicacion del esquema: Entre 12 miembros de una empresa se tienen que elegir los
cargos de presidente, vicepresidente y secretario. Averigua de qué tipo de agrupamiento se trata.

¢éSe trabaja Si
: Si con todos los < _ _ Si
éInfluye el < elementos? No éSe repiten los <

orden? N elementos?
o]

No Variaciones

Aplicando el esquema observamos que se trata de variaciones.

Variaciones

Ejemplo 1:

¢De cuantas formas diferentes pueden llegar a la meta cuatro corredores A, B, Cy D y obtener
medalla?

Cada una de estas posibilidades se Ilama variacidn ordinaria de cuatro elementos tomados de tres
en tres (o variacién sin repeticion). Comprueba aplicando el esquema anterior que se trata de
variaciones sin repeticion.

Veamos el nimero de posibilidades de eleccién que se pueden dar.

El primer puesto puede ser ocupado por uno cualquiera de los cuatro corredores.
Para el segundo puesto quedarian (suponiendo fijado el primero) 3 posibilidades. Finalmente, para
el tercer puesto quedan 2 posibilidades.
Luego el nimero de variaciones de cuatro elementos tomados de tres en tres es:

V=4-3-2=24
Se llama variacion de m elementos tomados de n en n, y se representa Vm,, 0 por Vp, a los grupos
de n elementos que se pueden formar con los m elementos dados, de forma que dos grupos
difieren en los elementos que los componen o en su orden de colocacién.

Como en el ejemplo, su numero es igual al producto de los n numeros naturales consecutivos
comprendidos desde m hacia la unidad. El primer subindice indica el nimero de elementos con los
gue trabajaremos, el segundo subindice indica la forma de tomarlos. La formula general es la
siguiente:

| Vmn= m-(m-1)-(m-2)-.. | donde m2n
n elementos

Ejemplo 2:
¢Cuantos numeros de tres cifras diferentes se puede formar con los digitos: 1, 2, 3,4y 5?
Analizamos el problema:
m=5 n=3
No entran todos los elementos, de 5 digitos entran sdlo 3.
Si importa el orden. Son numeros distintos el 123, 231, 321.
No se repiten los elementos. El enunciado nos pide que las cifras sean diferentes.
Se trata de variaciones sin repeticion.

Vs3=5-4-3=60

Solucién: Se pueden formar 60 numeros
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Variaciones con repeticion

Ejemplo 1:

Se lanza una moneda tres veces. ¢ Cuales son los resultados posibles?

Los resultados posibles son: ccc, ccx, CXc, XCC, CXX, XCX, XXC, XXX

Cada uno de estos 8 resultados posibles se llama variacidn con repeticién de 2 elementos (c y x)
tomados de 3 en 3.

El nimero anterior se escribe asi: VR;3=23=2-2-2=8

Se llama variacion con repeticion de m elementos tomados de n en n, y se representa, VRm,» a los
distintos grupos de n elementos que se pueden formar con los m elementos dados, de modo que
dos grupos difieren en que tienen algun elemento diferente o en el orden de colocacién.

Su nimero es igual a la potencia de base m y exponente n.

En VRm,n, el primer subindice indica el nimero de elementos con los que trabajamos, el segundo
subindice indica la forma de tomarlos. Se lee variaciones con repeticion de m elementos tomados
de n en n. Recuerda la otra representacion también vélida: VRY,

Ejemplo 2:
¢Cudntos numeros de 2 cifras puedes escribir con los digitos 1,3y 5?
Tenemos 3 digitos y hay que formar nimeros de 2 cifras. Es lo mismo que decir que tenemos 3
elementos y hay que tomarlos de 2 en 2.
VR32=32=9 - Solucién: Se pueden formar 9 nimeros

Permutaciones

Las permutaciones son las variaciones en las que en cada grupo que se forma entran todos los
elementos. En otras palabras, las permutaciones de m elementos son las variaciones de m
elementos tomadas de m en m. Su ndmero, que se representa por Pm, es el producto de los m
numeros naturales consecutivos comprendidos desde m hasta la unidad. A esta multiplicacién se
le Ilama factorial de m y se representa asi: m!

Pn=m!=m-(m—1)-(m—2)-...-1 ‘

El subindice indica el numero de elementos con los que se trabaja. Se lee permutaciones de m
elementos.

Ejemplo: En una carrera intervienen cuatro corredores. ¢De cudntas formas pueden quedar
clasificados?

Ps=4-3-2-1=24 - Solucion: Pueden quedar clasificados de 24 formas diferentes.

Observa:41=4-3-2-1=24

Combinaciones

é¢De cuantas formas distintas se puede elegir una comisién de dos alumnos entre Antonio,
Bernardo, Celia, Diego y Eva?

Una comisidon formada por Antonio y Beatriz la representaremos por ab. Cada una de las
comisiones es una combinacion de cinco elementos (cinco alumnos) tomados de dos en dos
(combinacién de orden 2).
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Las combinaciones posibles en este caso son: ab, ac, ad, ae,
bc, bd, be,

cd, ce,

de

El nimero de combinaciones de orden 2 se representa por Cs2 0 también Cg

Resulta Cs, = 10. Este resultado se puede obtener dividiendo las variaciones (Vs3) por las
permutaciones de 2 (Py):

En general, el nUmero de combinaciones de m elementos tomados de n en n se representa por
Cm,n Y es igual al cociente:

Coan= mz=n

El primer subindice indica el nimero de elementos con los que trabajamos, y el segundo, indica la
forma de tomarlos. Se lee combinaciones de m elementos tomados de n en n.

Ejemplos de problemas de combinatoria resueltos

Resolvemos, a modo de ejemplo, las situaciones planteadas al principio de este tema:
1) Tienes 4 botes de pintura: Roja, Azul, Verde y Blanca, icudantas mezclas de dos colores
puedes hacer?
2) 3 amigos estan en la fila de un autobus, é¢de cuantas maneras pueden subir, sabiendo que
lo tienen que hacer de uno en uno?
3) éCudntos numeros de 2 cifras puedes escribir con los digitos 1,3y 5?
4) ¢De cudntas formas se pueden repartir las 3 medallas olimpicas entre 7 corredores?

1-) Como no influye el orden, se trata de combinaciones.
Vm,n_ V4'2_4"3_12_

C = = =
mn P, P, 2-1 2
Solucién: Podemos hacer 6 mezclas de colores.

2-) Influye el orden y se utilizan todos los elementos; se trata de permutaciones.
Pn=m!=31=3.2-1=6
Solucion: Pueden subir de 6 maneras diferentes.

3-) Influye el orden, no se toman todos los elementos y no se indica que no se puedan repetir, con
lo cual, asumiremos que si se repiten; se trata de variaciones con repeticion.
VRmn=m"=VR3,=32=9
Solucién: Se pueden escribir 9 nimeros.

4-) Influye el orden, no se utilizan todos los elementos y no se repiten; se trata de variaciones.
Vm,n=V7,3=7'6'5=210
Solucidén: Las medallas se pueden repartir de 210 formas diferentes.

Problemas de combinatoria

1-) ¢De cuantas formas diferentes se pueden cubrir los puestos de presidente, vicepresidente y
tesorero de un club de futbol sabiendo que hay 12 posibles candidatos?
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2-) éDe cudntas formas distintas pueden sentarse ocho personas en una fila de butacas?

3-) éDe cuantas formas pueden mezclarse los siete colores del arco iris tomandolos de tres en
tres?

4-) Con las cifras 1, 2 y 3, écuantos numeros de cinco cifras pueden formarse? ¢ Cuantos son pares?

5-) A una reunién asisten 10 personas y se intercambian saludos entre todos. ¢ Cuantos saludos se
han intercambiado?

6-) ¢De cuantas formas pueden colocarse los 11 jugadores de un equipo de futbol teniendo en
cuenta que el portero no puede ocupar otra posicion distinta que la porteria?

7-) éCuantas quinielas de una columna han de rellenarse para asegurarse el acierto de los 15
resultados?

8-) En una clase de 35 alumnos se quiere elegir un comité formado por tres alumnos. ¢Cuantos
comités diferentes se pueden formar?

9-) A un concurso literario se han presentado 10 candidatos con sus novelas. El cuadro de honor lo
forman el ganador, el finalista y un accésit. ¢ Cuantos cuadros de honor se pueden formar?

10-) éCudntas apuestas de Loteria Primitiva de una columna han de rellenarse para asegurarse el
acierto de los seis resultados, de 49?

20- SUCESIONES Y PROGRESIONES

Sucesiones

Una sucesidn de nimeros es un conjunto infinito de nimeros ordenados de una forma regular, es
decir, siguiendo una regla. Por tanto, en una sucesién cada numero esta definido por el lugar que
ocupa.

A cada elemento de una sucesién se le llama término. Cada término se representa por una letra
(la misma en toda la sucesion y diferente a la letra de otra sucesion diferente) acompafiada por un
subindice que indica su posicidn en la serie de nimeros que forma la sucesion.

Ejemplo de sucesion: (an) = a1, a2, a3, ..., an

an es el llamado término general de la sucesion, a1 es el primer término, a; el segundo y el ultimo
término an representa el Ultimo sin saber exactamente cual es, puede ser el 20 si contemplamos
los veinte primeros términos pero pude ser el 34 si contemplamos los treinta y cuatro primeros; su
valor dependerd en cada caso.

Las sucesiones se pueden expresar o definir de varias formas:
e Por una propiedad caracteristica: los numeros impares (1, 3, 5, 7,...); los multiplos de 5 (5,
10, 15, 20, ...); los numeros primos (1, 2, 3,5, 7,...)
e Por una férmula. De esta manera se podrd saber qué nimero ocupa cualquier posicidn
dentro de la sucesion simplemente sustituyendo “n” por el valor de su posicién.

104



CEPA Concha Casado PLS - Ambito Cientifico-Tecnolégico - Matematicas

Ejemplo: (an) = 2n = primeros términos: 2, 4, 6, ... écual sera el término 23? 2> 2-23 =46
A la férmula que da lugar a una sucesién también se le llama “término general”.

A veces se nos pide calcular el término general de una sucesion a partir de los primeros términos
numeéricos. No siempre es facil y cuando pensamos que tenemos el término general hallado
debemos comprobar bien que cumple con los datos numéricos de la sucesion aportados.

Veamos un ejemplo de esto: calcular el término general de la sucesién cuyos primeros términos
111

son: 1,5,5,;,
Observando los numeros aportados vemos que, salvo el primero, todos son fracciones cuyo
numerador es siempre 1 y el denominador coincide con el valor de posicion. El primero seria el
gue no cumple esta regla pero si pensamos en poner ese numero en el formato de los demads

] 1 .
observamos que si la cumple: 1 = 7 con lo cual todos los numeros aportados cumplen con esta

1 . .
regla: a, = —quees el término general pedido.

Operaciones con sucesiones

Las sucesiones se pueden sumar, restar, multiplicar o dividir, siempre término a término, el
primero con el primero, el segundo con el segundo, etc. Si lo que se conoce de las sucesiones es su
término general, se hara la operacion con ellos.

Ejemplo:

Dadas las sucesiones (an) =1, 2,3,4,5, ...y (bn) =2, 4, 6, 8, 10, ... calcular su suma llamada (cn)

Por sus términos = (cn) = 3 (1+2), 6 (2+4), 9 (3+6), 12, 15, ...
Por sus términos generales 2 (an)=n (bn)=2n - (cn)=n+2n=3n

Progresiones aritméticas

Una progresion aritmética es una sucesion en la que cada término, salvo el primero, que puede ser
cualquier niumero, es igual al anterior mas, o menos, una cantidad fija llamada diferencia de la
progresion y que se expresa con d.

Ejemplo: la sucesién (an) =3, 6, 9, 12, 15, 18, ... es una progresion aritmética con d = 3 como se ha
podido hallar haciendo: 18 -15=3 15-12=3 12-9=3 ..

Término general de una progresion aritmética

A partir de lo visto anteriormente se deduce la féormula para hallar el término general de una
progresion aritmética: ‘ an=ai1+(n-1)-d ‘

Dada una progresion aritmética por sus primeros términos, podemos calcular su término general
aplicando la anterior férmula.

Ejemplo: Dada la sucesién 2, 5, 8, 11, ... comprobar si es aritmética y en caso afirmativo, hallar su
término general.

Si es aritmética porque encontramos su diferencia d = 3. Su término general lo hallamos aplicando
laformulaan=a1+(n—1)-d 2 an=2+(n-1)-3 2 ar=2+3n-3 2> a,=3n-1

Solucion: an=3n-1
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Podemos hacer una comprobacion:
n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6
an=3n-1-> 2 5 8 11 14 17

De la anterior férmula se puede obtener otra que relaciona dos términos cualesquiera de la
progresion (ap y ag) para poder hallar la diferencia d y a partir de ahi, igual que antes, podremos
hallar el término general que es lo que normalmente nos pediran.

Dicha formula es: ‘ ap=ag+(p-q)-d ‘

Ejemplo: Halla el término general de una progresion aritmética conocidos los términosa; =5y as =
17 de la misma.
e Aplicamos la férmula para calcular d:
ap=ag+(p-q)-d >az=as+(2-6):d >5=17+(2-6)-d >5=17-4d > d=3
e Sabiendo d calculamos el primer término:
ap=aq+(p-q)-d 2a1=a2+(1-2):3 2a1=5+(-1):3 2 a1=5-3 2 a1=2
e Calculamos ya el término general:
an=ai+(n—=1)-d 2 an=2+(n-1)-3 2an=2+3n-3 2 an=3n-1

Solucion:apn=3n-1

Podemos comprobar la correccién de los calculos:
n=1 n=2 n=3 n=4 n=5 n=6
an=3n-1-> 2 5 8 11 14 17

Suma de los términos de una progresion aritmética.
La suma de los términos concretos (una cantidad finita y conocida) de una progresidn aritmética
se calcula mediante la férmula siguiente:

_(a1+an)'n
— 2

Ejemplo: Calcular la suma de los 15 primeros términos de una progresién aritmética que tiene por
diferencia 2 y el valor del ultimo término es 31.

e Calculamos el primer término:
ap=aq+(p-q)-d 2ai=ais+(1-15):2 2> a1=31+(-14):2 > a1=31-28 > a1=3
e Calculamos ya la suma:
_(ag+ay)-n (3+31)-15 510
B 2 B 2 2

Sn = 255
Progresiones geométricas

Una progresion geométrica es una sucesion en la que cada término, salvo el primero, que puede
ser cualquier numero, es igual al anterior multiplicado por un nimero constante que se llama
razon y se representa por r.

Ejemplo: la sucesion (an) = 2, 4, 8, 16, 32, 64, ... es una progresion geométrica con r = 2 como se ha
hallado al hacer: 64/32=2 32/16=2 16/8=2
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Término general de una progresion geométrica.

A partir de lo visto anteriormente se deduce la formula para hallar el término general de una
progresion geométrica: ‘ an=a;-rt ‘

Ejemplo: Dada la sucesion 1, 3, 9, 27, ... comprobar si es geométrica y, en caso afirmativo, hallar su
término general.

Si es geométrica al hallar r = 3. Su término general lo hallamos aplicando la férmula:
an=ar-rMt*->a,=1-3"1>3,=3"!
Solucién: a,=3""1

Comprobacioén:
n=1 n=2 n=3 n=4 n=5
an=3"1-> 1 3 9 27 81

De la anterior férmula se puede obtener otra que relaciona dos términos cualesquiera de la
progresion (ap y aq): ‘ ap=aq- rk ‘

Ejemplo: Dada la progresién geométrica 2, -8, 32, -128, ... halla su término general y el término as.

Calculamoslarazéon:-8/2=-4 32/-8=-4 ... 2>r=-4
Calculamos el término general: an=a1- r"!* > ap=2 - (-4)™?
Calculamos el términoas: ap=aq- "9 > ag=a1-r¥! > ag=2-(-4)’ > ag=2-(-16.384) = -32.768

Suma de los términos de una progresion geométrica.
La suma de los n primeros términos de una progresién geométrica se calcula mediante la formula
siguiente:

a, r—a;
smn=——
r—1

Ejemplo: Calcula la suma de los primeros 7 términos de la siguiente progresiéon geométrica: 3, 12,
48,192, ...

e Razénr=4

e Calculo del término 7
ap=agq-r"i>ar=ar-r’! >a;=3-4% > a;=12.288

e Suma de los 7 primeros términos:

_an-r—al_a7-r—a1_12288-4—3_49152—3

Sn=—t—— == ——=———— =16.383

107



CEPA Concha Casado PLS - Ambito Cientifico-Tecnolégico - Matematicas
Problemas de sucesiones y progresiones

1-) Calcula los términos 1, 4 y 7 de las siguientes sucesiones:
n+5

2n

a)a,=3n—-5 b)a, = n*+1 c)a, =

2-) En una progresion aritmética, sabiendo que a3 = 2y ag = 17, calcular el primer término.

3-) Escribe el término general de las siguientes progresiones:

1
) 5,1,2.4,.. b) 4,7,10, ... )8,5,2,—1,.. d) 3,9,27,81, ...

4-) Halla la suma de los 10 primeros términos de la progresién 2, 6, 10,...

. . 2
5-) En una progresion geométrica sabemos que a; = 54 y ag = 3 Halla la suma de sus

primeros 10 términos.

108



