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Parte I

Recopilacion de ejercicios

1. Junio 2010. Fase general. Opcién A.

1. a) Dadas dos funciones f(x) = In(x) y g(x) = 1 — 2x, hallar el drea del recinto

plano limitado por las rectas x = 1, x = 2 y las gréficas de f(x) y g(x).
Solucién

b) Dar un ejemplo de funcién continua en un punto y que no sea derivable

en él.

Solucién

2. a) Si el término independiente de un polinomio p(x) es —5 y el valor que
toma p(x) para x = 3 es 7, ;Se puede asegurar que p(x) toma el valor 2

en algin punto del intervalo [0, 3] 7.

Solucion
b) Calcular:
/ cos(x) dxc
1+ sen?(x)
Solucién

3. a) Sea B una matriz cuadrada de tamano 3x3 que verifica que B2 = 16 - I,

siendo I la matriz unidad. Calcular el determinante de B.
Solucion

b) Hallar todas las matrices X que satisfacen la ecuacién:
01 0 01
X =
(0 2) (O 0 2)
Solucién

P.A.U. en Castilla y Leén 8
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. x—y+az=0
4. Se considera larectar = aceR yelplanor=x+y+z—2=0.
ay —z=4
a) Hallar los valores de a para los que r es paralela a 7.
b) Para a = 2, hallar la distancia de r a 7.

c) Para a =1, hallar la distancia de r a 7.

Solucién

2. Junio 2010. Fase general. Opcion B.

1. Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada con una capacidad de
270 cm3. Para la tapa y la superficie lateral se usa un material que cuesta
5€/cm? y para la base un 50 % mas caro. Hallar las dimensiones de la caja

para que el coste sea minimo.

Solucion
2. Hallar el valor de a para que se verifique:
i 2x +a\*"® | x?2-x3
lim = lim
x—+oo\ 2x — 1 x—0 sen?(x)
Solucion
3. Consideramos el sistema de ecuaciones lineales:
2x—y+az = 1l+a
X—ay+z = 1
Xx+y+3z = a
a) Discutir el sistema para los distintos valores de a
b) Resolver el sistema para a=1
Solucion
+6
4. Dados el punto P(1,1,—1), larectar =x = yT =z—3

y el plano m = 6x + 6z — 12 = 0, se pide:

a) Hallar el punto simétrico de P respecto del plano =

b) Hallar los puntos Q de r que distan % unidades de longitud de &

Solucion

P.A.U. en Castilla y Leén 9
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3. Junio 2010. Fase especifica. Opcién A.

1
1. Dada la parabola y = gxz, y la recta y = 9, hallar las dimensiones y el area
del rectangulo de area maxima que tiene un lado en la recta y los otros dos

vértices en la grafica de la parabola.

Solucién

x+1

X —

2. Dada la funcién f(x) = se pide

a) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los de concavidad

y convexidad, y las asintotas.
Solucion

b) Calcular el drea de la regién limitada por la grifica de la funcién

f
g(x) = ﬁ, el eje OX y las rectas x = 2 ,x = 4.
X

Solucion
3. Dadas las matrices:
oo 1 3 5 1 2 3
B=010,C:< ),D:< )
-2 4 -6 010
0 -1 m
a) Para qué valores de m existe B~'?. Para m=1, calcular B!
b) Para m = 1, hallar la matriz X tal que X-B+C =D
Solucion

4. Se consideran las rectas r y s dadas por las ecuaciones:

XxX—y+z=1 . x-2 y+1 =z

2x +y —z = 2 3 2 a

..5
Il

a) Hallar el valor del pardmetro a para que r y s sean perpendiculares.

b) Hallar la recta t paralela a r y que pasa por el punto de s cuya coorde-

nada z es 0.

Solucién

P.A.U. en Castilla y Leén 10
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4.

Junio 2010. Fase especifica. Opcién B.

1. Calcular b y c sabiendo que la funcién

x2+bx+c six<0
f(x) = In(x+1)
X

six>0

es derivable en el punto x=0

Solucion

. Calcular la siguiente integral:

2
/ Ix? — 3x + 2| dx
-1

Solucion

. Discutir seguin los valores del parametro a, y resolver cuando sea posible, el

sistema:
x+z=1

y+(a—1)z=0
x+(a—1l)y+az=a

Solucién

. Dadas las rectas:

x—1 z—1 2x—y=0
2 2y —z=4

<
-+
Il

Se pide hallar la perpendicular comin a s y a t y la distancia entre ambas

rectas.

Solucién

Septiembre 2010. Fase general. Opcién A.

. Se divide un alambre de 100m de longitud en dos segmentos de longitud x

y 100 — x. Con el de longitud x se forma un tridngulo equilatero, y con el
otro un cuadrado. Sea f(x) la suma de las areas. ;Para qué valor de x dicha

suma es minima?

P.A.U. en Castilla y Leén 11
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Solucion
2. Determinar la funcién f(x) tal que f'(x) =
Solucion

3. a) Determinar las ecuaciones de los planos paralelos al plano 7= 12x + 3y —4z =17
que distan 6 unidades del mismo.

Solucion

b) Probar que el punto P(1,1,2) pertenece a m, y calcular la recta perpen-

dicular a m que pasa por P.

Solucién
4. Discutir, y resolver en los casos que sea posible, el sistema:
ax+y—z=1
X+2y+z=2
x+3y—z=0
Solucién

6. Septiembre 2010. Fase general. Opcién B.
1. Sea la funcién f(x) = x/(4 — x2)

a) Determinar el dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento y los

extremos relativos.

b) Esbozar su grafica.
Solucion

2. Determinar el drea limitada por la parabola de la ecuacién y? = x, y la recta

de ecuaciéon y = x — 2.
Solucién

3. Determinar la ecuacidén de la recta que pasa por el punto P(2,—1,1) y corta
. xX—2 y—1
perpendicularmente a la recta r = 5 = 5 —%

P.A.U. en Castilla y Leén 12
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Solucion

a; by ¢

4. a) Sisesabe que el determinante |a; b, c,| vale 5, calcular razonadamen-

azg bz cs3
te:
ap 2&2 332 ap b1 C1
b1 2b2 3b3 Yy as + as b2 + b3 Ca +C3
c1 2cy 3cs as b2 C2

b) Si A es una matriz de tamano 2 x 2 para la cual se cumple que A~! = A*
(A* = traspuesta de la matriz A), ;Puede ser el determinante de A igual
a3?

Solucion

7. Junio 2011. Opcién A.

1. Calcular el area de la regién finita y limitada por la grafica de la funcién

f(x) =x® —x+1, y la recta tangente a la grifica de f en el punto de abscisa

x=1.
Solucién

2. a) Estudiar si la funcién f : [0,2] — R dada por:

VX si 0<x<1
flx) = 32+7 1 si 1<x<2
—2X 2X— S1 x <

verifica la hipétesis del Teorema de Rolle. Enunciar dicho teorema.

Solucion
b) Calcular
lim cos(2x) —e X —x
x—0 x - sen(x)
Solucién
1 2 3 4
5 6 7 8
3. a) Calcular el rango de la matriz: A =
9 10 11 12
13 14 15 16

P.A.U. en Castilla y Leén 13
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b) Si B es una matriz cuadrada de dimensién 3 x 3 cuyo determinante vale

4, calcula el determinante de 5B y el de B2.

Solucion
: . . y—x=1
4. a) Determinar la posicién relativa de la recta r =
z—2x=0
yel plano n=x—y =0
b) Hallar el plano perpendicular a 7w que contiene a r.
Solucion

8. Junio 2011. Opcién B.

x2—-3x+3
x—1

1. Sea f(x)=

a) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos re-

lativos, intervalos de concavidad y convexidad y sus asintotas.

b) Esbozar su grafica.
Solucion

2. a) Hallar el valor de los parametros reales a y b para los que la funcién
sin(x) — ax

f(x) = x2
x2+b six<0

six>0

es continua en R.
Solucién

b) Calcular

/ ln(2x) dx

3. Discutir, y resolver cuando sea posible, el sistema de ecuaciones lineales

Solucion

segun los valores del parametro m:

x+yt+z=1
x—y+z=0
3Ix+my+z=m-+1

P.A.U. en Castilla y Leén 14
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Solucion

4. a) Hallar la recta r que pasa por el punto A = (1,—1,0), estd contenida en

el plano t==x+y =0,y cortaalarectas =x=y =2z.
Solucion
b) Hallar la distancia del punto B(2,—2,2) alarectas =x=y = z.

Solucion

9. Septiembre 2011. Opcién A.

1. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1,2) y determina en
el primer cuadrante con los ejes coordenados un triangulo de area minima.

Calcular dicha area.
Solucién

2. a) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la funcién f(x) = [x — 1| en

el intervalo [—2,2]. Calcular la funcién derivada de f(x) en ese intervalo.
Solucién

b) Calcular el area del recinto limitado en el primer cuadrante, por la

grifica de la funcién y = In(x) y las rectas y =0,y =1,y x=0.

Solucién
1 0 1

3. a) Averiguar para qué valores de m la matriz A=| -1 1 -—m | no tiene
0 m -2

inversa.
b) Calcular la matriz inversa de A para m=0.

c) Sabemos que el determinante de una matriz cuadrada A vale —1 y que el
determinante de la matriz 2 - A vale —16 ;Cual es el orden de la matriz
A?

Solucién

x+y=1
4. Sean la recta r = Y y el plano r=x+ (m+ 1)y + mz =m + 1.
my+z=0

Estudiar la posicion relativa de la recta y el plano segun los valores de m.

Solucion
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10. Septiembre 2011. Opcién B.

In(x
1. Dada la funcion y = L, determinar su dominio de definicién, sus asinto-
X

tas, extremos relativos y puntos de inflexién. Hacer un esbozo de su repre-

sentacion grafica.
Solucion

2. Hallar el valor de m para que el area delimitada, en el primer cuadrante,

por la funcién y = 4x3 y la recta y = mx sea de 9 unidades cuadradas.
Solucién

3. Discutir segiin los valores de m y resolver cuando sea posible, el sistema de
mx+y =2

ecuaciones lineales { x + my = m

X+y=2
Solucion

4. a) Calcular un vector unitario y ortogonal a los vectores v =(1,2,0)y

W =(—1,0,1)
Solucion
. y+1=0
b) Calcular el plano que contiene a las rectas r =
x+z=1
_x _y+3_ .,
YS=T17 "0 ~ '
Solucién
11. Junio 2012. Opcion A.
1
1. Sea f(t)= Ty
a) Calcular [ f(t)dt.
x . g(x)
b) Sea g(x) = [, f(t)dt. Calcular lim S
Solucién
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2x

2. Dada la funcién f(x) = i f
X

se pide:

a) Hallar a para que la pendiente de la recta tangente a la funcién en x = 0
valga 2.

b) Para a = 1, estudiar el crecimiento, decrecimiento y extremos relativos.

c) Para a =1, hallar sus asintotas.

Solucién
ax+y+z=(a—1)(a+2)
3. Se considera el sistema de ecuaciones { x + ay +z = (a— 1)2(a + 2)
x+y+az=(a—1)3@a+2)
a) Discutir el sistema segtin los valores del pardmetro a.
b) Resolver el sistema para a = 1.
c) Resolver el sistema para a = —2.
Solucion
-1 -3 -2 1
4. Se consideran las rectas: r = =2 _Z ; S= x _Yy _zt
1 -2 2 3 1 -1
a) Justificar razonadamente que ambas rectas se cruzan.
b) Hallar la perpendicular comiin y que corta a las dos rectas.
Solucion
12. Junio 2012. Opcién B.
1. a)
Calcul !
alcular [ ———dx
x2+2x+3
Solucion

b) Calcular los valores del parametro a para que las tangentes a la grafica
de la funcién f(x) = ax® + 2x? 4+ 3 en los puntos de abscisas x =1y x = —1

sean perpendiculares.

Solucién
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2. Se considera la funcién f(x) = e* + In(x) , x € (0,00) donde In denota el loga-
ritmo neperiano.
a) Estudiar la monotonia y las asintotas de f(x)

b) Demostrar que la ecuacién x?¢* — 1 = 0 tiene una tnica solucién c en el

intervalo [0, 1]

c) Deducir que f presenta un punto de inflexién en c. Esbozar la grafica
de f

Solucién

3. Sea M una matriz cuadrada que cumple la ecuacién M? — 2M = 31, donde I

denota la matriz identidad.

a) Estudiar si existe la matriz inversa de M. En caso afirmativo expresar
M~! en términos de M e I.

a b

b) Hallar todas las matrices M de la forma (b ) que cumplen la ecuacién

a
M2 — 2M = 31

Solucién

4. Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los puntos P(2,1,3) y Q(1,3,1);

los otros dos sobre una recta r que pasa por el punto R(-4,7,-6).

a) Calcular la ecuacién de la recta r.
b) Calcular la ecuacién del plano que contiene al cuadrado.

b) Hallar las coordenadas de uno de los otros vértices.

Solucién

13. Septiembre 2012. Opcion A.
1. Sea la funcién f(x) = (2x? + 3)e* .

a) Estudiar asintotas, crecimiento, decrecimiento, extremos relativos, con-

cavidad, convexidad, y puntos de inflexién.

b) Esbozar su gréfica
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Solucion
2. a) Calcular
11 2
/ sm( ;c) dxc
3 + sin®(x)
Solucién
b) Calcular
In(1 In(1 —
i 124 %) (1 = )
x—0 x sin(x)
Solucion
X+ay—z=2
3. Se considera el sistema { 2x+y+az=0 donde a es un parametro real.
x+y—z=a+1
Se pide:
a) Discutir el sistema en funcién del valor de a.
b) Hallar la solucién del sistema para a=1, si procede.
Solucién

4. Dado el punto A(2,1,1) y las rectas

y +2 x+y=0
Xx="——=z—-1 y s=

2 X+z=2

r

Se pide:

a) Hallar la ecuacidén de la recta que pasa por A y cortaary s.

b) Hallar la ecuacién del plano perpendicular a r que pasa por A.

Solucion

14. Septiembre 2012. Opcion B.

1. a) Determinar en que puntos de la gréafica de la funcién
y=x>—6x>+4x+8
la recta tangente a la misma es paralela a la recta y =4x3 +7
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Solucion

b) Hallar el area de la regién comprendida entre las rectas x=1,x=4
limitada por dichas rectas, la grafica de la funcién f(x) = |x? — 4| y el eje
OX.

Solucién

2. a) Determinar los extremos absolutos de la funcién f(x) = x?> — 4x + 4 en el

intervalo [1,4].
Solucion

b) Aplicando la definicién, estudiar la continuidad y derivabilidad de la

funcion f dada por:

en el punto x = 1, donde In denota el logaritmo neperiano.

Solucion

3. a) Determinar, en funcién del valor del pardmetro real a, el rango de la
1 a —1
matriz A=[1 0 -1
3 a a

b) Sea C una matriz 2x2 de columnas C; y Cs y de determinante 5, y sea

B una matriz 2x2 de determinante 2. Si D es la matriz de columnas 4C,

y C; — C,, calcular el determinante de la matriz BD L.

Solucién

x=3+2t
4. Sea s la recta de ecuaciones paramétricas y=-1-—t
z=1

a) Hallar la ecuacién de recta r que pasa por el punto P(1,0,5) y corta

perpendicularmente a la recta s .

b) Hallar la ecuacién del plano que contiene ar y a s.

Solucion
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15. Junio 2013. Opcién A.

2 3 1
1. Sean las matrices A=|1| ,B=|-1|yC=1]2
a —4 1

a) Calcular, cuando sea posible, las matrices C-B* /| B*-C , B - C.
Solucién

b) Hallar a para que el sistema xA + yB =4C de tres ecuaciones y dos
incégnitas x e y, sea compatible determinado y resolverlo para ese valor

de a.

Solucion
2. Sean los puntos A(1,2,-1), P(0,0,5), Q(1,0,4) y R(0,1,6)

a) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto A, es paralela al
plano que pasa por los puntos P,Q y R, y tal que la primera componente

de su vector director es doble que la segunda.
Solucién
b) Hallar la distancia del punto A al plano que pasa por P,Q yR

Solucién

3. Sea la funcién

a/x + bx 0<x<1
f(x) =
clIn(x) 1<x

Hallar a, b y ¢ sabiendo que f(x) es continua en (0,0), la recta tangente
a f(x) en el punto de abscisa x = 16 es paralela a la recta y = —4x+ 3 y se

cumple que [; f(x)dx = 2
Solucién

4. a) Estudiar el crecimiento de la funcién f(x) = x3 + 3x®> — 3 .

b) Probar que la ecuacién x* + 3x? — 3 = 0 tiene exactamente tres solucio-

nes reales.
Solucion
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16. Junio 2013. Opcién B

a —2 0
1. Sealamatriz A= |0 -2 0
0O 1 a

a) ;Para qué valores de a la matriz A es invertible?

b) Estudiar el rango segun los valores de a.

1
c) Hallar a para que se cumpla A~ = ZA.

Solucion

2. Sean los puntos P(1,4,-1), Q(0,3,-2) y la recta r =

a) Hallar la ecuacidn del plano que pasa por P, por un punto R de la recta

r y es perpendicular a la recta que pasa por Q y por R.
b) Hallar el dngulo que forma larectar y el planor=x—-y—-3=0".
Solucién

-2
3. Sea la funcién f(x) = X e
X

a) Calcular sus asintotas y estudiar su crecimiento y decrecimiento.
Solucion

b) Dibujar el recinto comprendido entre la recta y =1 , la grifica de la
funcién f(x) , el eje OY y le recta x =2 ; Calcular el drea de dicho

recinto.

Solucion

4. Determinar, de entre los triangulos isésceles de perimetro 6 metros, el que

tiene area maxima.

Solucion
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17. Septiembre 2013. Opcién A

1. a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segiin los valores del parame-

tro m.
3x—y+mz=0

X+y=m

mx — 3y + mz = —2m

b) Resolverlo para m=0.
Solucion

2. Seael plano t=x+y+z=0,larecta r=x=y =1z, y el punto A(3,2,1)
a) Hallar la recta que pasa por A, es paralela a 7y corta ar
Solucion
b) Hallar los puntos de r que equidistan de A y de .

Solucién

3. Sea f(x) = (x+ 1)e ™. Determinar los intervalos de crecimiento y decreci-
miento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad, puntos

de inflexién y asintotas. Esbozar su grafica.

Solucion
4. a) Hallar
., xIn(x+1)
1 —
x—+o0 X% +1
Solucion
b) Calcular
/ Vx4 1+ 1
x+1
Solucién

18. Septiembre 2013. Opcién B

1 1 1
1. Sea la matriz M = | 0 2 1
-1 -2 -2

P.A.U. en Castilla y Leén 23



Mateméticas 11

LLE.S. Campo Charro

a) Calcular M™!
b) Calcular la matriz X que cumple X - M + M = 2M?

2. Sean las rectas r=x=-y=z—1 s=x—2=y=z-—m

a) Determinar m para que las rectas sean coplanarias.

b) Para m=2, calcular la distancia entre las rectas.

Solucién

Solucion

Solucion

3. a) Enunciar el teorema del valor medio de Lagrange. Dar su interpretacién

geométrica.

b) Estudiar la continuidad de la funcién

ex x<0
f(x) =<k x=0
1—
‘cos(x) <> 0
sin(x)

en el intervalo (—g, g) segun los valores de k

Solucién

Solucién

4. a) Determinar las asintotas horizontales y verticales de la funcién

1
b) Calcular [ ————dx

x%?—-x—-2
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19. Junio 2014. Opcién A

1. Discutir, y resolver cuando sea posible, el sistema de ecuaciones lineales

segun los valores del parametro m

mx-+y=1
X+my—=1m

2mx 4+ 2y =m+1
Solucién

2. Sea 7 el plano que pasa por los puntos A(1,-1,1), B(2,3,2), C(3,1,0) y r la
x—7 y+6 z+3

2 -1 2

recta dada por r =

a) Calcular el dngulo que forman la recta r y el plano 7.
Solucion
b) Calcular los puntos de r que distan 6 unidades del plano 7 .

Solucién

3. Hallar la funcién polinémica de grado 3 sabiendo que su grafica pasa por el
punto P(1,0), que tiene por tangente en el punto de abscisa x=0 la recta de

ecuacion y = 2x + 1 y que su integral entre 0 y 1 vale 3.

Solucion

x2

4. Sea la funcién f(x) = e ™" . Calcular sus intervalos de crecimiento y decre-

cimiento, extremos relativos, puntos de inflexién y asintotas. Esbozar su

grafica.

Solucion

20. Junio 2014. Opcion B

a a+1 a+2
1. Sea la matriz A=|a a+3 a+4
a a+b a+6

a) Discutir su rango en funcién de los valores de a
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0
b) Para a=1 , resolver la ecuacién matricial A*X = [ 0| , siendo A’ la

0
matriz traspuesta de A.

Solucion

2. Calcular la recta contenida en el plano 7y =x+y +z = 3 , paralela al plano

m2 =x =0, y que pasa por el punto simétrico de B(-1,1,1) respecto de 7.
Solucién

3. Sea la funcién f(x) = +2/x.

a) Hallar el dominio y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Calcular el punto de la grifica de f(x) mas cercano al punto (4,0).

Solucién

eX

4. Sea la funcién f(x) = m

a) Calcular un punto de su gréfica tal que la recta tangente en dicho punto

sea paralela al eje OX. Escribe la ecuacion de la recta tangente.
Solucién

b) Calcular el area limitada por la gréafica de la funcidn, el eje OX y las

rectas x =0y x=1Inb5.

Solucion

21. Septiembre 2014. Opcién A

1. a) Resolver la siguiente ecuacién matricial X- A = B — C , siendo

()26 2o

b) Sean F;,Fs, F; las filas de una matriz cuadrada de orden 3 cuyo deter-
minante vale 5. Calcular razonadamente el valor del determinante de la

matriz cuyas filas son respectivamente 3F; — F3 , F5 , 2F3.

P.A.U. en Castilla y Leén 26



Matemaéticas 11 LLE.S. Campo Charro

Solucion
.. XxX—y+2=0
2. Sea el punto A(1,1,3) y la recta de ecuacién r =
z=2

a) Calcular el plano perpendicular a la recta r que pase por A

Solucién
b) Calcular la distancia del punto A a la recta r.

Solucién

X

3. Sea la funcién f(x) = x?e¢™* . Determinar sus intervalos de crecimiento y

decrecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad,

puntos de inflexién y asintotas. Esbozar su grafica.
Solucién
4. a) Hallar el punto en el que la recta tangente a la grafica de la funcién
f(x) = x® — x+ 4 es paralela a la recta de ecuacién y = 5x — 7

Solucién

b) Calcular el drea limitada por la parabola de ecuacién y = 2x? y la recta
y =2x + 4.

Solucién

22. Septiembre 2014. Opcién B

. . . mx—-—y=1
1. Sea el sistema de ecuaciones lineales
—Xx+my=1-—2m

a) Discutir el sistema segtin los valores de m.

b) Hallar los valores de m para los que el sistema tenga alguna solucién en

la que x = 2.
Solucién
x—1
2. a) Dados el punto A(3,5,1), la recta r = 5 = y+2=z+1y el plano
T=3x—2y+2z+5=0, determinar el punto B de 7 tal que la recta AB

sea paralela a la recta r.
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b) Hallar las coordenadas de un vector de médulo 1 que sea perpendicular
a los vectores PQ, y PR, siendo P(1,3,-1), Q(2,0,1) y R(-1,1,0).

Solucién

3. Se desea construir un depésito de chapa ( en forma de prisma recto, abierto
y de base cuadrada) con una capacidad de 32000 litros. ;Cudles han de ser
las dimiensiones del depdsito para que se precise la menor cantidad de chapa

posible en su construccion
Solucion

4. a) Enunciar e interpretar el Teorma de Rolle.
Solucion

b) Hallar la primitiva de f(x) = x?Inx cuya grafica pasa por el punto (1,2).

Solucién
23. Junio 2015. Opcion A
m + 2 0 0
1. Dada la matriz A= -3 m+1 1 , se pide
1 0 m-—1

a) Hallar los valores de m para que la matriz A'° tenga inversa.

b) Para m = 0, calcular, si es posible, la matriz inversa de A.
Solucién

2. a) Calcular la recta que corta perpendicularmente al eje OZ y que pasa
por el punto P(1,2,3).

b) Estudia en funcién del parametro a, la posicién relativa de la recta

x=0

.1
Il

y el plano r=x+y +az = 1.
y=0

Solucién

3. Determinar los vértices del rectangulo de area maxima que tiene lados pa-
ralelos a los ejes coordenados y vértices en el borde del recinto limitado por

las graficas de las funciones f(x) =x?y g(x) =2 —x2 .
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Solucion

4. a) Sea g(x) una funcién continua y derivable en toda la recta real tal que
g(0) =0 g(2) =2 . Probar que existe algiin punto c del intervalo (0, 2)
tal que g'(c) = 1.

Solucion
b) Hallar la funcién f(x) que cumple f'(x) = xIn(x* + 1) y f(0) = 1.
Solucion
24. Junio 2015. Opcién B
: . : X+my=—1 .
1. Dado el sistema de ecuaciones lineales , se pide:

1-2m)x—y=m

a) Discutir el sistema segtin los valores del pardmetro m.
b) Resolver el sistema en los casos en que la solucién no sea tunica.

c) Calcular los valores de m para que x = —3 y y = 2 sea solucién.
Solucién

2. a) ;Puede haber dos vectores iy vde R talesque t-v=—3;|u|=1y|v| =27

b) Hallar el valor de a para que exista una recta que pase por el punto

X+y=2
P(1+a,1—a,a), corte a la recta r = y sea paralela a la
z=1
x+z=0
recta s =
y=0

Solucién

x
3. Dada la funcién f(x) = nx’ determinar su dominio, asintotas, intervalos de
nx

crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su grafica.
Solucién

1 1
4. a) Calcular lim [ — — ———
x-0\z In(z+1)

Solucién

b) Calcular el drea del recinto delimitado por las graficas de las funciones

1
f(x) = 2 g(x) = 2 Y la recta x = e.
Solucién
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25. Septiembre 2015. Opcién A

x+2y+3z=4
1. Consideremos el sistema (a+3)y=0

(a+2)z=1
a) Discutir el sistema segiin los valores del parametro a.

b) Resolverlo cuando sea posible.

Solucion

x—y=1
x—3z=1

2. Sean las rectas r=x=y=zys=

a) Comprobar que las rectas r y s se cruzan

b) Calcular la recta que corta perpendicularmente a las rectas r y s.

Solucion

2
. . s X" = . e , .
3. Consideramos la funcién f(x) = —; 1 Calcular dominio, asintotas, interva-
X
los de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos y puntos de inflexién.

Solucion

4. a) Enunciar e interpretar geométricamente el Teorema de Rolle.
Solucién

b) Hallar la primitiva de la funcién f(x) = x*Inx cuya grafica pasa por el
punto (1,0).

Solucién

26. Septiembre 2015. Opcién B
a(a—4) a—4 )

1. Consideremos la matriz M =
a—4 a(a—4)

a) Calcular el rango de M en funcién del pardmetro a.

b) Para a=1, resolver la ecuacién M (X) =—6 (X>
y y
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Solucion

2. a) Determinar la ecuacién del plano que es perpendicular al segmento de
extremos A(0,-1,3) y B(2,-1,1) y que pasa por el punto medio de dicho

segmento.

b) Hallar el area del tridngulo cuyos vértices son los cortes del plano

2x +y + 2z — 2 =0 con los ejes coordenados.

Solucion

. . ) ax2+bx+c six<2
3. Consideremos la funcién definida a trozos f(x) =

Inx—1) six>2
Hallar los valores de a, b y ¢ para que f(x) sea continua en toda la recta real

y tenga un extremo relativo en el punto (1,-1).

Solucién

1
2

4. a) Calcular lim(cosx)x
x—0

Solucion

b) Calcular el area de la regién comprendida entre las graficas de las fun-

. . T
ciones cosx y sinx y las rectas x =0y x = >

Solucién
27. Junio 2016. Opcién A

-5 a
1. a) Discutir para qué valores de a € R la matriz M = (10 1) tiene
_a J—

inversa. Calcular M~! para a=0.

b) Si B es una matriz cuadrada de orden 3 y |B|=—5 , calcular |2Bf| ,

donde Bt denota la matriz traspuesta de B.
Solucion

2. a) Calcular un vector de médulo 4 que tenga la misma direccién, pero
distinto sentido que el vector v =(2,1,-2) .
x—1 y+2 z-3
-1 1

b) Calcular un punto de la recta r = , cuya distancia

al punto A=(-1,2,0) sea minima.
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Solucién

3. a) Calcular a, b y ¢ para que la funcién f(x) = x®> + ax? + bx + ¢ tenga pen-
diente nula en el punto (1,1) de su grafica y, sin embargo, no tenga un

extremo relativo en dicho punto.

b) Probar que la ecuacién x® +x — 1 = 0 tiene una tinica solucién real po-

sitiva.

Solucion

1 1
4. a) Calcular lim [—— ]
x—0t X  e*—1

Solucion

b) Calcular el drea de la regién delimitada por la grafica de la funcién
f(x) =1 —x? y las rectas tangentes a dicha grifica en los puntos de

abscisax=1yx=-1.

Solucién

28. Junio 2016. Opcion B

1. a) Discutir, segin el valor del pardmetro m, el sistema de ecuaciones li-

neales
X+y+mz=2

X+ my+z=2m
x+y—mz=0

b) Resolverlo param=1.

Solucién

-1
2. Consideremos las rectas r = g =y = z 5

a) Comprobar que las rectas r y s se cruzan.

b) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el origen de coordenadas y

corta a las rectas r y s.

Solucién
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3. Tenemos un cartén cuadrado de 6 cm de lado y queremos construir con él
una caja sin tapa. Para ello recortamos un cuadrado de x cm de lado en cada

vértice del carton. Calcular x para que el volumen de la caja sea maximo.

Solucién

4. a) Calcular lim (1+ xz)i
x—0t
Solucién

b) Calcular el area de la regiéon delimitada por la grafica de la funcién

f(x) =Inx , el eje OX, y la recta x = 3.

Solucién

29. Septiembre 2016. Opcién A

1. a) Discutir, en funcién del valor m, el sistema de ecuaciones lineales

mx+y+z=0
my +mz = 2

y resolverlo para m = —1 .

b) Para m=1 anadir una ecuacién al sistema del apartado a) para obtener:

en un caso un sistema compatible determinado y en otro caso un sistema

incompatible.
Solucion
. — . x—2y+tz=1
2. a) Determinar la posicién relativa de la recta r = ,y el
2x —y+z=2
plano Tt =5x -y +2z =4
-1 —X+2y—z=3
b) Dadas las rectas r; = x Yy _z ,y Iy = Y , cal-
2 -1 5 2x —3y+z=1
cular el plano que contiene a r; y es paralelo a ry .
Solucién

3. Dada la funcién f(x) = 2e 2%/, estudiar: derivabilidad, crecimiento y decre-

cimiento, extremos relativos y asintotas.
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Solucion

4. a) Calcular lim x(ex — 1)
x—0+t
Solucion

b) Consideremos la funcién f(x) = x® + mx? + 1 con m > 0 . Calcular el va-
lor de m para que el area del recinto limitado por la grafica de la funcién

f(x) , el eje OX y las rectas x =0y x =2, sea 10.

Solucién

30. Septiembre 2016. Opcién B

1. a) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 y tal que |A| = 2. ;Tiene inversa
la matriz A* 7. Calcular [5A~'| y [(BA)7Y|.

. a+1 6
b) ;(Para qué valores del pardmetro a el rango de la matriz ( 0 > es
a

17
Solucién
2. a) Hallar la ecuacidn del plano perpendicular al planom =2x — 2y +4z—5=0
y que contiene a los puntos (—2,0,0) y (0,1,0).
Solucién

b) Dos caras de un cubo estan contenidos en los planos 1, =2x -2y +z—-1=0

y mg = 2x — 2y + z + 5 = 0. Calcular el volumen de dicho cubo.

Solucién

3. Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1,1) y forma con los

ejes coordenados un triangulo de area minima en el primer cuadrante.
Solucion

4. Se considera la parabola y = —x2 + 2x

a) Calcular las rectas tangentes a dicha pariabola en sus puntos de inter-

seccion con el eje OX.
Solucion

b) Calcular el area delimitada or la grafica de dicha pardbola y las rectas

tangentes obtenidas en el apartado a) .

Solucion
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31. Junio 2017. Opciéon A

1 —4 1 -1
1. Sean A = y B=
-1 3 -1 1
a) Estudiar si A y B tienen inversa y calcularla cuando sea posible.

10
b) Determinar X tal que A -X =2B +1, siendo I = (0 1)

Solucién

2. Determinar la recta r que es paralela al plano 1t =x —y —z =0 y que corta

iy} 3 z-2
X _yts _z en el punto P(2, -1, —2)
1 2 —4

perpendicularmente a larectas =
Solucion

3. a) Enunciar el teorema de Bolzano e interpretarlo geométricamente.

b) Encontrar un intervalo en el que P(x) = x% + x* — 1 tenga al menos una

raiz.
Solucién

4. a) Calcular la recta tangente a la curva f(x) = 4e*~! en el punto (1,f(1)).
Solucion

b) Calcular el area de la regién delimitada en el primer cuadrante por la

grafica de la funcién g(x) = x3 y la recta y = 4x.

Solucién

5. Se lanzan dos dados (con forma ctibica) al aire. ;Cudl es la probabilidad de

que la suma de los puntos sea 87

Solucién

32. Junio 2017. Opcién B

1. a) Discutir el siguiente sistema de ecuaciones segtn los valores del parame-

tro \ :
X+Ay+dz=1

x+y+z=1
X+ 2y +4z =2
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b) Resolverlo para A\ = 1.
Solucién
2. Dado el plano 1 =3x+y +2z—2 =0y los puntos P(0,1,1) y Q(2,—1,—3) que

pertenecen al plano 7 , determinar la recta del plano m que pasa por el punto

medio entre P y Q y es perpendicular a la recta que une estos puntos

Solucién
) ) x3  3x2
3. a) Dado el polinomio P(x) = Y + 2x + C , hallar C para que el valor
de P(x) en su minimo relativo sea 1.
b) Calcular lim xIn(x)
x—0t
Solucion
4. Sea
(x—1)% six<1
f(x) =
a+lnx six>1
a) Encontrar a para que la funcién sea continua.
Solucién

b) Hallar el drea de la regién delimitada por la grafica de f(x) y las rectas

x=1,y=1.
Solucion

5. La probabilidad de obtener cara al lanzar una moneda es 1/2. ;Cudl es la

probabilidad de sacar 3 caras en tres lanzamientos?

Solucién
33. Septiembre 2017. Opcién A

a

1
1. a) SeaM = (3 ) . Estudiar, en funciéon del parametro a, cuando M posee
inversa.

1 2
b) Siendo A = (3 7), calcular A2y A1 .
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Solucion

2. a) Consideremos los puntos P(—1,—4,0) Q(0,1,3) R(1,0,3) .Hallar el

plano 7m que contiene a los puntos P, Q y R.

b) Calcular a para que el punto S(3,a, 2), pertenezcaal planor=x+y —2z+5 = 0.
Solucién

x six<O0
3. a) Dada la funcién f(x) = , calcular a para que f sea

x24+ax six>0
derivable en x = 0.

b) Hallar a, b, y ¢ para que la funcién f(x) = ax? + bsinx + ¢ verifique
f(0)=0,f(0)=1y {f’(0)=2.

Solucion

X X

4. a) Calcular lim c-°
x—0 X

Solucion

b) Hallar el drea de la regién del plano comprendida entre las graficas de

las funciones f(x) = —x? , g(x) = x? — 2.
Solucion

5. De una bolsa con dos bolas blancas , dos negras y dos amarillas se extraen
dos sin devolucién ( es decir, una vez extraida una bola no se vuelve a poner

en la bolsa ). Calcular la probabilidad de que las dos sean blancas.

Solucion

34. Septiembre 2017. Opcién B

1. a) Discutir segin los valores del pardametro m el sistema de ecuaciones
lineales:
mx+y+z=1

x+y+2z=1

b) Resolverlo para m=1.

Solucion
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2. a) Calcular la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(2,3,4) y es
perpendicular al plano r=x+y+2z+4=0.
zZ— 2
2 9

b) Calcular a para que lasrectasr=x—-1=y — 2 =
x—1 y—-2 z-2
a 2 3

S sean perpendiculares.

Solucién

x2+1
- . X242 . .
valos de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos. Esbozar su grafica.

. Calcular el dominio, asintotas, inter-

3. Consideremos la funcién f(x) =

Solucién
4. a) Calcular lim w.
x—0 X
Solucion
b) Calcular [Inx dx.
Solucion

5. Se tiran al aire, simultdneamente, un dado ( con forma ciibica) y una mo-
neda. Teniendo en cuenta que los sucesos son independientes ;Cudl es la

probabilidad de que en el dado salga un 5 y de que en la moneda salga cara?

Solucién

Parte 11

Recopilaciéon por materias

35. Analisis

35.1. Funciones y Continuidad
35.1.1.

Dar un ejemplo de funcién continua en un punto y que no sea derivable en él.

Junio 2010, Fase general, Opcion A, E1.b)
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Solucién:

Respuesta abierta, podriamos escribir cualquier funcién a trozos que cumpla el enunciado:

g(x) z<a : :
fx) = tal que g(a) = h(a) y g'(a) # h'(a)
h(z) z>a
Por ejemplo:
=4 "
B 2 x>0

f(x) es continua en z = 0 , ya que HI(I)]+ f(z) = 11'1%1 f(z)=0= f(0)
T— z—0~
f(z) no es derivable en x =0 :
, 1 <0
fz) =

2 x>0

Ya que lim f'(z) =0#1= lim f'(z) .
z—07t

z—0~

35.1.2.

Si el término independiente de un polinomio p(x) es —5 y el valor que toma
p(x) para x = 3 es 7, ;Se puede asegurar que p(x) toma el valor 2 en algin punto
del intervalo [0, 3] ?.

Razonar la respuesta y enunciar los resultados tedricos que se utilicen.
Junio 2010, Fase general, Opcion A, E2.a)

Solucioén:
Aplicamos el Teorema de los valores intermedios:

Si la funcién f es continua en el intervalo cerrado [a, b, entonces la funcién toma todos
los valores intermedios entre f(a) y f(b). Es decir, para todo k comprendido entre f(a) y
f(b) existe un s € (a,b), a < s < b, tal que f(s) = k.

El término independiente de un polinomio es igual a p(0), asi p(0) = —5 y por otro lado

p(3) =7 = como —5 < 2 < 7 existe s € [0, 3] tal que p(s) = 2.
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35.1.3.

Estudiar si la funcién f : [0,2] — R dada por:

NG si 0<x<1

f(x)=4 3 7
—5X2+§X—1 si 1<x<2

verifica la hipétesis del Teorema de Rolle. Enunciar dicho teorema.

Junio 2011. Opcion A, E2.a

Solucion:

Teorema de Rolle: Si f(x) es una funcién continua en [a,b], derivable en (a,b) y tal que

f(a) = f(b), entonces existe al menos un punto ¢ € (a,b) donde la derivada de la funcién se

anula, f'(c) = 0.

La funcion dada esta definida a trozos, por un lado la raiz de niimeros no negativos, luego

continua en [0, 1), por otro lado una funcién polinémica, luego continua en (1,2]. Veamos la

continuidad en x = 1:

f(1) = lim f(z)= lim oz =1

rz—1~ z—1-

3 7
lim f(z) = lim —§$2+—x—1:1

r—1t z—1t 2

Por tanto f(z) es continua en [0, 2].

Estudiemos su derivabilidad:

P.A.U. en Castilla y Leén

40



Matemaéticas 11 LLE.S. Campo Charro

— si O<z<l1

fla) =42V

7
—3x+§ si 1< <2

1

1
/ 1 pumy 1/ l / = 1, —_— = —
f ( ) :):Hl 1- f ($> :E~>1 1- 2\/5 2

7 1
lim f(z) = lim -3z + - ==
i )= g et

Luego f(x) es derivable en (0, 2).

Ademds f(0) =0y f(2) = =6+ 7 — 1 = 0. La hipdtesis del teorema se cumple y por
tanto existe al menos un ¢ € (0,2) donde la derivada se anula, en efecto:

(SR

7
—3x+§:0 = c=

€ (0,2)
35.1.4.
a) Hallar el valor de los pardmetros reales a y b para los que la funcién
sin(x) — ax

f(x) = x2
x2+b six<0

six>0

es continua en R.

Junio 2011. Opcion B, E2.a.

Solucién:
La funcién es continua en R — {0}.

Estudiemos el caso z = 0.

f(0) = b= lim f(z)

z—0~

sin(z) — ax 0] . cos(z) —a
T gy ) mar 0 . CoslT) —a
Para que el limite exista (no sea 0o), debe ser a = 1.
lim €S@ =1 _ [0}, —sin(z)
z—0+ 2z 0 z—0+ 2

Luego para que la funcién sea continua deben ser b =0y a = 1.

= Se ha aplicado la regla de L’Hopital para resolver las indeterminaciones.
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35.1.5.
Calcular (1 (1
o 1201 +) + (1~
x—0 x sin(x)
Septiembre 2012. Opcion A, E2.b.
Solucion:
1 L -1
In(1 In(1 — 0 _
20 xsin(x) 0 x—0 sin(x) + z cos(z)
—1 -1
0 (+eP  (—ap _ -2
= |- | = (L’Hopital) = lim , =—=-1
0 2—=0 cos(z) + cos(z) — xsin(z) 2
35.1.6.

Aplicando la definiciéon, estudiar la continuidad y derivabilidad de la funcion

f dada por:
x — x? 0<x<1

f(x) = ln2(x)

— 1<x<2

x—1

en el punto x = 1, donde In denota el logaritmo neperiano.

Septiembre 2012. Opcion B, E2.b.
Solucién:

Continuidad en z = 1:

f(z) es continuaen x =1 < f(1) = h’n% f(z) Comprobemos que este limite existe:
xr—r

f(1)= lim z —2* =0

r—1—

1
0 21In(x)—
= {—} = (L’Hopital) = lim % =0

0 r—1t

Luego efectivamente es continua en x = 1.

1 2
lim n(2) =
=1+ . — 1

Derivabilidad en z = 1:

14+ h)— f(1
f(z) es derivable en z = 1 < existe el lim f+ f)L f1)

h—0
Veamos los limites laterales:

In*(1 + h)
o fA+n) T h—1 o WA+ O]
;}L%i h _hg%l+ h B hlir& Rz 0] (L'Hopital) =
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1
21n(1+ h)——

In(1
— lim Lih _ g, O4A)

h—0+ 2h h—0t+ h + h?
1
. 14+h ) 1
hoot 1+ 20 oot (1+ A)(1+ 2h)

= {8} = (L’Hopital) =

_ _ 2 2
o LAEM=FA) AR =R R

h—0— h—0— h h—0— h h—0—

Luego f() no es derivable en x = 1.

35.1.7.

Estudiar la continuidad de la funcién

ex x<0
f(x) =<k x=0
1 — cos(x)
- x>0
sin(x)

en el intervalo (—g, g) segun los valores de k

Septiembre 2013. Opcion B. E3.b

Solucién:

f(0) =k
lim e¥* =0
x—0~

0

0 .
lfim =) H = (L'Hopital) = lfm 2

R TO R v o cos(

Luego f(x) es continua en z = 0 si k = 0 y discontinua en otro caso.

35.1.8.

Determinar las asintotas horizontales y verticales de la funcién

Septiembre 2013. Opcion B. Ej.a

Solucion:
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g 1 , ]. o
I ey RS ey Rl

Hay una asintota horizontal en y = 0.

-2 -2=(r—-2)-(z+1)

Hay dos asintotas verticales: xt =2y x = —1
1i ! + I !
im =400 lim = —00
=2t (x —2)(x 4+ 1) e—s2- (x —2)(x + 1)
If ! 1i ! +
Im = —00 im = 400
-1+ (z —2)(z + 1) es—1- (. — 2)(x + 1)
i |
i I
T I
I I
I I
I
2 I
I
I
1 I
I
| : . . ;
5 4 3 2 1 0 1 B 3 4 5 6

1
1
1
1
1
1
|
.|
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

35.1.9.
Calcular lim(cos X)x%
x—0
Septiembre 2015. Opcion B, Fj4.a
Solucidn:
L = lim(cos a:)z% = 1 Indeterminacién

z—0

Resolvemos la indeterminacién utilizando el limite del nimero e

1 g(z) (
(1 N _) g@)roe,
g9(z)
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1 cosx — 1
~ cosx — 1
1 N 1 cosz — 1 2 lim —————
(cosz)s? = (1 4+cosx — 1)z = |1+ — =L=e¢"" =
cosz—1

—1 0 — sl — 1
1mgﬁg—:{ﬁ:LH®mn:mqSmx:ﬂmmmhﬂmlC%x:——
x—0 x 0 x—0 20 x—0 2

L1 e

Ve e

D=

=L=c¢

35.1.10.

Calcular lim (1 + x2)x

x—07F

Junio 2016. Opcion B, Ej.a

Solucion:

Ifm (1 + 2%)s = [1%]

z—0t

Utilizaremos el limite del niimero e para salvar esta indeterminacion.

177°%
2\ 1 1\ 22
(1+2%)= = (1+I)
22
lim
= lim (1+x2)%:ez—>0 =e=1
x—07F

35.1.11.

a) Enunciar el teorema de Bolzano e interpretarlo geométricamente.

b) Encontrar un intervalo en el que P(x) = x% + x* — 1 tenga al menos una raiz.

Junio 2017. Opcion A. E3

Solucién:
a) Teorema de Bolzano: Si f(z) es una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] y

toma en sus extremos valores de signo contrario, entonces existe al menos un punto ¢ € (a, b)

tal que f(c¢) =0
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Geométricamente este teorema afirma que si la funciéon es continua, y en un extremo la
funcion esta por debajo o por encima del eje OX, y en el otro extremo esta por encima o por
debajo respectivamente, entonces necesariamente la funcién cortara al eje OX en, al menos,
un punto.

b) Aplicando el teorema de Bolzano al intervalo [0, 1], puesto que P(0) = -1y P(1) =1,

existe al menos un ¢ € (0, 1) tal que P(c) = 0.

35.1.12.

Sea
(x—1)% six<1

f(x) =

at+tlnx six>1

a) Encontrar a para que la funcién sea continua.
Junio 2017. Opcion B, Ej.a

Solucién: Para que la funcién sea continua en x = 1 tienen que verificarse las igualdades:
f(1) = lim f(z)= lim f(z).
z—1- z—1t

f(1) = lim (x —1)*>=0

r—1-
=0=Ilma+lnzr=a
z—1+

Luego a = 0.
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35.2. Derivada y sus aplicaciones

35.2.1.

Se desea construir una caja cerrada de base cuadrada con una capacidad de
270 cm?®. Para la tapa y la superficie lateral se usa un material que cuesta 5€/cm?
y para la base un 50 % mas caro. Hallar las dimensiones de la caja para que el

coste sea minimo.
Junio 2010, Fase general, Opcion B, E1

Solucién:
Llamemos x al lado del cuadrado de la base e y a la altura de la caja. La funcién que nos
da el coste sera:
F(z)=5-(2* +4wy) + 7,5 - 2

Como el volumen es fijo, podemos despejar y en funcién de x imponiendo esta condicién

270
iy =270 = y = —
x

Sustituimos y en la funciéon F':

5400
F(r)=12,5 -2 + —
x
Buscamos un minimo igualando su derivada a 0.

5400

F'(r) = 250 — —

0= zx=6

Comprobamos que es minimo:

10800
F”(CB) =25+ 7 = F”(G) >0

Luego efectivamente son las dimensiones que buscamos:
Lado del cuadrado de la base = 6 cm.
Altura de la caja = % =T7,5cm.

35.2.2.

Hallar el valor de a para que se verifique:

lim
X—>+400

(2x+a)x+5 ., x2—x3

2x —1 e sen?(x)

Junio 2010, Fase general, Opcion B, E2
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Solucién:

Aplicamos la regla de L’Hopital para calcular el segundo limite:

0

lim

2?—a® [0 ) 2x — 322 . 2zx—3z> [0 . 2—6z
20 sen?(x) B

0]~ a50 2sen(x)cos(x) ~ 250 sen(2x) ~ 250 2cos(2x)

Veamos el primer limite:

) 27 +a]*t? ) 2r —1+a+1\""° ) a+1\""
lim = [1°| = lim = lim (1+ =
z—+oo |20 — 1 T—+00 20 — 1 T—+00 20 — 1

20 — 1 a-+1 r+5H
, a+1)\2z—1)\ 1 Lo latD@+5) a4l
= lim |14+ +—— ="t 2r —1 =e 2

T—+00 20 — 1

a+1

Por tanto para que los dos limites sean iguales se tendra que verificar:
a+1=0=a=-1

35.2.3.

1
Dada la parabola y = gXZ, y la recta y = 9, hallar las dimensiones y el area del
rectangulo de area maxima que tiene un lado en la recta y los otros dos vértices

en la grafica de la parabola.
Junio 2010, Fase especifica, Opcion A, E1

Solucién: .
Sea P(zp,yo) un punto de la parabola, = yy = gxo.

Si este es un vértice, el otro vértice que forma el rectdngulo serd P'(—x, yo).

]
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El drea del rectdngulo es base x altura = 2x4(9 — yo) que tendrd que ser maxima, para ello

consideramos la funcién que nos da el area:

1 27 — 12
Alw) = 22(9 - 52%) = 2a(=— v

) = 18z — §$3
Buscamos un maximo, igualando a cero la derivada:
Fl(z) =18 -222=2(9 —2?) =0 = 2 = £3
Comprobamos que 3 es un maximo utilizando la segunda derivada:
F'"(z)= -4z F"(3)=-12<0

Por tanto las dimensiones del rectangulo de drea méaxima son:
Largo=2-3=6u
1
Alto:9—§-32:9—3:6u

Luego es un cuadrado de lado 6 unidades de longitud.

35.2.4.

Dada la funcién f(x) = ~—
X —_—

a) Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los de concavidad y

1
id
7 Se pide

convexidad, y las asintotas.
Junio 2010, Fase especifica, Opcion A, E2.a)

Solucion:

1
La funcién f(x) = v

;e discontinua en z = 1. Dom(f) =R — {1}

» Crecimiento y decrecimiento:
-2
/ JR—
f (.CE) - (JJ o 1>2

= f'(z) < 0Vx € Dom(f) luego la funcién es decreciente en todo su dominio.
= Concavidad y Convexidad:

() 4 N ') <0 siz—1<0
.
(z—1)° F'x)>0 siz—1>0

Por tanto:

f(z) es convexa en (—oo, 1)

f(z) es concava en (1, +00)
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» Asintotas:

e Asintotas verticales:

Hay una asintota vertical en z = 1:

| E‘\
lim = —0 |
z—1-x —1 !

o x+1 \i
lim = 400 |

st —1

e Asintotas horizontales:

Hay una asintota horizontal en y = 1 tanto en +00 como en —oo:

e EHL R B
11m =
z—too x — 1 ™~
1
im 22
-0 — |

e Asintotas Oblicuas:

La funcion no tiene asintotas oblicuas.

i £ g 2L

T—r00 i T—00 .T2 — X

=0

Esbozo de la gréfica:
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35.2.5.

Calcular b y ¢ sabiendo que la funcién

x2+bx+c six<O0
f(x) = In(x + 1)

six>0
X
es derivable en el punto x=0
Junio 2010, Fase especifica, Opcion B, E1.
Solucion:
f(z) debe ser continua en z = 0:
1
. In(x+1) 0] « r+1
O — l _— — e 1, e 1
J0) = lim == [o] Jm

fO)=¢c = c=1

f(zx) es derivable en z = 0 luego la funcién derivada debe ser continua:

r—(r+1)In(z+1) .
p = o+ )22 siz >0

f'(0) =b= lim f'(z) .Calculemos el limite por la derecha:

z—0~

lim f'(z) = lim

1
v— (@4 Dn@+1) {0} . 1—ln(:)s+1)—(93+1)$—+1 _

0+ 0+ (x 4 1)x? 0+ 22+ (x4 1)2x
1
— lim M: 0} = lim e+l L
z—0+ 312+ 21 0 z—0+ 6z + 2 2
1
= b=—-
2

= Se ha aplicado la regla de L’Hopital para resolver las indeterminaciones.

35.2.6.

Se divide un alambre de 100m de longitud en dos segmentos de longitud x

y 100 — x. Con el de longitud x se forma un triangulo equilatero, y con el otro
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un cuadrado. Sea f(x) la suma de las dreas. ;Para qué valor de x dicha suma es

minima?
Septiembre 2010, Fase ganeral, Opcion A, F1.

Solucion:

Calculamos la altura del triangulo aplicando el Teorema de Pitdagoras:

r 3z

base x altura 3" "5 322

2 236
Area del cuadrado = lado x lado = (100 _ x)

Area del triangulo =

4

Luego la funcién que nos da la suma de las areas es:

fla) = \/52952 + %(100 )

Buscamos un minimo, para ello calculamos la derivada:

18 8 72 2

f(z) = + EQ(lOO —z)(—1) =

Igualamos a cero la derivada:

2/3z 1 \/§x+$—100 44/349 25
= x
62

4 p
V349 25 900 ~ 56, 5m
72 2 43+ 9

Comprobamos que es un minimo utilizando la segunda derivada:

43 +9

" o

f(x) = g 0 Vaz
. 900 ..

Luego efectivamente x = ———— es el minimo buscado.

4/3+9
35.2.7.

Sea la funcién f(x) = x/(4 — x3?)
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a) Determinar el dominio, intervalos de crecimiento y decrecimiento y los ex-

tremos relativos.

b) Esbozar su gréfica.
Septiembre 2010, Fase ganeral, Opcion B, F1.
Solucion:

= Dominio:

= Dom(f) =[-2,2]

= Intervalos de crecimiento y decrecimiento:

— 272 4 — 272

f/(x):\/m+2\/4—x2:\/4—x2

fl)=0 =22-2°=0 =z=%V2

Veamos el signo de la derivada:

sig(f') = sig(2 — z?) -
f(z) N\

(=2,—v2) | (-v2,v2) | (v2,2)
_l’_ -
/

N\

La funcién es creciente en (—v/2,v/2) y decreciente en (—2, —v/2) U (v/2,2)

s FExtremos relativos:

La funcién alcanza un méximo en z = v/2 y un minimo en r = —V2.
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-25 -15 -1 -0.5 o 0.5 1 15 2 25

b) Esbozo de la funcién:

35.2.8.
Calcular
" cos(2x) —e X —x
i
x—0 x - sen(x)
Junio 2011. Opcion A, E2.b.
Solucioén:

lim cos(2x) —e ™ —x _ [9] e 2 sin(2z) +e* —1 _ [9] *
20 x - sin(x) 0] =2-0 sin(x)+ xcos(x) 0

B —4cos(2x) —e® 5

T 250 2cos(z) — xsin(z) 2

= Se ha aplicado la regla de L’Hopital para resolver las indeterminaciones.

35.2.9.
x2 —-3x+3
x—1

Sea f(x)=

a) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, extremos relati-

vos, intervalos de concavidad y convexidad y sus asintotas.
b) Esbozar su grafica.
Junio 2011. Opcion B, E1.
Solucién:

Dom(f(x)) = R — {1}
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= Intervalos de crecimiento y decrecimiento.

(2 —=3)(z—1)—(2* =3z +3) 2*—2z z(x—2)

Je) = CEE "G o
x=0
Fe)=0 =
T =2
(—00,0) | (0,1) | (1,2) | (2,400)
T —2 - - - +
x - + | o+ +
IR

f(z) es creciente en (—o0,0) U (2,00)
f(z) es decreciente en (0,2) — {1}
» Extremos relativos.
En z =0, f(x) presenta un méximo, f(0) = —3, en el punto P(0,—3)

En x =2, f(x) presenta un minimo, f(2) = 1, en el punto Q(2,1)
= Intervalos de concavidad y convexidad.

v (e =2)(x—1)*— (2% —2x) - 2(x — 1)

Simplificamos antes de operar:

2z —2)(x — 1) — (2® — 22) - 2
(z —1)°

f//(a:) —

Operando:

fflx) <0 st z<1

sig(f"(x)) = sig(x — 1)* = siglx — 1) =
) >0 si z>1

f(z) es convexa en (—oo, 1)
f(z) es concava en (1, +00)

s Asintotas.

e Verticales.
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f(z) tiene una asintota vertical en z = 1.

2_3x+3
lim f(z) = lim =222 _
z—1- z—1— z—1
22 — 3z +3
i = lim — =
B
e Horizontales.
f(z) no tiene asintotas horizontales.
22 —3z+3
lim —— =+
T——+00 €T — 1
2?2 -3z +3
Ii = +00
T——00 z—1
e Oblicuas.
f(x) presenta una asintota oblicua en y = = — 2.
2_ 3743
PR CO "”2—‘”+ -1
r—+oco I r——+00 €T — X
23 3
i ) gy TS
r——00 I T——00 T4 — I
2?2 — 32+ 3 —2x +3
(fla) —2)=——F—~2=—"7
—2
T
r—+o0 I — ]_
2
lim —2z+3 = _9

T——00 aj‘—l

b) Esbozo de la grafica:
Cortes con los ejes:

No hay cortes con el eje OX.

3+v9—4-3
flz)=0 =2*-32+3=0 ﬁx:fgéR

Corte con el eje OY coincide con el méximo local P(0, —3)
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35.2.10.

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto (1,2) y determina en el
primer cuadrante con los ejes coordenados un triangulo de area minima. Calcular

dicha area.
Septiembre 2011. Opcion A, E1.

Solucion:

Yo

La ecuacion de la recta que pasa por el punto (1,2) y tiene pendiente L
Zo
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Con g, yo # 0. El punto (z¢,0) € r luego verifica esta ecuacién:

Yo 2[E0
—2=—"—(z0—1) = —2z0="YoT0o—Y = Yo=
i o — 1
Zo - Yo

El area del triangulo que forma la recta con los ejes es A = , asi la funcién que

nos da el area del triangulo en funcion del valor de x es:

Buscamos un minimo. Derivamos la funcién e igualamos a cero:

g 2x(x—1)—a®  2?—2x  x(x—2)
N e e PR VR P

z(r — 2) =0 no nos sirve, rg # 0
T =2

Calculamos la segunda derivada para comprobar si = 2 es un minimo:

ey = D@1 =@ —2) 2 @ m]) Qe = (@22
5 (z —1)* (z—1)3

N (x —1)3 :>fﬁ(2):2>0 = x = 2 es un minimo.

La ecuacién de la recta buscada es:
r=y—2=-2(x—1)

y=—2x+4

Y el area del triangulo de area minima es:
A= f(2) =

35.2.11.

a) Estudiar la continuidad y la derivabilidad de la funcién f(x) = |x — 1| en el

intervalo [—2,2]|. Calcular la funcién derivada de f(x) en ese intervalo.
Septiembre 2011. Opcion A, E2.a.

Solucion:
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rz—1 si z>1
fl@) =z -1 = ,
—x+1 si <1
En nuestro caso:
—r+1 si —2<z<l1
f(x) =
r—1 si 1<z<2

La funcion es continua en [—2, —2] — {1}. Veamos en el punto x = 1:

Iim f(x)=—-1+1=0

z—1—

f(1)=1lm f(x)=1—-1=0

z—1+

Luego f(x) es continua en [—2, —2].

Estudiemos su derivabilidad:

—1 si —2<ax<l1

1 si l<z<?2

—1= lim f'(z)#1= lim f'(x)

r—1— z—1t

Por tanto f(z) no es derivable en el punto x = 1.

35.2.12.
In(x)

extremos relativos y puntos de inflexion. Hacer un esbozo de su representaciéon

Dada la funciéon y = , determinar su dominio de definicion, sus asintotas,

grafica.
Septiembre 2011. Opcion B. E1.
Solucién:
» Dominio: Dom(f) = (0, 00)

= Asintotas verticales: x = 0

. In(z
lim = —00
z—0t T
= Asintotas horizontales: y = 0
In(x ~+00 "Hopi 1
i 2 _ RN [
r—+o0 I 400 T—+00 I
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= Asintotas oblicuas: No hay.

s Extremos relativos:

1
—z—In(x)-1 Ml

72 2 e
—1.22—(1-In(z)) -2z 2In(z) -3 1
F(x) = = — v — fe) = —3 <0
1
= P(e,—) es un maximo
e

= Puntos de inflexidn:

ff(z)=0 = 2In(z)—3=0 = In(z)=

3
2
(21) 2% — (2In(z) — 3) - 322 11— 61n(z)

(@) = —

_ 11—6In(e?) 2

3
e e 2¢3

6 x4

3
2

f///(e )

) es un punto de inflexién

= Esbozo de la gréfica:

Cortes con el eje OX: y=0 = In(x)=0 = z=1

0.5
Maximo

Puntolnflexion
o

-5 o 5 10 15 20 25

-0.5

35.2.13.

2x

Dada la funcién f(x) = if se pide:
X

a) Hallar a para que la pendiente de la recta tangente a la funcién en x =0

valga 2.
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b) Para a = 1, estudiar el crecimiento, decrecimiento y extremos relativos.

c) Para a =1, hallar sus asintotas.
Junio 2012, Opcion A, E2.
Solucién:

a) La pendiente de la recta tangente a la funcién en z = 0 es f'(0).

() = 20" (1 +z) —ae*®  ae*(1 + 2z)

(1+ )2 (14 2)2

b)

1
f(z) es decreciente en (—oo, —5) —{-1}.

1
f(z) es creciente en (—5, +oo)

l): et _ 2
2 1-1/2 €

1
Minimo: z = 5 f(=

c) Asintotas:

s Verticales: 1z = -1
2z
i e
lim = —00
r——1— 1 +x

62:1:

1m = 400
r——1+ 1 +x
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» Horizontales: y =0 s x— —o0

-9 1
fm f(z)= lim f(—a)= lim <" = I

1m ————-=
T——00 —z—+00 z—+oo | — z—+00 62"”(1 — .’ﬂ)

=0

» Oblicuas: No tiene.

minimo

0.5+

0.5 0 0.5 1 15 2

-0.54

Y

35.2.14.

Calcular los valores del parametro a para que las tangentes a la grafica de la
funcién f(x) = ax® + 2x? + 3 en los puntos de abscisas x =1y x = —1 sean per-

pendiculares.

Junio 2012, Opcion B, E1.b)

1
Solucién: Dos rectas con pendientes m; y my son perpendiculares < m; = ——

mo '
Calculamos las pendientes de las rectas tangentes:

f'(z) = 3az® + 4x

my=f'(1)=3a+4 mo=f'(—-1)=3a—4

=902 —-16=-1 =a=+ 5

=3a+4=—
@t 30— 4 3
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35.2.15.

Se considera la funcién f(x) = e* + In(x) , x € (0,00) donde In denota el logarit-

mo neperiano.
a) Estudiar la monotonia y las asintotas de f(x)

b) Demostrar que la ecuacién x?e* —1 =0 tiene una tnica solucién c¢ en el

intervalo [0, 1]

c) Deducir que f presenta un punto de inflexién en c. Esbozar la grafica de f
Junio 2012, Opcion B, E2
Solucién:

a) Asintotas:

lim e® + In(z) = —o0
z—07t

Hay una asintota vertical en z = 0.

lim e + In(z) = o0
T——+00

No hay asintotas horizontales.
. e+ In(x
lim —() =0
T—+400 €T
No hay asintotas oblicuas.
Monotonia:
fl@)=e"+1 = f'(z) es positiva Vz € (0,0)
La funcién es monétona creciente.
b) Consideremos la funcién g(r) = 2% —1 z € [0,1] esta funcién es continua en el
intervalo cerrado [0, 1], ademés g(0) = —1 <0y ¢g(1) = e—1 > 0 aplicando el teorema

de Bolzano, podemos asegurar que existe ¢ € (0, 1) tal que g(c) = 0.
Es tnica: si consideramos la derivada

g (z) = 2xe® + x2e” = ze”(2412) >0 Va € (0,1) luego g(x) es mondtona creciente en

(0,1), y por tanto no puede tener otra raiz.

. 1 a1
fray=er - L=t

Por el apartado b) existe ¢ tal que f”(¢) = 0, luego f presenta en ¢ un punto de inflexién.

xr2
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35.2.16.
Sea la funcién f(x) = (2x? + 3)e* .

a) Estudiar asintotas, crecimiento, decrecimiento, extremos relativos, concavi-

dad, convexidad, y puntos de inflexion.

b) Esbozar su grafica
Septiembre 2012, Opcion A, El

Solucion:
Asintotas:
lim (222 4 3)e” = 400

T—>+00
No hay asintotas horizontales para x — +o00.
lim (22% +3)e* =0
Tr—r—00
Hay una asintota horizontal , y =0 , para x* — —o0

No hay asintotas verticales, la funcién es continua en todo R
222 + 3)e®
lim u = 00

r—r+00 X
No hay asintotas oblicuas.

Crecimiento, decrecimiento y extremos relativos:

f'(z) = (4v)e” + (22° + 3)e® = (22° + 4x + 3)e”

fllz)=0 = 22%4+42+3=0
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No hay solucién real, por tanto la funcién derivada es positiva en todo R y f(z) es mondtona

creciente en todo R. Tampoco hay extremos relativos.

Concavidad, convexidad y puntos de inflexién:

f"(x) = (4o + 4)e” + (22% + 4z + 3)e” = (22 + 8z + T)e”
TN

=24 Y2

f'(x)=0 = 22°+8+7=0 = = 1 5

f"(x) + - +
U

f(z) U N

La funcién es céncava en (—oo, —2 — \/75) U(—2+ */75, +00).

La funcién es convexa en (—2 — ‘/75, -2+ ‘/75)
La funcién tiene dos puntos de inflexién en x = —2 — \/75 yenzr=—2+ \/75

Esbozo de su gréfica:

35.2.17.

Determinar en que puntos de la grafica de la funcién
y =x> —6x%+4x + 8

la recta tangente a la misma es paralela a la recta y =4x3+7

Septiembre 2012, Opcion B, E1
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Solucion: Para que sean paralelas deben tener la misma pendiente.

flx)=32"-12r+4=4 =3"-122=0=32(zr—-4) =0=0=
4

35.2.18.

Determinar los extremos absolutos de la funcién f(x) = x2 — 4x + 4 en el inter-
valo [1,4].

Septiembre 2012, Opcion B, E2a

Solucion:

fllx)=2e—-4=0 = z=2
(1,2) | (2,4)
F@| - | -
f@) | N | S

f(z) tiene un minimo relativo en = 2. Es mondtona decreciente entre x = 1y o = 2.
Es monénota creciente entre + =2 y o = 4; como f(1) =1y f(4) = 4 podemos concluir:
f(z) tiene un minimo absoluto en = 0 en [1,4].

f(z) tiene un maximo absoluto en z =4 en [1,4].

35.2.19.

Sea la funcién
a\/x + bx 0<x<1
f(x) =
cIn(x) 1<x
Hallar a, b y c sabiendo que f(x) es continua en (0, c0), la recta tangente a f(x)

en el punto de abscisa x = 16 es paralela a la recta y = —4x + 3 y se cumple que
[ f(x)dx = 2

Junio 2013, Opcion A, ES3
Solucion:

f(z) es continua = f(1) =a+b= lim cln(z) =0 =a+b=0

z—1t
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+b=2a+b=—4

a
16)
c 24/ 16
— l<zx
Resolvemos el sistema:

a+b=0
=a=-4 b=4
20 +b=—4

2= / f(z)de = / cln(x)dx = c/ In(z) =[] = clzln(z) —2]] = ¢

1 1 1

[] /udv =uv — /vdu = /ln(x)dx =zln(z) —z+C
1

u=In(z) du=—-dx dv=dx v:/d:c:x
T
Por tanto la solucibon esa=—4, b=4, ¢ = 2.
35.2.20.

a) Estudiar el crecimiento de la funcién f(x) = x3 + 3x?> — 3 .

b) Probar que la ecuacién x3 + 3x? — 3 = 0 tiene exactamente tres soluciones

reales.
Junio 2013, Opcion A, Ej

Solucion:

0
-2

fllz)=32"+6x=0 = 3z(z4+2)=0 =2z=

Estudiamos el signo de la derivada:

(—OO, _2) (_270) (07 +OO)
3z - - +
T +2 - + +
f'(z) + : +
f(x) /! N\ /

f(z) es creciente en (—oo, —2) U (0, 00)

f(z) es decreciente en (—2,0)
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b) Consideremos el intervalo [—3, —2] donde f(z) es mondtona creciente, y el valor de la
funcién cambia de signo en los extremos, f(—3) = —3 y f(—2) = 1, aplicando el teorema de
Bolzano, podemos asegurar que existe un ¢; € (—3,—2) tal que f(c1) = 0. Ademads esta raiz
es Unica en este intervalo, por ser la funcién mondtona creciente en el intervalo.

Razonando de la misma manera en el intervalo [—2,0], la funcién es continua y cambia
de signo en los extremos, f(—2) =1y f(0) = —3, aplicando el teorema de Bolzano, existe
c2 € (—2,0) tal que f(c2) =0y ademés es unico ya que la funcién es decreciente.

Y considerando ahora el intervalo [0,1], la funcién cambia de signo en los extremos,
f(0) = =3y f(1) =1, por Bolzano exite c3 € (0, 1) tal que f(c3) =0, y ademds es tinico por

se la funcién mondtona creciente en este intervalo.

35.2.21.
x—2

X+ 2
a) Calcular sus asintotas y estudiar su crecimiento y decrecimiento.

Sea la funcién f(x) =

Junio 2013. Opcion B. ES3.a)

Solucion:

Asintotas

= Hay una asintota horizontal en y = 1

., =2 . x—2
lim = 400 im = —
t——-2- T+ 2 z——2t T+ 2
= Hay una asintota vertical en x = —2

Crecimiento y decrecimiento

(x+2)—(r—2) 4
(z +2)? (v +2)2

La funcion es creciente en todo su dominio.

f(z) = = f'(z) > 0Va € Dom(f)

35.2.22.

Determinar, de entre los triangulos isdsceles de perimetro 6 metros, el que

tiene area maxima.
Junio 2013. Opcion B. EJ

Solucién:
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Sea x la base del tridngulo e y la longitud de los otros dos lados. El perimetro es 6 luego
rT+2y=6 =x=06-2y
El area es base por altura entre dos,

A= 2
2

Calculamos la altura en funcién de un lado aplicando el teorema de Pitdgoras.

2 x? 2 2_(6_29)2_ 2_36+4y2—24y
4 4 s Y 4

=06y —9

a=+/6y—9 :>A(y):<6_2y)é oy =9

Derivamos la funcién para encontrar el maximo:

Afy) =L [ (2)- /oy —9+(6—2y)

6
2 26y -9

B 5 9+3 6—-2y  —2(6y—9)+3(6—-2y) 18—9y
- 4 2 oy -9 26y — 9 /6y —9

Aly)=0 =18-9y=0 =y=2

Comprobamos que es un maximo estudiando el crecimiento y decrecimiento alrededor del

(3/2,2) | (2,3)

18 — 9y + -
A'ly) + -
Aly) / N

= y = 2 es un MAaximo

Por tanto x = 6 — 2y = 6 — 4 = 2 el tridngulo es equildtero de lado 2 metros.

35.2.23.

Sea f(x) = (x+ 1)e ™. Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimien-
to, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad, puntos de inflexién

y asintotas. Esbozar su grafica.

Septiembre 2013. Opcion A. E3

Solucion:
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Asintotas:

., x+1
lim =

0 lim

z+1

r—4o00 e~ r——o0o0 e~*

lim (—z+1)e* = -0
T—+00

Hay una asintota horizontal en y = 0 cuando x — +oc0.

No hay asintotas verticales. La funcién es continua en todo R.

No hay asintotas oblicuas.

Crecimiento y decrecimiento. Puntos criticos:

T

f/<x) =e T4 ($ + 1)(_6—93) _ _e_m —0
(—00,0) | (0, +00)
fll@) |+ -
fl) | .

La funcién crece en (—o0,0) y decrece en (0, +00).

Tiene un maximo en (0, f(0)) = (0, 1).

Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

f'(@) =~ + (a)(—e ) = (& — e =

(—o0,1) | (1,+00)
@l - |
f(x) N U

La funcién es convexa en (—oo, 1) y céncava en (1, +00).
Tiene un punto de inflexién en (1, f(1)) = (1,2/e)
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35.2.24.
a) Hallar
., xIn(x+1)
lim ————
X—>400 x2 +1
Septiembre 2013. Opcion A. Ej.a
Solucién:
In(z+ 1)+
1 1
i 2@ [ﬁ] — (L’Hopital) = lim v+l _ [f}
z—stoo 2241 00 @—+00 2 00
1 n 1
2
_ (L'Hopital) — lim “F1 @FD?

Tr—400 2

35.2.25.

a) Enunciar el teorema del valor medio de Lagrange. Dar su interpretacién

geométrica.
Junio 2010, Fase general, Opcion A, F1.a)

Solucion:

Teorema del valor medio o Lagrange

Si f(z) es continua en [a,b] y derivable en (a,b), entonces existe, al menos, un punto
c € (a,b) tal que f(b) — f(a) = F(c)(b—a).

34

/

Geométricamente, como f'(c) es la pendiente de la recta tangente a f en el punto ¢ y
f(b) = fla)

2 es la pendiente de la recta que une los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)), el teorema
—a
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nos asegura que si f es continua en [a, b]y derivable en (a, b) siempre habrd un punto ¢ entre

a y b tal que la tangente a la curva en ese punto es paralela a la recta que une (a, f(a)) y

(b, £(b))-

35.2.26.

Hallar la funcion polinémica de grado 3 sabiendo que su grafica pasa por el

punto P(1,0), que tiene por tangente en el punto de abscisa x=0 la recta de

ecuacién y = 2x + 1 y que su integral entre 0 y 1 vale 3.

Solucion:

Junio 2014. Opcion A. E3

Sea f(z) = ax® +br* +cx+dy f'(z) = 3az* + 20z + ¢

La gréfica pasa por P(1,0):

0=f(1)=a+b+c+d

La recta tangente a f en el punto x =0 es y = 2z + 1:

, , FO)y=c=2
y—f(0)=f(0)(z-0) =y=f(0)z+f(0) =
f0)=d=1
La integral entre 0 y 1 vale 3:
1 b’ ex? Y a b e
34 po2 ddp = |25 L2 L g =842 408 g
/Oax+x+cx+x 4+3+2+x0 4+3+2+ 3

Por tanto tenemos el sistema:

a+b_1
43 —=aq=-24 b=21
+b=-3

Y nuestra funcién es f(z) = —2423 + 212 + 2z + 1.

35.2.27.

Sea la funcién f(x) =e~

x2

. Calcular sus intervalos de crecimiento y decreci-

miento, extremos relativos, puntos de inflexiéon y asintotas. Esbozar su grafica.

Solucion:
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Asintotas:
lim — =0 lim LQ =0
r—+o0 e¥ r——o0 e¥
La funcién presenta una asintota horizontal en y = 0.
La funcién es continua en todo R. No hay asintotas verticales.

Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos

f(z) = 67%2(—21‘) =0 =z=0
(—00,0) | (0,00)
f(x) + i}
e N\

f(z) tiene un maximo en el punto (0, 1)
f(z) es creciente en (—o0,0) y decreciente en (0, c0)

Puntos de inflexion

1 2
f(z) = =20 dae™ (—22)) = (42°—2)e ™™ =0 =42°-2=0 =z=+—= i£
V2 2
2 2
La funcién tiene dos puntos de inflexion en P1 = (—g, ﬁ) P2 = (g, ﬁ)
e e
1.5
/M
b7 P1

0.54

25 2.5

ra
-
A
—
o
n
o
=]
A
—
-
n
o

-0.5

35.2.28.
Sea la funcién f(x) = +2/x.
a) Hallar el dominio y sus intervalos de crecimiento y decrecimiento.

b) Calcular el punto de la grafica de f(x) mas cercano al punto (4,0).

Junio 2014. Opcion B. E3
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Solucién:
a) Dom(f) ={x € R/x >0} = (0, +00)
f'(z) = NG >0 Vx>0 luego la funcién es creciente en todo su dominio (0, +00)
T
b)

Dado un punto cualquiera de la grafica de f , P(x,2y/x) , la distancia al punto Q(4,0)

€S:

d(P,Q) = |(4,0) - (z.2Vz)| = |(4 — 2, ~2v/7)| = Va2 — 4z + 16
Buscamos la distancia minima, que se alcanzara en el minimo de la funcién g(r) = 2> —4x+16:
Jd(x)=20—-4=0 =zx=2

(—00,2) | (2,+00)
g'(z) - +
g9(z) N Vs

Luego efectivamente x = 2 es un minimo, y por tanto el punto mas cercano a (4,0) es

(2,2V2).

35.2.29.

eX

(1+ e¥)?
a) Calcular un punto de su gréfica tal que la recta tangente en dicho punto

Sea la funcién f(x) =

sea paralela al eje OX. Escribe la ecuacion de la recta tangente.
Junio 2014. Opcion B. Ej.a
Solucion:

g ef(l4e)?—e"2(1+e")e  ef(1—e”)
Jla) = (14 %) - (14ev)3

=0 =21—-€"=0 =z2=0

1 1
0) = — , asi la ecuacion de la recta tangente serd: y = —
4 4

35.2.30.

Sea la funcién f(x) = x?¢* . Determinar sus intervalos de crecimiento y de-
crecimiento, extremos relativos, intervalos de concavidad y convexidad, puntos

de inflexién y asintotas. Esbozar su grafica.

Septiembre 201}. opcion A. E3
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Solucién:

Asintotas
2 2
Iim — =0 lim — =400
r—+oo et r——o00 e¥

Hay una asintota horizontal y = 0 cuando z — +o00. No hay asintotas verticales, ni oblicuas.
Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos

et — r2e® 2 0
) = erxe ::c( SC)ZO s
e“x et

x - + +
2—x + + -
f@l - [+ ] -

() N\ /! pN

f(z) es creciente en (0,2) y decreciente en (—o0,0) U (0, +00)
La grafica de la funcién tiene un minimo en (0,0). Un mdximo en (2,4/¢?).

Concavidad y convexidad. Puntos de inflexién

242
2 -2

21. e

f,,(x):(2—2x)ex—(2x—x2)ex x2—4x—|—220 o

(00,2 =v2) | 2= Vv2,2+V2) | (24 V2, +00)
f"(z) + - +

f(x) U N U

La funcién es céncava en (—o0,2 — v/2) U (2 + v/2, +00) y convexa en (2 — /2,2 + v/2).
2 - V2)? 24+ V/2)?
Tiene dos puntos de inflexion Q1 <2 — V2, ﬂ) vy Q2 = (2 +/2, ﬂ)

e2—V2 e2+v2
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35.2.31.

Hallar el punto en el que la recta tangente a la grafica de la funcién f(x) = x> —x + 4

es paralela a la recta de ecuacién y =5x — 7
Septiembre 201/4. Opcion A. Ej.a

Solucién:
fx)=2x—-1=5 =2r=6 x=3

El punto es (3, f(3)) = (3, 10).

35.2.32.

Se desea construir un depdsito de chapa ( en forma de prisma recto, abierto
y de base cuadrada) con una capacidad de 32000 litros. ;Cudles han de ser las
dimiensiones del depdsito para que se precise la menor cantidad de chapa posible

en su construcciéon
Septiembre 2014. Opcion A. F4.a

Solucion:

Sea x el lado de la base e y la altura del prisma.

32000

32000 = V(z,y) = 2%y =y —

La cantidad de chapa necesaria es la superficie del prisma, area de la base, mas el area

lateral 32000 128000
A=+ doy = 2° + 4z 5 =122+
x x
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Buscamos un minimo:

—128000 223 — 128000 B

. . 0 =2z°—128000=0 =z =40
€ €T

Alz) =2z —

Comprobamos que es un minimo:

2-128000

A"(z) =2+ e

A"(40) >0 = x =40 es un minimo

Solucién: Puesto que el volumen viene dado en litros = dm? las dimensiones obtenidas son

dm:

32000
Y= Tg00 ~ 2V =40

La base tendra 40dm = 4m y la altura 20dm = 2m.
35.2.33.

Enunciar e interpretar el Teorma de Rolle.

Septiembre 2014. Opcion B. Ej.a
Septiembre 2015. Opcion A. Ej.a

Solucién:
Teorema de Rolle Si f(x) es continua en [a,b] y derivable en (a,b) tal que f(a) = f(b),

entonces existe un ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

Interpretacion geométrica: Al ser f(a) = f(b) la recta que une los puntos (a, f(a)) y
(b, f(b)) es una recta horizontal, el teorema nos asegura que, al menos en otro punto ¢ entre

a v b la tangente a la grafica es también horizontal.
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35.2.34.

Determinar los vértices del rectangulo de area maxima que tiene lados para-
lelos a los ejes coordenados y vértices en el borde del recinto limitado por las

graficas de las funciones f(x) = x? y g(x) =2 — x? .
Junio 2015. Opcion A. ES3

Solucion:

Por la simetr{a de las graficas, si llamamos v1(a, a?) , los otros vértices seran v2(—a, a?), v3(a, 2—

a?),v4(—a,2 — a*). Entonces la funcién que nos da el drea del rectangulo ser:
Ala) = 2a(2 — a® — a*) = 4a — 4a°

Buscamos un méaximo:

1
Ala)=4—-12a>=0 =a=+—
(a) NG

Comprobamos si es maximo:

1
A"(a) = —24a = A" <ﬁ) <0

1
Luego a = +——= es el maximo y los vértices pedidos son:

V3

) ) o) )
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35.2.35.

a) Sea g(x) una funcién continua y derivable en toda la recta real tal que
g(0) =0 g(2) =2 . Probar que existe algtin punto c del intervalo (0,2) tal que
g'(c)=1.

Junio 2015. Opcion A. E4.a
Solucién:
Aplicando el teorema de Lagrange o del valor medio a la funcién ¢, y los puntos a =

0, b = 2 existe un punto ¢ € (0,2) tal que

: g9(b) —gla) 2
—=1
g'(c) —_ 5
35.2.36.
Dada la funcién f(x) = x , determinar su dominio, asintotas, intervalos de

Inx
crecimiento y decrecimiento y extremos relativos. Esbozar su grafica.

Junio 2015. Opcion B. E3

Solucién:
lmhx=0=2z=1 = Dom(f)=(0,+00) — {1}
Asintotas:
T Y (LHépital) = lim — = lfm x =+
Ay = [5) = HoRita) =l T = lip = oo
x
No hay asintota horizontal.
e x Ve l’
lim — = -0 lim — = +00
z—1- Inx z—1+ Inx
Hay una asintota vertical en z = 1.
li (L’Hopital) Ii !
im = i = lim =
s+ xln opita z—too Inx + 1

No hay asintotas oblicuas

Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos:

_lnx—x%_lna:—l_

f/(l’)— 11’12[E — IDQ,I =0 :>11113:1:>]}:€
(0,1) | (1,¢) | (¢, +00)
f@) | - - -
F@) | N | N /!
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Luego (e, f(e)) = (e, e) es un minimo.
f(z) es creciente en (e, +00)
f(z) es decreciente en (0,1) U (1,¢)

104
g 4

6 1

2 0 2 4 6 8 10
=21
-4
-6 4
-8 1
35.2.37.
/1 1
a) Calcular lim { - — ————
x=0\z In(l+x)
Junio 2015. Opcion B. E4.a)
Solucién:
1 1 In(1 — 0
AL SR T L 2 Rt [
s=0r  In(l+xz) 2-0 zln(l+x) 0
1 . 1-(1+2)
, 1+ . 1+ . -z
=1 =1 =1 =
I%ID(1+$)+ r w0 (1 + 2)(1+2) + = zg%er(l—l—x)ln(l—ira:)
Ltz l+z
0 A , -1 1
= [61 = (L'Hopital) = ilir(l) Tz = 5
1+In(l+2)+
1+x
35.2.38.
2 _
Consideramos la funcién f(x) = Xz 1 Calcular dominio, asintotas, intervalos
X

de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos y puntos de inflexion.

Septiembre 2015.Opcion A. ES
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Solucion: La funcion es continua en todo ntimero real, su denominador no se anula nunca.
Dom(f) =R
Asintotas:

z?—1 22 —1
1 im =
T—>—00 1‘2—{— 1

im =
z—+o00 2 +1

Hay una asintota horizontal en y = 1.

No hay asintotas verticales ni oblicuas.

Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos:

) = 2z(z* +1) — (2? — 1)2z A

=0 =0
(.CC2 + 1)2 (X2 + 1)2 =z

(—00,0) | (0,+00)
f'(x) - +
f(x) N\ a

La funcién tiene un minimo en (0, —1). Es creciente en (0,+00) y decreciente en (—o0,0).

Puntos de inflexion:

vy AP+ 1) —dx(2(a? 4+ 1))22  —1227 44 1
['e) = (a2 + 1) T @2 +1p V3

1 1 1 1
Hay dos puntos de inflexién | —, —= - =
remp <\/§ 2) Y ( V3 2)
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35.2.39.

) » ) ax?+bx+c six<2
Consideremos la funcién definida a trozos f(x) =

In(x—1) six>2
Hallar los valores de a, b y ¢ para que f(x) sea continua en toda la recta real

y tenga un extremo relativo en el punto (1,-1).
Septiembre 2015. Opcion B. ES

Solucion: Para que la funcion sea continua, los limites laterales en x = 2 deben ser iguales:

lim az® +br+c=4a+2b+c limn(z—1)=0 =4a+2b+c=0

T2~ r—21
La gréfica de la funcién pasa por (1,-1):

—1=f(1)=a+b+c

Tiene un extremo relativo en este punto, luego la derivada se anula:

0=/f'(1)=2a+b

Obtenemos un sistema de ecuaciones:

2a+ b =0
a+b+c =-1
Resolvemos por Gauss:
4 2 110 1 1 11-1 1 1 1/-1
2 1 0[0 | 225 [ 2 1 00 | 2E2510 1 202
Fy~F3—AF)
1 1 1/-1 4 2 110 0 -2 3|14
1 1 1)-1
i 01 22 |=a=1 b=-2 c=0
F3~F3—2F,
0 0 110

35.2.40.

a) Calcular a, b y ¢ para que la funcién f(x) = x® + ax? + bx + ¢ tenga pendiente
nula en el punto (1,1) de su grafica y, sin embargo, no tenga un extremo

relativo en dicho punto.
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b) Probar que la ecuacién x® + x — 1 = 0 tiene una tnica solucién real positiva.

Junio 2016. Opcion A, E3

Solucién:
a)
l=f1)=1+a+b+c =a+b+c=0
fl(x) =32 +2ar+b = f(1)=3+2a+b=0
f"(z)=6z+2a = f"(1)=6+4+2a=0
=a=-3 b=3 ¢c=0 = f(r)=2"-32"+3z
b)

Aplicamos el Teorema de Bolzano al intervalo [0, 1] donde la funcién f(z) = 2° + 2 — 1

es continua y cambia de signo:
f)y=1>0 f(0)=-1<0 =3ce(0,1)/f(c)=0

Por otro lado, la derivada f’(z) = 5z* + 1 > 0 es siempre positiva y por tanto la grafica
de la funcién es creciente y no puede volver otra vez a cortar el eje OX. Luego la raiz real

positiva ¢ es unica.

35.2.41.

Calcular lim {1— 1 }

x—0t |[x eX—1

Junio 2016. Opcion A, Ej.a)

Solucioén:
1 1 (e*=1)—=z e —x—1 0
lfm |= — — im T g T | 2| = (LHopital) =
om0 L’ er — 1] om0 z(e* — 1) 20 z(e® — 1) [0] (L Hopital)
-1 0 v 1
= lim —© — |-| = (L'Hopital) = lfm — ==
z—0+ (€7 — 1) 4 ze® 0 20t e¥ 4 e¥ + ze® 2
35.2.42.

Tenemos un cartén cuadrado de 6 cm de lado y queremos construir con él una
caja sin tapa. Para ello recortamos un cuadrado de x cm de lado en cada vértice

del cartén. Calcular x para que el volumen de la caja sea maximo.

Junio 2016. Opcion B, E3.
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Solucién:

La funcién que nos da el volumen de la caja es:
V(z) = (6 — 22)*r = 42° — 242” + 362 = 4(2° — 62° + 97)
Buscamos un maximo en esta funcion:

442 3
V'(r) =432 =122 4+9) =0 > r=-—"=
1

V'(x) =122z —4) = V"(1) <0

Luego z = 1 es el maximo que buscamos.

35.2.43.

Dada la funcién f(x) = 2e 2/, estudiar: derivabilidad, crecimiento y decreci-

miento, extremos relativos y asintotas.

Septiembre 2016. Opcion A. ES.

Solucion:
2e % §ix >0
f(z) = ,
2¢%* six <0
Asintotas:
2
lim f(z) = lim 2e2* = lim —- =0
T—+00 T—-400 T—+o0o e+T
2
_ s 2 __ I

Hay una asintota horizontal en y = 0.

No hay asintotas verticales ni oblicuas.

Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos:

) —4e™2 gix >0
fi(z) =

4e** six <0

La funcién no es derivable en z = 0.
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(—00,0) | (0,+00)
Fw |
f(z) / N\

f(z) es creciente en (—o0,0) y decreciente en (0, 400).

f(z) tiene un valor méximo en (0, 2).

35.2.44.
Calcular lim x(ex — 1)
x—0t

Septiembre 2016, Opcion A, F4.a)

Solucion:

, 1 ,
lim z(exr —1) = lim =
x—07t x—07t p

—] — (L’Hopital) = lfm
(0. ¢]

z—0t -2z z—0t

35.2.45.

Hallar la ecuacidn de la recta que pasa por el punto (1,1) y forma con los ejes

coordenados un triangulo de area minima en el primer cuadrante.
Septiembre 2016. Opcion B, E3

Solucion:
Sean A(0,y) y B(x,0) los puntos de corte de la recta con los ejes respectivos. La ecuacién
de la recta que pasa por estos puntos es Y =y — gX , imponemos la condicién de que pase
x

por el punto (1,1) :
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El area del tridangulo viene determinada por la funcién:

T ZL’2

x —
2 2 r—1 2z-2

BN
—
&

I

|&
<

I

20(2x —2) —2%-2  22®—dx  2x(x—2)

Al = =5 "% Az —12 4z —1)

0
2

Az)=0 =uz=

x no puede ser cero, tomamos r = 2 y comprobemos que es un minimo:

x - + +
x—2 - - +
Al(x) + - +
A(x) /! e /
= x =2 es un minimo, y = 3% = 2 y la ecuacién de la recta es:
Y=2-X
35.2.46.
Se considera la parabola y = —x2 + 2x

a) Calcular las rectas tangentes a dicha parabola en sus puntos de interseccién

con el eje OX.

Septiembre 2016.0pcion B, E/.a)

Solucion:

2’422 =0 =x(-1+2)=0 =x=
La ecuacion de la recta tangente en (xq,yo) es:

y —yo = ['(z0)(x — o)

fllz)==22+2 = f(0)=2 [f(2)=-2

Para (z9,y0) = (0,0) la recta es: y = 2.
Para (xg,90) = (2,0) la recta es: y = —2z + 4.
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35.2.47.

Calcular la recta tangente a la curva f(x) = 4¢*! en el punto (1,f(1)).
Junio 2017. Opcion A, Ej.a)

Solucién: La ecuacién de la recta tangente a la curva f(z) en el punto (zg,yo) es

¥ — Yo = f'(z0)(z — o)
fllz) =41 f(1)=4 f(1)=4 =y—4d4=4x—-1) =y=4o

35.2.48.

3 3 2
a) Dado el polinomio P(x) = % — % + 2x + C , hallar C para que el valor de

P(x) en su minimo relativo sea 1.

b) Calcular lim xIn(x)
x—0+

Junio 2017. Opcion B, E3

Solucién:
a) Buscamos el minimo relativo
1 3 3+49-4.2 |2
1

P'(x)=2r-3 = P'(2)=4—-3=1>0 = 2 =2 es un minimo relativo
3

-4 1
+4+C=1 =C=

8
PR2)=--""
@ =3-7 3

L=1lmzlnz = llm — =

z—0t z—0t %

- [Z]

Aplicamos L’Hopital para salvar la indeterminacion:

1

L= lim = lim —2z=0
z—0t —3 z—0+

35.2.49.

. x six<O0
a) Dada la funcién f(x) = , calcular a para que f sea de-

x24+ax six>0
rivable en x = 0.
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b) Hallar a, b, y ¢ para que la funcién f(x) = ax® + bsinx + ¢ verifique f(0) = 0,
f'(0)=1y f"(0)=2.

Septiembre 2017. Opcion A, ES.

Solucion:

a)
1 siz<O
f(x) =

2c+a sizx >0

f(z) esderivableenz=0< 1= lim 2z 4+a=a =a=1

z—0t
b)
F0)=0 =c=0
f'(x) =2ax +bcosz 1=f'(0)=b =b=1
f"(z) =2a—bsinz =2a —sinz 2= f"0)=2a =a=1
35.2.50.
x %2
a) Calcular lim e-e
x—0 X
Septiembre 2017. Opcion A, E4.a)
Solucién: , ,
lfm &% = H — (L'Hopital) = lim & ¢ —1
z—0 T 0 z—0 1
35.2.51.

x?+1 .. , :
2 o Calcular el dominio, asintotas, interva-
X

los de crecimiento y decrecimiento, extremos relativos. Esbozar su grafica.

Consideremos la funcién f(x) =

Septiembre 2017. Opcion B, E3

Solucién:
Dominio: Dom(f) = R puesto que el denominador no se anula.

Asintotas:

2 +1 i x2+1_

1 im =1
z——o00 T2 4+ 2

lim — =
z—+oo % 4+ 2

Luego hay una asintota horizontal en y = 1. No hay asintotas verticales ni oblicuas.

Crecimiento y decrecimiento. Extremos relativos:

g 2w +2)— (2P +1)(2x)  2¢
f <$> - (:1:2—1—2)2 - (562 +2)2
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f'(@) -
f@) | N\

f(z) tiene un minimo en el punto (0, f(0)) = (0, 3).

f(z) es creciente en (0, +00) y decreciente en (—o0, 0).

T
E
+ [+
NME

35.2.52.
a) Calcular lim w.
x—0 X

Septiembre 2017. Opcion B, Ej.a)

Solucion:

ret —sinx [6] — (L'Hopital) = glclf(l) e’ + :L‘eQI cosT _

B [9] _ (L'Hopital) = lim e® + e’ +we® fsine 2
z—0

21
2 2

35.3. Calculo Integral
35.3.1.

Dadas dos funciones f(x) = In(x) y g(x) = 1 — 2x, hallar el area del recinto plano

limitado por las rectas x = 1, x = 2 y las graficas de f(x) y g(x).

Junio 2010, Fase general, Opcion A, F1.a)
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Solucién:

Esbozamos la grafica del area que queremos calcular:

1.5

0.5

-0.54

-2.54

-3.54

Calculamos los puntos de corte:
A(1,0) y B(2,In2) entre In(x) y las dos rectas.
C(1,-1) y D(2,-3) entre g(x) y las dos rectas.

Calculamos el area dividiendo la figura en dos partes, la que queda por encima del eje X

A /12 In(z)dz — /12(1 — 9)da

La segunda integral es inmediata y la primera se resuelve por partes, tomando In(z) = u,

y la que queda por debajo.

dr = dv, du = d?z y v = [dz = z. As{ obtenemos:

/ln(az)dx = zln(x) — % =zin(z) —x

Sustituyendo en la integral definida obtenemos el area pedida:
A = [zln(z) — 2] + [z — 2%y = 2In2 + 1

35.3.2.
Calcular:
/ cos(x) dxc

1 + sen?(x)
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Junio 2010, Fase general, Opcion A, E2.b)

Solucién:
Resolvemos la integral utilizando el cambio de variable sen(z) =t con lo que cos(x)dz = dt

y la integral es inmediata:

I= / dt__ arctg(t) = arctg(sen(x)) + C

1+ ¢2
35.3.3.
Dada la funcién f(x) = x i_ 1 se pide
b) Calcular el area de la regién limitada por la grafica de la funcién g(x) = @,

el eje OX y las rectas x =2 ,x = 4.
Junio 2010, Fase especifica, Opcion A, E2.b)

Solucién:

flx)  z+1
x x(x —

todos los demas puntos, luego entre x = 2 y x = 4 la funcién es continua.

La funcién g(x) = es discontinua en x =0 y en x = 1, y es continua en

Ademas entre 2 y 4 la grafica de la funcién estd por encima del eje OX :

Asi el area pedida sera:

4
A= / _z+l
o z(x—1)
Calculamos una primitiva:
/$+1dx_/d:v +/ dx
r(x—1) " ) z—1 z(r —1)
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La primera integral es inmediata:

d
/ ’ d;z:—ln]x—1|+C’
T —

Para calcular la segunda integral descomponemos en suma de fracciones:

1 _A+ B _Ax—A+Bx:> A+B=0 _ B=
r(r—1) =z -1  x(z-—1) _A=1 - _1

Luego la segunda integral sera:

d
/ /—dx—i—/ ° = —In|z| +InjJz - 1|+ C
(x—1) -1

Sustituyendo en la integral definida:

4
A= [2 In|x — 1] — ln|x|}

2
9 2
A=2In3—-In4—(2In1—In2)=2In3—-1n2 :1n§ ~1,5041 u

35.3.4.

Calcular la siguiente integral:
2
/ x? — 3x + 2| dx
-1

Junio 2010, Fase especifica, Opcion B, E2.

Solucion:

Por definicion de valor absoluto, podemos separar la funciéon en dos trozos:

) 22 —3x+2 si 22—-3x4+2>0
|z° — 3z +2| =
—(2*=3x+2) s 22-3r+2<0

Resolvemos la inecuacion:

3+v9—-4-2 2
1’ —3r+2=0 => r=———"=

2 1
= 2°-32+2=(x-2)-(z—-1)

Utilizamos la tabla para resolver la inecuacién:

P.A.U. en Castilla y Leon 92



Matemaéticas 11 LLE.S. Campo Charro

(—o0,1) | (1,2) | (2,400)
(x —2) - - +
(x—1) - + +
(x —2)(x — 1) + - +

Por tanto nuestra funcién queda definida en dos trozos:

) 2 — 3z +2 si x€(—o0,1]U[2,+00)
|z* —3x 42| =

—2?+3x—-2 si ze(1,2)

Dividimos pues nuestra integral definida en dos sumandos:

2 1 2
1:/ yx2—3x+2\da::/ (x2—3:c+2)dx—|—/(—x2—|—3x—2)d:€:
-1 - 1

1

x> 32 ! x3 322 2
=|5——=+2z| +|-F5+—F 22| =
1

3 2 3 2 .
1 3 1 3 8 12
Y () ) [ ) S| [ R ) -
ER I R REIR I R R R
28 1 29
6 6 6
35.3.5.
x*+x+1

Determinar la funcién f(x) tal que f'(x) = con f(1) = 2.

x2+x

Septiembre 2010, Fase general, Opcion A, E2.

Solucion:

Vamos a calcular una primitiva de f’(z):

Primero realizamos la division de polinomios:

< xt +x+1>/(m2+x>:x2—x+1+ 5
2+
—xt— a3
— 3
3+ x?
r?+
2

— T =

o+l dx
[= | ——dx = 2 1)d -
= / 2z /(x v )$+/$($+1)
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La primera integral es inmediata, para resolver la segunda separamos en fracciones:

1 A B Ar+ A+ Bx (A+B).CL'+A:> A=1

z(r+1) x+:c+1_ z(z+1) w(r+1) B=_1

Luego nuestra integral queda asi:

I:/(xz—a:%—l)dx—l—/d—a:—/ e
x r+1

$3 2

f(:v)23—%+x+ln|x|—ln|x+1|+0

Aplicando la condicién f(1) = 2, obtenemos C":

1 1 7
Y la funcion buscada es:
3 2 7
f(:z:):%—%+m+ln|x|—1n|x+1|—l—ln2+6

35.3.6.

Determinar el area limitada por la paribola de la ecuacién y2? = x, y la recta

de ecuacion y = x — 2.
Septiembre 2010, Fase general, Opcion B, FE2.

Solucién:
Calculemos los puntos de corte de la recta con la pardbola:
y=rv-2 1+/1-4-(-2) Jz=4
5 =

:>y:y2—2 :>y2—y—2:0 =y =
v =
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Vamos a separar el area en dos partes: entre x = 0y x = 1 el area es dos veces el area
limitada entre ++/ y el eje OX, por simetria de la pardbola. Entre z = 1y x = 4 el drea es
la que queda limitada por ++/z y la recta x — 2. Luego:

A:2/01\/§dx+/14<\/_—(x—2)>dx

1 4
A=2 2@ + 2@—06—24-295
n 3 3 2
0 1
4 243 42 2 1
A=_ - Y )
3+( 3 2+8> (3 2+)
A:qu

35.3.7.

Calcular el area de la region finita y limitada por la grafica de la funcion

f(x) = x3 —x+ 1, y la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x=1.
Junio 2011. Opcion A, E1.

Solucion:

La ecuacién de la recta tangente a la curva en zq es:

f(@) = f(zo) = ['(z0)(x — 20)

En nuestro caso: o = 1, f(1) = 1, calculamos la derivada: f'(z) = 3z — 1,y f'(1) = 2,
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sustituyendo obtenemos la ecuacion de la recta tangente:

J(@) —1=2(x—1)

flz)=2x—-1

Hacemos un esbozo de las graficas de curva y recta:

4

1 1
A:/f($)—(2x—1)dx:/x3—3x+2dx:{x___+2x
0 0
1 3 3 5

35.3.8.

b) Calcular

Junio 2011. Opcion B, E2.b.

Solucion:

Aplicamos la integracién por partes: f udv = uv — f vdu

u=1In(z) = du:d—x
dx dx 1
W="5 il AR

/Md:ﬂ:—w—l—/@:—w—lﬁ-c

2 T
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35.3.9.

b) Calcular el area del recinto limitado en el primer cuadrante, por la gréafica

de la funcién y = In(x) y las rectas y =0,y =1,y x=0.
Septiembre 2011. Opcion A, E2.b.

Solucion:

In(x)=1 =z=e¢

In(z) =0 =z=1

-0.5 0 0.5 15 2 25 3 35

Dividimos el area en dos trozos, el primero entre x = 0y £ = 1 es un cuadrado de area

1 u2. El segundo trozo entre x = 1 y x = e , es la integral entre las dos funciones:

A=1+ /16(1 —In(x))dz

Calculamos una primitiva de In(z) aplicando integracién por partes: [udv =uv — [ vdu

d
u=1In(z) = du ="
T

dv = dx = V=2

/ln(m)dx =zln(z) —z+C

Sustituyendo, obtenemos el area pedida:

A=1+[r—(zln(z) —z)j=1+(c—e+e)— (1+1)=e—1u?
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Nota al lector:
Otra forma de calcular este area, y quiza mas sencilla, es restar al drea del rectangulo
e x 1, el drea que forma In(x) con el eje OX entre x = 1 y & = e, que es precisamente la

unidad.

-0.5

-0.5

35.3.10.

Hallar el valor de m para que el area delimitada, en el primer cuadrante, por

la funcién y = 4x3 y la recta y = mx sea de 9 unidades cuadradas.
Septiembre 2011. Opcion B, E2.

Solucion:

Buscamos en el primer cuadrante el punto de corte de recta y curva:

y = 423 x=0
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Imponemos la condicién del enunciado:

35.3.11.
1
1+ et

Sea f(t) =
a) Calcular [f(t)dt

b) Sea g(x) = [, f(t)dt. Calcular lim =~ 8(x)

x—0 X
Junio 2012, Opcion A, E1.
Solucién:

a) Realizamos un cambio de variable:

d
et=z edt=dz :>dt:—z

/ dt / dz
_[ p—t g
1+ e z2(z+1)

Descomponemos en suma de fracciones simples:

1 A B Alz+1)+Bz A+z(A+DB) A=1

z2(1+ 2) z+z+1_ 2(z+1) 2z +1) ~ B—=_1

dz
I—/ / =In|z| —In|z + 1] + C =Inle!| —In|e' + 1| + C =1n S
z+1 et +1

b) Sea g(x) = [; f(t)dt. Calcular lim =— g(x)

x—0 X
t z T 1 2%
g(x) = |In te = i =m°
e+1], e’ +1 2 e* 41
o Lot (207(1 4 e) — 207(e")
e Noe _[o LHopital p. 2e” (1+e)?
z—0 x o O x—0 1

o 14e€” 2e* , 1 1
= lim . = lim E——
20 2e*  (14e%)2 a5014e* 2
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35.3.12.

Calcular / ;dx
x2+2x+3

Junio 2012, Opcion B, El.a)

Solucién: Las raices del denominador no son reales, luego tenemos un polinomio irreducible
en R. Buscamos en el denominador la expresion de (1+ f(x)?) para obtener un arcotangente

con un cambio de variable.

x2+2x+3:(x+1)2+2:2((IZDQ+1) = <(x\j§1)2+1>

Realizamos el cambio de variable

el g% Va

V2 V2

/%:/2(;{?1 f/t? :_a tg(t)zgmtg (x\j§1>+c

35.3.13.

t =

Calcular . (2

/ sm(' ;{) dxc
3 + sin®(x)
Septiembre 2012, Opcion A, El.a)
Solucién:
t =sin*(z) = dt = 2sin(x) cos(x)dr = sin(2x)dw
/ =In[3+¢t[ = In|sin’(z) + 3|+ C
35.3.14.

Hallar el area de la region comprendida entre las rectas x =1 , x = 4 limitada

por dichas rectas, la grafica de la funcién f(x) = [x? — 4] y el eje OX.
Septiembre 2012, Opcion B, E1.b)

Solucién:
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. /

™N
6 4 2 0 2 i 6 8
-5
2 4 372 3 4
5 32 37
A= [ (4—2%d /2—4d:4—x— Todp| =2+ = R1233 0
/1( :c)a:+2(:r; )dx T 31—|—3 x2 3+3 3 .33 u
35.3.15.
. X—2
Sea la funcién f(x) =
X+ 2

b) Dibujar el recinto comprendido entre la recta y = 1, la grafica de la funcién

f(x) , el eje OY y le recta x = 2 ; Calcular el drea de dicho recinto.

Junio 2013. Opcion B. E3.b

Solucién:
' 5 |
.
N
)
b s 4 3 1:2 1 o0 I 7 T :
2 x—2 2 9 ) .
i 1— P dz = i x+2:4-[ln|x+2|]0:4-(ln(4)—1n(2)):4.1n(4/2):4,1n2u
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35.3.16.
Calcular
/ VX +1+ 1
x+1
Septiembre 2013. Opcion A. E4.b
Solucion:

Utilizamos el siguiente cambio de variable:

Ve+l=t z+1=1> dx=2tdt

t+1 2t? + 2t 2
I= + / L /2+¥dt:2t+2ln|t|+c
I=2vVz+14+2Infz+1|+C
35.3.17.
Calcular | 1 d
alcular [ —————dx
x2 —x—2
Septiembre 2013. Opcion B. E/.b
Solucién:
1 A N B  (A+B)Jz+A-2B
(z—2)(z+1) -2 x+1  (z—=2)(z+1)
A+B=0 1 1
= =A=- B=—-
A-2B=1 3 3
1 dz 1 dx 1 1 ST —2
I== —— ~1 —2——1 ll=Iny/——
3/x—2 S/x—i—l ale =2 =gz +1f=Iny/Tmm +C
35.3.18.
Sea la funcién f(x) = T
(14 ex)?

b) Calcular el drea limitada por la grafica de la funcién, el eje OX y las rectas

x=0y x=1Inb.
Junio 2014. Opcion B. E4.b

Solucion:

La funcién es siempre positiva, no tiene cortes con el eje OX, luego el area pedida es:

/ln5 ev
o (1+e®)?
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Calculamos la integral indefinida por cambio de variable, tomando e* =t asi e*dx = dt y:

/e”“’dac _/ dt __1__1
(14+en)2 ) (14+t)2 1+t  1+4e®

/“15 e I L L
= — = —— — — = — u
o (1+ev)? l1+er|, 145 2 3

0.5

-0.5 A

35.3.19.

Calcular el drea limitada por la pardbola de ecuacién y = 2x2 y la recta
y = 2x + 4.

Septiembre 201/4. Opcion A. EJ.b

Solucion:

Puntos de corte:

2
22 =2 4+4 2*—2-2=0 z=
—1

2 2
A:/ (2x+4—(2x2))da::/ —22° + 2z + 4dx =

1 ~1
2 16

3 x 2 2
2T 42 44 = —— 4448—(=41-4)=9u°
[ 3+2+x]_1 g T4t (3+ )=9u
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10 A

35.3.20.
Hallar la primitiva de f(x) = x?Inx cuya grédfica pasa por el punto (1,2).
Septiembre 2014. Opcion B. E4.b

Solucion:

Utilizamos la integraciéon por partes, siendo:

1 ) ) 3
lnz=uv du=—-dzx dv=z°dx v= xdng

T

3 3 3 3
/x21nxdx:%lnx— g—xdx:%lnx—%—l—C’

1 1 19
2— f(1) = = In(1) — = _
f(1) 3n() 9+C' = C 5
»Inzr 23 19
f(z) s 9179

35.3.21.
Hallar la funcién f(x) que cumple f'(x) = xIn(x?* + 1) y £(0) = 1.
Junio 2015. Opcion A. E4.b

Solucion:

Hacemos el cambio de variable 22 + 1=t = 2xdz = dt:
9 1
f(x)= [ zln(z* 4+ 1)dx = 5 In(t)dt
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Calculamos esta ultima integral por partes:

1
u = 1In(t) duz;dt dv = dz v:/dt:t

/m@m:umw—/ﬁ:umw4

;‘f(l“):%(($2+1)1D(9€2+1)—(x2+1)) +C
f(0)=1 é%GU+C:1 éC:g

3 (#*+1)(In(z*>+1)—-1)+3

f@) =5 (@ + D +1) = (@@ + 1) + 5 = :

N | —

35.3.22.

b) Calcular el area del recinto delimitado por las graficas de las funciones

1 1
f(x) = 2 g(x) = Y la recta x = e.

Junio 2015. Opcion B. E/.b.

Solucion:

‘1 1 17° 1 1
/———2:[ln]x|+—} =14+-—1==4
LT T, e e

35.3.23.

Hallar la primitiva de la funcién f(x) = x?Inx cuya grafica pasa por el punto
(1,0).
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Septiembre 2015. Opcion A. E4.b

Solucion:
Utilizamos la integracién por partes, siendo:

1 9 9 x3
Inz=uv du=—-dzx dv=2zdzx v= xdsz
T

3 3 3 3
/xQIDxdx—x—lnx—/;f—dx—x—lnx—x——i-()’
x

3 3 9
1
O:f(l):—ln(l)—§+0 = (=
»nr 22 1
f="=3="5"%g

35.3.24.

Calcular el area de la region comprendida entre las graficas de las funciones

cosx y sinx y las rectas x=0y x = g

Septiembre 2015. Opcion B, F/.b

Solucion:

1.2 4

0.61
0.4+

0.2

-0.2 1

Por la simetria de las gréficas, el drea pedida es el doble del drea en el intervalo (0, §)

jus

4 us 2
A:2/ cosz —sinzdr = 2[sinz + cosz]d =2(vV2 1) u
0
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35.3.25.

Calcular el drea de la regién delimitada por la grafica de la funcién f(x) = 1 — x>

y las rectas tangentes a dicha grafica en los puntos de abscisax=1y x=—-1.
Junio 2016. Opcion A, FE4.b.

Solucién:
La derivada de la funcion: f'(z) = —2z.
La recta tangente en (1, f(1)) = (1,0) es y = 2 — 2.
La recta tangente en (—1, f(—1)) = (—1,0) es y = 2z + 2.

Las dos rectas se cortan en el punto P(0,2):

20+2=2—-2xr =x=0

0.5 1.5 2

-0.5

3 0 3 |
A:{—+x2+x} +[——x2+x} =-+
3 . 3

35.3.26.

Calcular el area de la regién delimitada por la grafica de la funcién f(x) = Inx

, el eje OX, y la recta x = 3.

Junio 2016. Opcion B, E4.b.
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Solucién: )
Calculamos la integral de Inx por partes, llamando v = Inz, du = —dr y dv = dx
x
v = fd:}: =x.
/lnxdx:xlnx—/dx:xlnx—x
1.5 1
1_
0.5 A
1 0.5 0 0.5 1 ll.5 2 2.5 3.5 4
-0.5 4
-1
3
/ Inzde=[znz—2]=3INn3-3—(0—-1)=3In3 -2 u?
1
35.3.27.

Consideremos la funcién f(x) = x>+ mx? + 1 con m > 0 . Calcular el valor de
m para que el drea del recinto limitado por la grafica de la funcién f(x) , el eje

OX y las rectas x =0y x =2, sea 10.
Septiembre 2016. Opcion A. E4.b)

Solucién:

2 4 3 8 3 3
/x3+mx2+1dx: Tmi ot =44mo42=10 = m=°-4==1
0 4 3 0 3 8 2
35.3.28.
Se considera la pardbola y = —x2 + 2x

a) Calcular las rectas tangentes a dicha pardbola en sus puntos de interseccién

con el eje OX.

Solucion
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b) Calcular el drea delimitada or la grafica de dicha pardbola y las rectas tan-

gentes obtenidas en el apartado a) .
Septiembre 2016. Opcion B, E4.b.

Solucion: Las rectas son: y = 2x , y = —2x + 4, calculamos el punto de corte:

20 =—-2x+4 4dr=4 zx=1

0.5

-0.5 0.5 1 1.5 2.5

0.5

1 2 1 2
A:/ 27 — (—2® + 2z) d:z:—i—/ —2r+4— (—2*+2z) dx:/ z? da:—i—/ 2’ —dx+4 dr =
0 1 0 1

35.3.29.

Calcular el area de la region delimitada en el primer cuadrante por la grafica

de la funcién g(x) = x3 y la recta y = 4x.
Junio 2017. Opcion A, E4.b.

Solucién:

Calculamos el punto de corte:

P =dr =2"-42=0 =a20@*-4)=0 =1={ -2
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10

En el primer cuadrante, el punto donde se cortan es x = 2. Asi el drea pedida es:

35.3.30.

Sea
(x—1)% six<1

f(x) =

atlnx six>1

b) Hallar el drea de la regién delimitada por la grafica de f(x) y las rectas x = 1,

y =1.
Junio 2017. Opcion B, E4.b.

Solucion:
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1.5

0.54

-0.5 0.5

-0.54

1
/ 2x—x2dx:{
0

1
A:/ 1—(r—1)*dx
0

35.3.31.

15

2x2 a3

1
2 3 3

1
[+
0

b) Hallar el area de la regién del plano comprendida entre las graficas de las

funciones f(x) = —x? , g(x) = x* — 2.

Septiembre 2017. Opcion A, E4.b.

Solucion: Calculamos los puntos de corte de las dos parabolas:

2 =22-2 =u*=2 =

=1 =ax==1
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1 1 3 1
2 2 4 8
A= / —2?—(2*-2) dx = / —22% 42 da = {—2% + 24 = —§+2—(——2) —4—— =’
- - -1

1

35.3.32.

b) Calcular [Inx dx.
Septiembre 2017. Opcion B, EJ.b.

Solucién: Aplicamos la integracién por partes

/udv:uv—/vdu

1
u=Inz dv=dx du:gdx v:/dx:ac

:>/lnxdx:x-lnx—/dx:xlnx—:c—i-C'

36. Algebra

36.1. Matrices y determinantes
36.1.1.

Sea B una matriz cuadrada de tamano 3x3 que verifica que B? = 16 - I, siendo

I la matriz unidad. Calcular el determinante de B.
Junio 2010, Fase general, Opcion A, E3.a.

Solucion:

Aplicamos las propiedades de los determinantes:
|B?| = |B|* =16 - I| = 16* - |I| = (4*)* = |B| = 464

36.1.2.

Hallar todas las matrices X que satisfacen la ecuacion:
0 1 0 01
X =
(O 2) (0 0 2)
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Junio 2010, Fase general, Opcion A, E3.b.

X_abc
\d e f

Imponemos la condicién del enunciado:

Ol'abc_def_()()l
0 2 e e f) \2d 2 2f) \o 0 2

b
—~d=0 e=0 f:1:>X:<a C) abccR

Solucion:

Sea

0 0 1

36.1.3.

Dadas las matrices:
Lo 1 3 5 1 2 3
-2 4 -6 010
0 -1 m
a) Para qué valores de m existe B~'?. Para m=1, calcular B!
b) Para m = 1, hallar la matriz X tal que X-B+C =D
Junio 2010, Fase especifica, Opcion A, E3

Solucién:
B! existe si |B| # 0

1 0 0
0 1 0|l=m=3IBYm#0
0 -1 m
Para m =1 B_l—LAdf
| B
1 0 0 100 100
Bl=10 1 0/=1 Adj=1]0 1 1| Ad'=1]0 10
0 -1 1 001 011
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iB_]‘:

o o
— = O
— o o

b) Para m = 1, hallar la matriz X tal que X-B+C =D

1
X:(D_C)_B_1:(<1 2 3)_(1 —3 5)) .
010 —2 4 -6 .
(03 -2
23 6

— = O
— o o

_ o O

36.1.4.

a; by ¢

a) Si se sabe que el determinante |a, b, c,| vale 5, calcular razonadamente:

as b3 C3
a; 2a; 3ag a; b, C1
by 2by 3bs y az+ag ba+bs c2+cs
C1 2C2 3C3 asg b2 Co

b) Si A es una matriz de tamano 2 x 2 para la cual se cumple que A~! = A?
(A* = traspuesta de la matriz A), ;Puede ser el determinante de A igual a
37

Septiembre 2010, Fase general, Opcion B, EJ.

Solucion:

Aplicamos las propiedades de los determinantes:
A = |A]

|Li,a- Ly, Ls| = a-|Ly, Ly, Ls|
|L17 L2 + L37L4| - |L17L27L4’ + |L17 L37L4|

|L1a LQa L3| = _|L17L37L2|
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aq 2(12 3&3 a; as 3@3 a; ag as

b1 2b2 3b3 :2b1 b2 3b3 :2361 b2 b3 =2-3-5=30
C1 202 3C3 C1 Co 363 Ci C2 C3

aq b1 C1 aq bl C1 aq b1 C1

as + as b2+b3 Co + C3| = |a2 bg Co +a3 b3 C3 :0+(—5):—5

az by C2 as by co as by ¢

b) Si A es una matriz de tamano 2 x 2 para la cual se cumple que A~! = At (A* =

traspuesta de la matriz A), ;Puede ser el determinante de A igual a 37

1
At=A" = |4 =|A =AY :W = |AP=1=|A|=%+1

Por tanto no puede ser 3 el determinante.

36.1.5.
1 2 3 4
5 6 7 8

a) Calcular el rango de la matriz: A =

9 10 11 12
13 14 15 16

b) Si B es una matriz cuadrada de dimensién 3 x 3 cuyo determinante vale 4,

calcula el determinante de 5B y el de B2.
Junio 2011. Opcion A, ES.

Solucion:
a) El rango de una matriz es el nimero de filas o columnas linealmente independientes,

asi, si sustituimos un fila por una combinacion lineal de ella misma y otras filas el rango no

varia. En este caso es claro que todas las filas son combinaciones lineales de la primera y la

segunda ya que estan en progresién aritmética:
4-(1,1,1,1) = (5,6,7,8) — (1,2,3,4)

8-(1,1,1,1) = (9,10,11,12) — (1,2,3,4)
12-(1,1,1,1) = (13,14, 15,16) — (1,2,3,4)

Y Y )

Luego el rango de A es 2.
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b) Aplicando las propiedades del determinante:

58| =5 - |B| = 125 -4 = 500

|B? = |B|-|B|=4-4=16

36.1.6.
1 0 1
a) Averiguar para qué valores de m la matriz A=| -1 1 -m | no tiene
0 m -2
inversa.

b) Calcular la matriz inversa de A para m=0.

c) Sabemos que el determinante de una matriz cuadrada A vale —1 y que el

determinante de la matriz 2 - A vale —16 ;Cudl es el orden de la matriz A?

Septiembre 2011. Opcion A, ES.

Solucion:

a)

-1 0 1
Al=]-1 1 —-m|=2-m—(m*) =-m*—m+2
0 m -2
—1+4/1-4-(-2 m = —2
Al=0 =m’+m—-2=0 =m= ( ):>
2 m=1
Luego A no tiene inversa para m = —2y m = 1.
-1 1 ¢
b) A :mAdj.Param:(J,M\:Z.
-2 -2 0 -2 0 -1 -1 0 —3
Aj=10 2 0 Adjf=1-2 2 1| A'=]-11 -1
-1 -1 -1 0 0 -1 0 0 —3

c) Sea n el orden de la matriz A.

Al =1, [2-Al=2"-|A|=-2"=-16=-2" =n=4
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36.1.7.

Sea M una matriz cuadrada que cumple la ecuacién M? — 2M = 31, donde I

denota la matriz identidad.

a) Estudiar si existe la matriz inversa de M. En caso afirmativo expresar M~}

en términos de M e 1.

b) Hallar todas las matrices M de la forma (Z 2) que cumplen la ecuacion
M? — 2M = 31
Junio 2012. Opcion B, EJ.
Solucioén:

a) Sin es el orden de la matriz cuadrada
M?*—2M =3I =|M-2)M|=3" = |[M-2[-|M|=3" = |M|#0

Luego M tiene inversa.

1
M?—2M =31 = M-2[=3M" = M‘lzg(M—QI)

9 a b a b a’® + b? 2ab
M p— . f—
b a b a 2ab  a®+b?
a® + b? 2ab 2a 2b a® +b® — 2a 2ab — 2b 3 0
M?*—2M = - = =
2ab  a®+b? 2b 2a 2ab — 2b a®> +b> —2a 0 3

a’?+ b —2a=3
)
3

a2+ b -2 =3 b=0=a>—-2a—-3=0=a=
= = 1
2ab — 2b = 0 bla—1)=0=

a=1=0V=4=>b=

—2

\ \

()l D)6 )-6) )
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36.1.8.

a) Determinar, en funcién del valor del pardmetro real a, el rango de la matriz

1 a -1
A=]1 0 -1
3 a a

b) Sea C una matriz 2x2 de columnas C; y C, y de determinante 5, y sea
B una matriz 2x2 de determinante 2. Si D es la matriz de columnas 4C, y

C; — C,, calcular el determinante de la matriz BD!.
Septiembre 2012. Opcion B, ES.

Solucion:

a) Calculamos el determinante de A:

1 a -1

0
1 0 —1|l=0-a—-3a—(0+a’>—a)=—-a*-3a=—ala+3)=0 =a=
3 a a -3

Sia#0ya#-3 = rango(A)=3

» Sia=0 = rango(A) =2:

Tomamos el determinante de un menor de orden dos distinto de cero, asi el rango sera
2.
1 -1

=3#0
3 0 7

Sia=-3 = rango(A) =2

Tomamos el determinante de un menor de orden dos distinto de cero, asi el rango sera
2.
1 0

— 340
3 -3 7

b)
|ID| = 4Cy C1 —Cy|=4-|Cy C1 —Cyl=4-|Cy Cy| —4-|Cy Cyl =4-|Cy O]

= |D|:—4|0102’:—20
(S 1

. 71: . - _— =
B D7 =Bl 15 =2 55 =15
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36.1.9.
2 3 1
Sean las matrices A=|1| ,B=|-1|yC=|2
a —4 1

a) Calcular, cuando sea posible, las matrices C-B* /| B*-C | B- C.
Junio 20183, Opcion A, E1.a)

Solucion: Si multiplicamos una matriz de orden 3x1 por una matriz de orden 1x3, obtenemos

una matriz de orden 3x3:

3 1 -4
c.B = |9 -(3 1 —4>: 6 —2 -8
3 1 4

Si multiplicamos una matriz de orden 1x3 por una matriz de orden 3x1 obtenemos un

nimero (1x1):

Bt-C:(s -1 —4>- 2| =3-2-4-_3
1

B - C', no se puede multiplicar una matriz de orden 3x1 por otra de orden 3x1.

36.1.10.
a —2 0
Sealamatriz A=|0 -2 0
0 1 a

a) ;Para qué valores de a la matriz A es invertible?
b) Estudiar el rango segun los valores de a.
c) Hallar a para que se cumpla A~ = iA.
Junio 2013, Opcion B, E1

Solucion:

a)

a —2 0
Al=10 =2 0|=-2a>=0 =a=0
0 1 a
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A es invertible para todo ntimero a distinto de cero.

b)
0 -2 0

Sia=0entonces A= |0 —2 0] Solo hay una fila linealmente independiente, luego
0 1 0

el rango de A es 1. Si a # 0 entonces el determinante de A es distinto de cero, y por tanto

Su rango es tres.

X . —2a 0 0 . —2a 2a 0 l/a —1/a 0
el (G = UG el (U TR
0 0 —2a 0 -a —2a 0 1/2a 1/a
:>a/4:1/a —1/2:—1/a =aq=2
36.1.11.
1 1 1
Sea la matriz M =] 0 2 1
-1 -2 =2

a) Calcular M!

b) Calcular la matriz X que cumple X - M + M = 2M?

Septiembre 2013. Opcion B. E1

Solucién: a)

1
M~ = — Adj(M)!
| M|
1 1 1
IM=]0 2 1|=-4-1-(-2-2)=-1
-1 -2 =2
-2 -1 2 2 0 1
Adi(M)=| 0 -1 1 =M'=]l1 1 1
-1 -1 2 -2 -1 =2

X - M+M=2M* =X-M=2M*-M =X=0C2M*-M)-M!
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1 2 2
= X=2M-Id =X=|0 3 2
—2 —4 -5

36.1.12.

a a+1 a+2
Sealamatriz A=]a a+3 a+4
a a+5 a+6

a) Discutir su rango en funcién de los valores de a
0

b) Para a =1, resolver la ecuacién matricial A*X = | 0 | , siendo A® la matriz

0
traspuesta de A.

Junio 201/. Opcion B. E1

Solucion:
a a+1 a+2 0 4 4 0 1 1
0 a+3 a+4| 2B o 2 2 =10 1 1
Fi~F3—Fy
a a+5 a+6 a a+5 a+6 a a+5 a+6
1 1
=1+#0
a+5 a+6

Las dos tltimas filas son linealmente independientes para todo valor de a. Por tanto el

rango de la matriz A es 2 Va € R

b)
111 x 0
2 46 yl =10
3 5 7 z 0

Como el rango de la matriz es 2, tomamos las dos primeras filas y consideramos z como

_1 For~EFy—2F ]- 1 _]- Fy~F—F5 1 O ]-
EEEE e
-6 0 1/|-2 0 11]-2

X=X|-2 AeR

un parametro.

1 1
2 4
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36.1.13.

a) Resolver la siguiente ecuacién matricial X+ A =B — C , siendo

(e e

b) Sean F;, F5, F; las filas de una matriz cuadrada de orden 3 cuyo determinante
vale 5. Calcular razonadamente el valor del determinante de la matriz cuyas

filas son respectivamente 3F; — F3, Fy , 2F3.
Septiembre 2014. Opcion A. El

Solucion:

X-A=B-C =X=(B-0)A™

1
ATl = Adj(A)
aAdA)

5 2

t
1 -3 1 -2
—5-6=—1 Adj(A) = -
31 -2 5 -3 5
P A R L T A T A
3 =5 3—1 —2-2 3 =5 —14 24
b)

Aplicando las propiedades de los determinantes: Si multiplicamos una fila por un niimero,

Al =

el determinante queda multiplicado por ese nimero. |3F| FyF3| = 3 |Fy Fy Fy|
Si sumamos a una fila una combinacion lineal de otras filas, el determinante no varia.
’Fl - F3 F2F3| - |F1F2F3’ - ‘F3F2F3| == |F1F2F3‘ - 0

|F1F2F3| - 5 = |3F1 - F3 F2 2F3| = 3|F1 FQ 2F3| = 6|F1 FQ F3| - 6 . 5 = 30

36.1.14.
m+ 2 0 0
Dada la matriz A= -3 m-+1 1 , se pide
1 0 m-—1

a) Hallar los valores de m para que la matriz A'° tenga inversa.

b) Para m = 0, calcular, si es posible, la matriz inversa de A.
Junio 2015. Opcion A, E1
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Solucién:

a) Calculamos el determinante de la matriz A:

m+2 0 0 —2
-3 m+1 1 |=m+2)m*-1)=0 =m=1 -1
1 0 m-1 |

Sim € R —{-2,—1,1} entonces A tiene inversa pues su determinante no es nulo.

Al #0 & A" = 14" £0

b)
2 0 0
A=]-3 1 1 Al:ﬁAdj(A)t Al = —2
1 0 —1
t
-1 -2 -1 -1 0 0 300
Adj(AYY =10 -2 0| =|-2 —2 -2 =A1=111 1
0 -2 2 -1 0 2 10 -1
36.1.15.

Consideremos la matriz M = (

a(a—4) a—4>

a—4 a(a—4)

a) Calcular el rango de M en funcién del pardmetro a.

b) Para a=1, resolver la ecuacién M <X> =—6 <X>
y y

Septiembre 2015. Opcion B. E1

Solucién:

a)

-1
2la 1 2/ 2
|M| = (a —4) ) =(a—4)(a"—-1)=0 =a=<1
a

4

Sia € R—{—1,1,4} entonces el rango de M es 2. Si a = 4 entonces M es la matriz nula, sin

rango. Sia =1 o a = —1 entonces el rango de M es 1.

b)
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-3 -3 3r—3y =0
6" = Y =r—y=0=2z=X y=XA AecR
-3 =3/ \y Yy —3r+3y=0

36.1.16.
. . . . —9 a Lo
a) Discutir para qué valores de a € R la matriz M = 10 1 tiene inversa.
_a ——
Calcular M ! para a=0.
b) Si B es una matriz cuadrada de orden 3 y |B| = —5 , calcular |2B*| , donde

Bt denota la matriz traspuesta de B.

Junio 2016. Opcion A, E1

Solucion:

a)

=5
M| = “ l=s1l-a)=0 =a=1
10 —a-—1
M tiene inversa para todo a # 1.
Para a =0 : |
M|=5 M'=_—Adj(M)"
| M|

t
-1 -1 -1 -1
Adj(M)" = ") = "Voyro (5 0
0 -5 -10 -5 -2 -1

|B|=|B|=—-5 = [2B"|=2"|B|=-40

36.1.17.

a) Sea A una matriz cuadrada de orden 3 y tal que |A| = 2. ;Tiene inversa la
matriz A* 7. Calcular [5A7!| y |(BA)7Y|.

a+1 6
b) (Para qué valores del parametro a el rango de la matriz ( + ) es17?.
a

Septiembre 2016. Opcion B. E1
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Solucién:

a)

|AY = |A' =2 #£0 = A tiene inversa.

1125
1] _ =3 —1| _ =3 _
A7 =5 |A7! =5 AT 2
1 1 1
BAY = — = S
(O} 5A] ~ 5.2 250
b)
16 4
'a+ —ala+1)-12=a+a—12=0 =a=
2 a 3
36.1.18.

1 —4 1 -1
Sean A = y B=
-1 3 -1 1
a) Estudiar si A y B tienen inversa y calcularla cuando sea posible.

10
b) Determinar X tal que A -X =2B +1, siendo I = (O 1)

Junio 2017. Opcion A, E1.

Solucién:
a)
1 —4 .
A| = =3 (-4)=-1#£0 =34
-1 3
A= L agicay
|Al
t
31 3 4 -3 —4
Adj(A)! = = = Al =
4 1 11 -1 -1
1 -1
|B| = =1-1=0 =3B
-1 1
b)

A-X=2B+1 =X=A"'2B+]1I)
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36.1.19.

1 2
a) Sea M = (3 ) Estudiar, en funcién del parametro a, cuando M posee
a

inversa.

1 2
b) Siendo A = <3 7), calcular A2 y A~ .

Septiembre 2017. Opcion A, E1.

1 2
|M|:< >=a—6=0 =a=0
3 a

Si a # 6 entonces M tiene inversa.

b)
A2:<1 2) (1 2)2(7 16)
3 7)\3 7 24 55

1
A7l = Adj(A)
A (A)

t
. ) )
Al =7—6=1 Adj(A)t_<7 3) _<7 > :>A—1_<7 )
-2 1 -3 1 -3 1

36.2. Sistemas de ecuaciones

Solucién: a)

36.2.1.

Consideramos el sistema de ecuaciones lineales:

2x—y+az = 1l+a
X—ay+z = 1
Xx+y+3z = a

a) Discutir el sistema para los distintos valores de a

b) Resolver el sistema para a=1
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Junio 2010, Fase general, Opcion B, ES3)

Solucion:

a) La matriz asociada al sistema es:

2 -1 a 14+a
1 —a 1 1
1 1 3 a

Calculamos el rango de la matriz de coeficientes utilizando el determinante:

2 -1 a

a =
1 —a 1|=(-6a+a—1)—(-a*—-3+2)=da’—-5a=0=
11 3 @=95

Vamos a estudiar cada caso, aplicando el Teorema de Rouché:

» Sia # 0y a # 5 entonces el rango de la matriz de coeficientes y el rango de la
matriz ampliada son iguales a 3 e iguales al nimero de incognitas, luego el Sistema es

Compatible Determinado.

» Si a = 0. Existe un menor de orden 2 cuyo determinante es distinto de cero (ademads

no depende del pardmetro a) tomando el menor complementario del elemento bys:

11

0
137'é

—> el rango de la matriz es 2. Para la matriz ampliada encontramos un determinante

distinto de cero, suprimiendo la segunda fila:

=440

— = N
w = O
O ==

Por tanto el rango de la matriz ampliada es 3 distinto del rango de la matriz de coefi-

cientes, asi el sistema es Incompatible.

= Sia =5 el rango de la matriz de coeficientes es 2 ya que el menor anterior no depende
de a. Y para la matriz ampliada encontramos un menor distinto de cero:
2 56
1 1 1|=—-6#0
1 35
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Por tanto el rango de la matriz ampliada es 3 y estamos en el mismo caso anterior,

luego el sistema es Incompatible.

b) Resolvemos para a = 1:

2 —1 1 2

1 -1 1 1

1 1 3 1

El determinante de la matriz de coeficientes es en este caso a? —5a = 1 — 5 = —4.
Resolvemos por Cramer:

2 —1 1

1 -1 1

1 1 3 —4

T = — 1 = i" 1

Para las otras dos incégnitas y y z hay claramente dos columnas iguales luego los determi-
nantes son cero.
Solucion: x =1 y=0 2z=0.

36.2.2.

Discutir segiin los valores del parametro a, y resolver cuando sea posible, el

sistema:
x+z=1
y+(a—1)z=0
x+(a—1l)y+az=a
Junio 2010, Fase especifica, Opcion B, ES.
Solucion:

La matriz asociada al sistema es :

1 0 1 1
0 1 a—110
1 a—-1 a a
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Para todo a € R—{1,2} el sistema es Compatible determinado pues Rango(A) =

Rango(A) = 3 = nimero de incégnitas.

Resolvemos utilizando la regla de Cramer:

1 0 1
0 1 a—1
e a a—1 a _a—(a+(a—1)2)_ —(a —1)? 1—a
(a—1)(2—a) (a—1)(2—a) (a—1)(a—2) 2-a
11 1
0 0 a—-1
y— La a| (a—1)—(ala—1) (a—1)(1 a)zl—a
(@a=1)(2—a) (a=1)(2—a) (@a-1)2-a) 2-a
1 0 1
0 1 0
1 a—1 a a—1 1
TlU-D2-a @-1)2-a 2-a
s Sia=1

La matriz asociada al sistema es:

— O
oS = O
— O =
_ o =

La primera fila y la tltima son iguales, prescindimos de esta:

1 0 11
0 1 010

Rango(A) = 2 = Rango(A) < 3 = nimero de incdgnitas, luego el sistema es Compa-

tible indeterminado. Resolvemos tomando como pardmetro z = \.

r=1-—A\
r+z=1
= qy=0 AeER
y=0
zZ=A

m Sia=2
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La matriz asociada al sistema es :

1 0 11
01 110
1 1 2]2

Estudiemos el rango de la matriz A, tomamos un menor de orden 3:

1
0l=2-1=1+#0
2

— o
— = O

Luego Rango(A) = 2 # Rango(A) =3 = el sistema es Incompatible.

36.2.3.

Discutir, y resolver en los casos que sea posible, el sistema:

ax+y—z=1
X+ 2y +z=2
x+3y—z=0

Septiembre 2010, Fase general, Opcion A, EJ.

Solucion:
La matriz asociada al sistema es :

1 -1]1
1 112
-110

2 1|=-2a—3+1—(-2—-143a)=—-5a+1

1
—5a + 1=0 = a = g
Para a # % el determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero, luego el rango
de la matriz de coeficientes es 3 igual al rango de la matriz ampliada e igual al nimero de

incognitas, luego el sistema es compatible determinado.
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Resolvemos utilizando la regla de Cramer:

1 1 -1
2 2 1
03 -1 —2-6-(-2+3) -9 9
Tr = g _— _—
1—5a 1—5a 1—b5a 5a — 1
a 1 —1
1 2 1
B 1 0 -1 _ 2a+1-(-2-1) —2a+4 2a-4
A 1—ba ~1-5a ba-1
a 1 1
1 2 2
1 30 3+2—(2+6a) 3—6a 6a—3
A f— = =
1—b5a 1—b5a 1—5a 5a — 1

1

VaeR— < -
. 1
Estudiemos el caso para a = g:

La matriz asociada al sistema es :

1

1
12 12
1 3 -1|0

Para obtener el rango de la matriz ampliada calculamos un menor de orden tres, tomamos

las tres ultimas columnas:

1 -1 1
2 1 2(=-2-6-(3-2)=-9#£0
3 -1 0

=  Rango(A) = 2 # Rango(A) =3 = el sistema es incompatible.
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36.2.4.
Discutir, y resolver cuando sea posible, el sistema de ecuaciones lineales segiin

los valores del parametro m:

XxX+y+z=1
x—y+z=0
Ix+my+z=m+1

Junio 2011. Opcion B, E3.

Solucién:

La matriz asociada al sistema es :

1 1 1 1
1 -1 -1 0
3 m 1 |m+l

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes A:

1 1 1
1 -1 —1|=-1+m—-3—(=34+1-m)=2m—2=2(m—1)
3 m 1

|Al=0 = m=1

Si m # 1 entonces rango(A) = 3 = rango(A) =nimero de incdgnitas, luego el sistema es

compatible determinado. Resolvemos utilizando Cramer:

111
0 -1 -1
B m+1 m 1 —l-(m+1)—(=(m+1)-m) m-1 1
v om—1) 2(m — 1) “om—1) 2
111
10 -1
B omAl 1] m4l)-3-(1-(m+1)_ 2m-2
YT T om—1) 2(m — 1) Tom—1)
111
1 -1 0
B 3 m m-+1 —m+1)+m—(=3+(m+1) -m+1 —(m-1) 1
T om-1 2(m — 1) “om—1) 2(m-1) 2
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Ym e R — {1}
Veamos el caso m = 1:
La matriz asociada al sistema es :
1 1 1|1
1 -1 -110
31 12
El rango(A) = 2 tomando cualquier menor de orden 2 cuyo determinante sea distinto de
cero , por ejemplo |1 Y| = =2 # 0. En la matriz ampliada observamos que la tercera fila es

combinacion lineal de la primera y la segunda F3 = 2 - F} + Fy, por tanto el rango(A) =2 =
rango(A) < 3 = numero de incdgnitas, y el sistema es compatible indeterminado. Resolvemos

tomando como parametro a la variable z.

r+y=1—-2X\ x:%
z= A z2=A

Nota al lector:

En muchos casos los calculos se simplifican utilizando otro método de resolucion, ya que
a la vez que discutimos el sistema lo resolvemos. Vamos a ilustrar al lector con el método de
Gauss y que él mismo contraste y opine qué método es mas adecuado en cada caso.

El método de Gauss consiste en transformar la matriz asociada al sistema en otras equi-
valentes, utilizando combinaciones lineales entre filas, para conseguir una matriz triangular
facilmente resoluble.

El proceso consiste en ir ordenadamente consiguiendo ceros en la primera columna, pi-
votando con el primer elemento. Después en la segunda columna, pivotando con el segundo
elemento y asi sucesivamente.

Por ejemplo si en la primera columna tenemos a;; # 0 este serd nuestro pivote consi-
guiendo ceros en el resto de los elementos de la columna, con las transformaciones siguientes
enlasﬁlas:FngQ—%-Fl, FgNF3—%'F1 y FnNFH—%F

Si en las transformaciones nos encontramos con una fila de ceros, es una fila que no
aporta informacion, 0 = 0, podemos eliminarla, pues era combinacién lineal de las otras, asi
aparecen los sistemas compatibles indeterminados. Si nos encontramos con una fila de ceros
en los coeficientes pero un nimero distinto de cero en el tdltimo lugar, correspondiente al
término independiente, entonces 0 = a # 0, el sistema es incompatible y no tiene solucién.

En nuestro caso:
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1 1 1 1 1 1 1 1 ) 1 1 1 1
Py Fom—LF
1 -1 1] 0 |20 2 2 [ 2Sloo1 1)
Fy~F3—3F

3 m 1 |m+1 0 m-3 -2|m-2 0 m-3 -2|m-2
1 1 1 1 1 1 1 1
o 1 1] 1 FeBst2F201 0 1 L
0 m3 -2|m-2 0 m1 0|m-1

Discutimos el sistema dependiendo del valor de m:

= Sim—1=0,m =1 ladltima fila es nula, luego podemos eliminarla y tendriamos un

sistema compatible indeterminado:

1 1 1
0 1 1

Resolvemos utilizando z como parametro:

N [—= =
S—

r+y=1—X x:%
0 1|3—A 2 2
z2=A z2=A

» Sim # 1 entonces podemos dividir la ultima fila por (m — 1) y obtenemos un sistema

compatible determinado:

1 1 1] 1 . . 1 1 11 1 1 111
0 1 1|1 oo L EEEEE L 0 1 1| L
0 m-1 0|m-1 01 01 00 -1|3

1

r+y+z=1 r=3

y+z=1 —qy=1

_ 1 _ 1

Z——i Z_—§
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36.2.5.

Discutir segiin los valores de m y resolver cuando sea posible, el sistema de
mx-—+y=2

ecuaciones lineales { x + my = m
X+y=2
Septiembre 2011. Opcion B, ES.

Solucion:

La matriz asociada al sistema es:
m 112
1 m|m
1 1|2

Ordenamos las filas y colocamos primero la ultima fila que no depende del parametro m.

Resolvemos por Gauss:

1 172 1 1 2 1 1 2
1 m|m —>F;Nn;F1 —;’:; 0 m-1| m-2 LB 0 mel | me2
2~ L2 —1I]
m 1|2 0 m-1]|2m-2 0 O m

= Si m # 0 entonces el sistema es incompatible

= Sim =0 el sistema es compatible determinado:
1 1 2 Fi~F +Fy 1 00 z=0
. 2y =
0 -1-2 Fyrv—Fp 0 11]2 y=2
ax+y+z=(a—1)(a+2)

+2)
+ 2

)

36.2.6.

Se considera el sistema de ecuaciones | x +ay +z = (a— 1)?(a
x+y+az=(a—1)>3a
a) Discutir el sistema segun los valores del pardmetro a.

b) Resolver el sistema para a=1.

c) Resolver el sistema para a= —2.

Junio 2012. Opcion A, ES3.
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Solucién:

a) La matriz asociada al sistema es:

Calculamos el determinante de la matriz asociada a los coeficientes:

a 1 1
1 a 1|l=a®+2-3a
1 1 a

Factorizamos el polinomio por Ruffini:

10 -3 2
1 1 1 -2
1 1 -2 0
1 1 2
1 2 0
3 2 a=1
a>—3a+2=0 = (a—1)(+2)=0 = Ly

Por tanto si a # 1y a # —2 entonces rang(A) = 3 = rang(A) = ntmero de incégnitas,

y el sistema es compatible determinado para todo a € R — {—2,1}.

s Sia = 1. La matriz asociada al sistema es:

11 110
1 1 110
1 1 1(0

rang(A) = 1 = rang(A) < ntmero de incégnitas, y el sistema es compatible

indeterminado.
s Sia= —2. La matriz asociada al sistema es:
2 1 110
1 -2 1
1 1 210
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rang(A) = 2 = rang(A) < nimero de incdgnitas, y el sistema es compatible

indeterminado.
b) Paraa=1":
r+y+z2=0
=\ = (%%Z):(_)\_M,/\uu) )\,MGR
Z2=p

c) Paraa=-2:

—2r4+y+2=0
—2r+y=—pu

T—2y+2=0 = = (z,y.2) = () p€ER
T—2y=—p

z=[

36.2.7.

X+ay —z=2

Se considera el sistema 2x+y+az=0 donde a es un parametro real.

X+y—z=a+1
Se pide:

a) Discutir el sistema en funcién del valor de a.

b) Hallar la solucién del sistema para a=1, si procede.

Septiembre 2012. Opcion A, ES3.
Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

1 a -1 2
21 a| O
11 -1|a+l
! 1+1-4(-2) |2
Al=12 1 a|=-1-24+a*~(-1-2a+a) =ad’+a—2=0 =a= 5 =
1
1 —1

Sia# —2ya# 1entonces el rango de A es 3, igual al rango de la matriz ampliada, igual

al nimero de incognitas y por tanto el Sistema es Compatible Determinado.
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Sia= -2

Consideramos un menor de orden 3 de la matriz ampliada para hallar su rango:

2 1 0|=-3#0 = rango(A)=3

El sistema es Incompatible.

Sia=1

Al sustituir el valor de a, la primera fila es igual a la ultima fila, por tanto el rango de la
matriz ampliada es 2, igual al rango de la matriz de coeficientes, pero menor que el niimero
de incognitas, y por tanto el Sistema es Compatible Indeterminado.

b) Resolvemos tomando como pardametro la variable z = \ :

1 124X\ oo (1 1] 240 \ pemem [ 1 0] —2—2)
Rk BN R
2 1] =X 0 1]443X\ 0 1] 443X
Solucién:
r=—-2-2\ y=44+3\ z=X AelR
36.2.8.
2 3 1
Sean las matrices A=|1| ,B=|-1|yC=|2
a —4 1

Hallar a para que el sistema xA + yB = 4C de tres ecuaciones y dos incégnitas

X e y, sea compatible determinado y resolverlo para ese valor de a.

Junio 2013, Opcion A, E1.b.

Solucion:
2 3 1 20 +3y =4 2 3 |4
z|1]|+y| -1 =412 — r—y =8 — 1 —118
a —4 1 ax—4y =4 a —414

El sistema serda compatible determinado si el rango de la matriz de coeficientes es igual al
rango de la matriz ampliada igual al nimero de incégnitas, igual a dos. Para que la matriz

ampliada tenga rango dos, el determinante tiene que ser nulo.
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2 3 4
0=|1 -1 8 =-8—-16+24a—(—4a+12—-64) =28a—28 =a=-—1
a —4 4
Resolvemos para a = —1, como el rango es dos, nos quedamos con las dos primeras filas,
reordenando:

1 -1
2 3

8 FonFy—2F, 1 -1
ek LN
4 0O 5

Fi~F1+F> <(1) (1)

_12
5

36.2.9.

a) Discutir el sistema de ecuaciones lineales segin los valores del parametro
m.

3x—-y+mz=0
X+y=m

mx — 3y + mz = —2m
b) Resolverlo para m=0.

Septiembre 2013. Opcion A. E1
Solucion:

Consideramos la matriz asociada al sistema:

3 -1 m| O
1 1 0| m

m -3 m|-2m

3 -1 m 0
Al=11 1 0|=3m-3m—-—(m>-m)=m-m*=m(l-m)=0 =m=
m =3 m 1

Sim # 0y m # 1 entonces rango(A) = rango(A) = nimero de incégnitas = 3 luego el
sistema es compatible determinado.

Si m = 0 tomamos un menor de orden 2:

3 —1

- #0 = rango(A) =2
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La tltima columna de términos independientes son todo ceros luego rango(A) = 2 y el
sistema es compatible indeterminado.

Sim =1 el rango(A) = 2 , veamos el rango de la matriz ampliada:

3 =1 0 31 0 -1 1 0
11 1|=0 1 0 1|=0 1 0 1]=0
1 -3 =2 1 1 =2 3 1 =2

Luego el rango(A) # 3 y por tanto el rango es dos y el sistema es compatible indeterminado.

b) Resolvemos para m =0

3 -1 0]0 3 -11]0 1 110
1 1 0j0 =11 10 ]|—| 3 -1/0
0 -3 0]0 0 -3]0 0 -31]0

1 110

Fy~Fa—3Fy 0 -4lo0

0 -3]0

r=0 y=0 z=X AelR

36.2.10.

Discutir, y resolver cuando sea posible, el sistema de ecuaciones lineales segiin

los valores del parametro m

mx-+y=1
X+my=1m

2mx 4+ 2y =m+1
Junio 201/4. Opcion A, E1.

Solucién:

La matriz asociada al sistema es:

m 1 1
1 m m
2m 2 | m+1
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Calculamos el determinante de la matriz ampliada para obtener el rango:

m 1 1
1 m  m | =m*(m+D)+2+2m>*— (2m*+m+1+42m?) = m*—m*—m+1 = (m+1)(m—1)?
2m 2 m+1

Sim # 1y m # —1 entonces rango(A) = 3 y rango(A) # rango(A) con lo que el sistema

es incompatible.

Sim=-1
-1 11
1 -1]-1
2 210

La matriz A solo tiene una fila linealmente independiente, mientras que A tiene dos filas
linealmente independientes, por lo tanto sus rangos son distintos y el sistema es incompatible.
Sim=1

1 11
1 1|1
2 212

Entonces rango(A) = rango(A) = 1 y el sistema es compatible indeterminado.
Resolvemos en este caso:
r=1-X y=X NeR

36.2.11.

. . . mx —y =1
Sea el sistema de ecuaciones lineales
—x+my=1-—2m

a) Discutir el sistema segtin los valores de m.

b) Hallar los valores de m para los que el sistema tenga alguna solucién en la

que x = 2.
Septiembre 2014. Opcion B. E1

Solucion:

Consideramos la matriz asociada al sistema:
m -1 1
-1 m| 1-2m
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m —1 9
-1 m

Sim # 1y m # —1 entonces rango(A) = rango(A) = 2 = niimero de incégnitas, y el sistema

1 -111
-11 -1

rango(A) = rango(A) = 1 el sistema es compatible indeterminado.

-1 -1]1
-1 -113
1 = rango(A) # rango(A) = 2 y el sistema es incompatible.

b)

Si x = 2 entonces:

es compatible determinado.

Sim=1

Sim= -1

3
2m —y =1 ) =
= 2+m2m—-1)=1-2m =2m’+m—-3=0=m= 2
—2+my=1-2m 1
36.2.12.
: : : X+my = —1 :
Dado el sistema de ecuaciones lineales , se pide:

(1-2m)x—y=m
a) Discutir el sistema segin los valores del pardametro m.
b) Resolver el sistema en los casos en que la solucién no sea tunica.

c) Calcular los valores de m para que x = —3 y y = 2 sea solucidn.
Junio 2015. Opcion B. E1

Solucion:

La matriz asociada al sistema es:
1 m| -1
1-2m -1 | m

=—1-m+2m*=0 =m=

1 m

Al =
1—2m —1
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1 _
Sim# —-1ym # —3 entonces rango(A) = rango(A) = 2 igual al nimero de incognitas,

por tanto el sistema es compatible determinado.

Si m = 1 entonces la matriz asociada es:

1 1
-1 -1

)

El rango(A) = 1 = rango(A) y por tanto el sistema es compatible indeterminado.

Sim= —5 entonces la matriz asociada al sistema es:

1
2 1
-1 2

El rango(A) = 2 # rango(A) = 1 y el sistema es incompatible.

b) Resolvemos para m = 1

c) Siz = -3y y =2 entonces:

—3+2m=-1
(1-2m)(—=3)—2=m

=>m=1

36.2.13.
X+2y+3z=4

Consideremos el sistema (a+3)y=0

(a+2)z=1
a) Discutir el sistema segtin los valores del pardmetro a.

b) Resolverlo cuando sea posible.

Junio 2010, Fase especifica, Opcion A, E/.

Solucion:
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La matriz asociada al sistema es:

1 2 3 |4
0 a+3 0 |0
0 0 at+2]1

1 2 3
-3
IAl=10 a+3 0 [=(@+3)(a+2)=0 =a=
0 0 a+2 —2

Sia# —3ya# —2 entonces rango(A) = rango(A) = 3 = ntimero de incégnitas y por tanto

el sistema es compatible determinado.

Si a = —3 la matriz asociada al sistema es:
1 2 314
0O 0 010
0 0 -1]1

rango(A) = rango(A) = 2 y el sistema es compatible indeterminado.

Si a = —2 la matriz asociada al sistema es:
1 2 314
0 1 0|0
0 0 011

rango(A) = 2 # rango(A) = 3 y el sistema es incompatible.

b) Resolvemos para a # —3 y a # —2:

4 2 3
0 a+3 0
L0 a+2] 4a+3)(a+2)—3@+3) 4da+5
T (a+3)(at+2) (a+3)(a+2) T a2
1 4 3
0 0 0
01 a+2
YT la+d)ar2)
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1 2 4
0 a+3 0
[ R I S
C(a+3)(a+2) (a+3)(a+2) a+?2
Resolvemos para el caso a = —3
1 2 314
1 2 314
0 0 0|0 |=
0 0 -1]1
0 0 -1|1

=z=—1 y=XA x=7-2\ AeR
36.2.14.

a) Discutir, segiin el valor del parametro m, el sistema de ecuaciones lineales

X+y+mz=2
X-+my+z=2m
x+y—mz=0

b) Resolverlo param =1 .

Junio 2016. Opcion B, E1.

Solucién:

a)

La matriz asociada al sistema es:

1 1 m 2
1 m 1 |2m
1 1 -m| O

m
4= 1|=-

=-m*+m+1—(m*-—m+1)=-2mm—-1)=0=m=

—_ =

1
m
1 —m 1

Sim # 0y m # 1 entonces rango(A) = rango(A) = 3 igual al niimero de incégnitas y por
tanto el sistema es compatible determinado.
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Si m = 0 la matriz asociada al sistema es:

1 1 02
1 0 1]0
1 1 0]0

Calculamos el rango de la matriz ampliada tomando un menor de orden 3:

— 240

—_ =
—_ O =
o O N

Luego el rango de la matriz ampliada es 3, distinto del rango de la matriz de coeficientes y
por tanto el sistema es incompatible.

Si m =1 la matriz asociada al sistema es:

1 1 112
1 1 112
11 -110
Las dos primeras filas son iguales, luego rango(A) = rango(A) = 2 y el sistema es

compatible indeterminado.

b)
1 1 1|2
11 1o =P 2 s DL T2 Aecype (1112
1 1 -1]0 0 0 -2|-2 0 0 1/1
1 1 -1]0
z=1 y=X z=1-X XeR
36.2.15.

a) Discutir, en funcién del valor m, el sistema de ecuaciones lineales

mx-+y+z=0
my + mz = 2
y resolverlo para m = —1 .

b) Para m=1 anadir una ecuacién al sistema del apartado a) para obtener:
en un caso un sistema compatible determinado y en otro caso un sistema

incompatible.
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Septiembre 2016. Opcion A. E1

Solucion:

a)

La matriz asociada al sistema es:

m 1 110
0 m m|2

Calculamos el rango de la matriz de coeficientes tomando un menor de orden 2:

m 1

0

|A| = =m?=0 =m=0

Si m # 0 entonces rango(A) = 2 = rango(A) menor que el nimero de incégnitas que son

tres, por tanto el sistema es compatible indeterminado.

Sim=0
0
2

La matriz asociada al sistema es:

0 1 1
0 0 O

Y el sistema es incompatible.

Resolvemos para m = —1

-11 1
0 -1 -1

0
2
Consideramos z = A con lo que tenemos:
- FieFi 4By, -1 0 2 R 10
0 24+ A 0 -1]24X 0 1
b)

=—2 y=—2—-X z=X XeR
Para m = 1 la matriz asociada al sistema es:

1 1 1]0
0 1 1|2

Para obtener un sistema compatible determinado, bastaria anadir una ecuacion ax + by +

—2
—2-=A

cz = 0 que fuera linealmente independiente, es decir que el determinante de la matriz de
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coeficientes no fuera nulo:

Al =

L O =

11
1 I|l=c+a—(a+b)=c—0#0 =c#b
b ¢

Por ejemplo = + 2y + 3z = 0.

Para obtener un sistema incompatible bastaria anadir una ecuacién de la forma:
alr+y+z)+bly+z)=k k#2b

Ast el rango(A) = 2 # rango(A) = 3. Por ejemplo paraa =1b=1k =0 tendriamos la
ecuacion: x + 2y + 2z =0
36.2.16.

a) Discutir el siguiente sistema de ecuaciones segin los valores del parametro
At
X+ Ay+dz=1

x+y+z=1
X+ 2y+4z =2

b) Resolverlo para \ = 1.

Junio 2017. Opcion B, E1.

Solucion: La matriz asociada al sistema es:

—_ = =
N
N e =
N =

Calculamos el determinante de la matriz de coeficientes:

A = A4 2 A (A +AN+2)=-204+2=0 =r=1

— =
N =
N =

Si A # 1 entonces rango(A) = rango(A) = 3 , por tanto el sistema es compatible determinado.
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b) Si A =1 La matriz asociada al sistema es:

bbb 1 1 1)1 1 1 1|1
11 111 | = F2~F2-r,

1 2 412 01 3|1
1 2 4|2

El sistema es compatible indeterminado. Consideramos z = p como pardmetro y resolvemos:

1 1| 1—-p Fl~F1—F2 1 0 21
S e
0 1|1-3u 0 1|1-3u

r=2n y=1-3p z=p pelk

36.2.17.

a) Discutir segun los valores del parametro m el sistema de ecuaciones lineales:

mx+y+z=1
X+y+2z=1

b) Resolverlo para m=1.
Septiembre 2017. Opcion B, E1.
Solucién: La matriz asociada al sistema es:
m 1 1|1
( 1 1 21 >

El rango de la matriz de coeficientes es 2, basta tomar un menor de orden dos distinto de

cero, que ademas no depende del parametro:

11

=1+#0
1 2 7

Luego rango(A) = rango(A) = 2 menor que el nimero de incdgnitas que es tres y por tanto

el sistema es compatible indeterminado para cualquier valor de m.

1\ perer (1 11
—_—
1 00 1

r=A y=1—-X z=0 AeR

Si m = 1 resolvemos:
1 1 1
1 1 2
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37. Geometria

37.1. Vectores. Rectas y planos en el espacio

37.1.1.

Se consideran las rectas r y s dadas por las ecuaciones:

x—y+z=1 . x—2 y+1 =z

3 2 a

..s
Il

2x+y—z=2
a) Hallar el valor del pardmetro a para que r y s sean perpendiculares.

b) Hallar la recta t paralela a r y que pasa por el punto de s cuya coordenada

z es 0.

Junio 2010, Fase especifica, Opcion A, E/.

Solucion:
a) Para que r y s sean perpendiculares, el producto escalar de sus respectivos vectores

directores debe ser nulo.
Calculamos primero los vectores directores de cada recta:

i ]k
r—y+z=1 . 1
r= = n=[1 -1 1]=1(0,3,3)=-(0,1,1)
2r4+y—2=2 o 1 1 3
-2 1
s=2 _ytrl_z = m=(3,2,a)

3 2 a

Obtenemos a imponiendo la condicién de perpendicularidad:
0=n-m=(0,1,1)-(3,2,a) =0+24+a = a=-2
b) Hallar la recta ¢ paralela a r y que pasa por el punto de s cuya coordenada z es 0.
s=(2,-1,00)+ A(3,2,a) = (243X, =1+ 2X,0 4+ al)
SiA=0= P =(2,—1,0) es el punto buscado. Y la recta pedida seré:

t=(2,-1,00+XA0,1,1) AeR
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37.1.2.

Probar que el punto P(1,1,2) pertenece a 7, y calcular la recta perpendicular

a ™ que pasa por P.
Septiembre 2010, Fase general, Opcion A, E3.b

Solucién:

P € 7 si verifica la ecuacion del plano:
12-143-1—-4-2=7

Luego efectivamente es un punto del plano.

Ecuacién de la recta perpendicular a m que pasa por P(1,1,2):

r=(1,1,2) + \(12,3,—4) X eR

37.1.3.
Determinar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(2,—1,1) y corta
. x—2 y—1
perpendicularmente a la recta r = g = 5 —%

Septiembre 2010, Fase general, Opcion B, E3.

Solucion:
Calculamos la proyeccién, P’, de P sobre 7:
Tomamos un punto cualquiera de la recta r: R(2,1,0) + A(2,2,1) = (242X, 1+ 2)\, ).

Buscamos R tal que el vector RP sea ortogonal al vector director de la recta r:

—

RP = (2,—1,1) — (2420, 1+ 20, \) = (=2X, =2 — 2), 1 — )

—

1
0=RP-i=(-20,-2-20,1-1) (221 =93 =A=—3

41 1
= Pz, =, —=
(3’ 3’ 3)
El vector PP’ es el vector director de la recta perpendicular:

" 41 1 24 4 2
(373’ 3) ( ’ ’ ) ( )

_Z 2 D) =2.(=1,2,-2
3373 =3 (*L2-Y

Y la ecuacion de la recta pedida es:
s=2-1,1)+p(-1,2,-2) pelR
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37.1.4.

—-x=1
a) Determinar la posicién relativa de la recta r = y
z—2x=0

y el plano r1=x—-y =0
b) Hallar el plano perpendicular a 7 que contiene a r.
Junio 2011. Opcion A, EJ.
Solucioén:

El vector normal al plano es (1,—1,0).
Resolvemos el sistema y obtenemos la ecuacién en paramétricas:

11
A S r=(010) 4G5 1) = 0,10 +p(1,1,2) peR

<
Il
<
I
N[ —=

A
1+
A

Calculamos el producto escalar del vector director de la recta y el vector normal al plano:

(1,1,2) - (1,-1,0) =0

Por tanto son ortogonales y, o bien r es paralela a 7, o bien r pertenece a m. Veamos si el

punto (0,1,0) de la recta estd en el plano:
0—1+#£0
Luego la recta es paralela al plano.

b) El plano perpendicular a m que buscamos contiene a r y al vector normal a 7, luego

su ecuacién vectorial sera:

Y su ecuacién general:
r—0 y—1 z2—-0
1 1 2 | =0
1 -1 0

—z4+2y—1)—(2—22)=0

r+y—2—1=0
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37.1.5.

a) Hallar la recta r que pasa por el punto A = (1,—1,0), estd contenida en el

plano r1=x+y =0,y cortaalarectas =x=y =1z.
Junio 2011. Opcion B, Ej.a.

Solucion:

Calculamos el punto de corte de s y =

r+y=0 z=0
T=1y —qy=0
Y=z z=0

El punto A(1,—1,0) y sNxw = P(0,0,0) estan en el plano 7 luego el vector director de r
serd AP = (0,0,0) — (1,—1,0) = (—1,1,0)

Por tanto la recta r buscada es:
r=(1,-1,0) + A\(—=1,1,0) AeR

37.1.6.

x+y=1
Sean la rectar = Y y el plano r=x+ (m + 1)y + mz =m + 1. Es-
my+z=0

tudiar la posicion relativa de la recta y el plano segiin los valores de m.
Septiembre 2011. Opcion A, F4.

Solucion:
La recta viene definida como interseccion de dos planos. Consideremos el sistema de

ecuaciones formados por los tres planos:

r+y=1
my+z =0
r+(m+1ly+mz=m+1

Tendrd solucion tnica si el determinante de la matriz de coeficientes es distinto de cero. En

este caso la recta y el plano se cortan en un punto:

1 1 0
0 m 1|=m>-—m=m(m-—1)
I m+1 m
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Sim # 0y m # 1, resolvemos el sistema:

1 1 0 1 1 1 0|1 1 1 0 1
1 m 1) 0 |28l 0o m 1o |25 Lom 1|0
1 m+1 m|m+l 0 m m|m 0 0 m-1|m
1 11 0] 1 1 11 0| 1 10 0| =
e R T I e R BCR Ey  R (R
Fy~—L_F
S NNV B R e 00 1| -m 00 1| -m
. ., m —1 m
El punto de interseccién de recta y plano es P , , Ym e R—{0,1}
m—1"m—-—1 m-—1
= Param=0
)
T =rv+y=1
= rem
r+y=1
r =
Z =
\
La recta esta contenida en el plano.
= Param=1
(
T =rx+2yt+z2=2
n=(1,2,1) n Lo,
= =
r+y=1 r=(1,0,0) + A(—1,1,-1) (1,0,0) ¢ 7
r =
y+z=0

\

La recta y el plano son paralelos.

37.1.7.

a) Calcular un vector unitario y ortogonal a los vectores v =(1,2,0)y w = (—1,0,1)

Septiembre 2011, Opcion B, E4.a)

Solucion:
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Utilizamos el producto vectorial:

i j ok
Txw=|1 2 0/=2—(=2k+j)=(2,-1,2)
-1 0 1

(2,—1,2) (2 12)
i VAF1+4 3733

37.1.8.
) y+1=0
b) Calcular el plano que contiene a las rectas r =
x+z=1
X y+3 9
s=E—="——=z-2.
Y5=T17 o
Septiembre 2011, Opcion B, E4.b)
Solucion:
r=1—A\
r=qy=-1 =(1,-1,0)+ A(—-1,0,1) AeR
z2=A

s=1(0,-3,2)+pu(-1,0,1) peR
Las dos rectas son paralelas. Calculamos el otro vector director del plano que contiene a

estas dos rectas:
v=(1,-1,0) — (0,-3,2) = (1,2, -2)

7= (1,—1,0)+ AN—1,0,1) + p(1,2, -2)

Ecuacion general del plano:

r—1 y+1 =z
-1 0 1|=—-224y+1-Q2u+1)+2@—-1)=-20—-y—2z+1
1 2 =2
T=2r+y+22—1=0
37.1.9.
. x y—1 z-3 x—2 vy z+1
Se consideran las rectas: r = — = = = =< =
1 -2 2 3 1 -1

a) Justificar razonadamente que ambas rectas se cruzan.
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b) Hallar la perpendicular comiin y que corta a las dos rectas.
Junio 2012. Opcion A, Ej.

Solucion:

a)
r=(0,1,3)+X1,-2,2)=A+X-d AeR

s=(2,0,-1)+pu3,1,-1)=B+pu-v pelk

Los vectores directores # y ¢ no son proporcionales, por tanto no son rectas paralelas,
lo que implica que se cortan o se cruzan. En el primer caso los vectores u , vy AB
son linealmente dependientes y en el segundo caso son linealmente independientes.

Calculamos pues el determinante:

bl—al bg—ag b3—a3 2 -1 —4
u Uy us | =1 =2 2|=4-4-6-—(24+1+4)=-35#£0

U1 Vg V3 3 1 -1

Lo que implica que los tres vectores son linealmente independientes y por tanto las

rectas se cruzan.
b) El vector director de la perpendicular comin serd 1 = 4 X ¥ :
ik
-2 2
1 -1

=2+ k+6j — (—6k —j+2i)=(0,7,7) =7-(0,1,1)

W = ey

Calculamos ahora la recta perpendicular que corta a las dos dadas, ¢, como la intersec-
cion de dos planos, m; plano que contiene a r y al vector 7, y m plano que contiene a

s y al vector n:

z—0 y—1 z2-3
m=| 1 —2 2 |=0 = doe+y—2+42=0
0 1 1

r—2 y—0 z+1

=] 3 1 -1 1=0 = 2r—3y+32—1=0
0 1 1
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Calculamos la interseccién de los dos planos:

_ _ 5

dr+y—z=—-2
= N2z -3y=1-3u = y=—24pu peR

20 —3y+3z=1
2= Z=p

t

5% 4
—— —.0 -(0,1,1 R
(14, 7,>+u(,,) p e

37.1.10.

Un cuadrado tiene dos vértices consecutivos en los puntos P(2,1,3) y Q(1,3,1);

los otros dos sobre una recta r que pasa por el punto R(-4,7,-6).
a) Calcular la ecuacién de la recta r.
b) Calcular la ecuacién del plano que contiene al cuadrado.
b) Hallar las coordenadas de uno de los otros vértices.
Junio 2012. Opcion B, Ej.

Solucion:

a)
T=PQ=(1,31)—(2,1,3) = (-1,2,-2)
T

= (—4,7,—6) + A(-1,2,-2) A€eR

PR =(-4,7,—6) — (2,1,3) = (=6,6,—9) = (2,2, —3)
T=(2,1,3) + M—1,2,—2) + pu(—2,2, —3)

Ecuaciéon continua del plano:

r—2 y—1 z2—-3
0=| —1 2 -2 | = —6(x—2)—2(2—3)+4(y—1)—(—4(2—3)+3(y—1)—4(z—2))
-2 2 -3

T=-2r4+y+22—-3=0

c¢) Consideramos el plano perpendicular a la recta s que pasa por P y Q:

S=(2,1,3)+ A(—1,2,-2)
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m=—-x+2y—22+D=0

Para calcular D, imponemos al plano que pase por P:
—242-2-3+4D=0 = D=6

7=—-2+4+2y—22+6=0

Calculamos la interseccién del plano con la recta 1:
—(=4—=XN)+2(7T+2\) —2(—6—-2\)+6=0 = 9A4+36=0 = I=-4
V =(0,-1,2)

37.1.11.

Dado el punto A(2,1,1) y las rectas

y+2 x+y=0
XxX="——=z—-1 y s=

2 X+z=2

r

Se pide:
a) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por A y cortaary s.

b) Hallar la ecuacién del plano perpendicular a r que pasa por A.
Septiembre 2012. Opcion A, E4.

Solucion:

a) Calculamos el plano que pasa por A y por r:

r=(0,-2,1)+X1,2,1) A=(21,1)

—

PA=(2,1,1) — (0,-2,1) = (2,3,0)
7= (0,-2,1) + A(L,2,1) + (2,3,0)

Calculamos la ecuacién general del plano:

r—0 y+2 2-1
0= 1 2 1 [=3=-1)+2y+2)—(4(z—1)+32)=-3x+2y—2+5
2 3 0
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Calculamos el punto de corte de este plano con la recta s. Primero resolvemos el sistema para

obtener la ecuacion vectorial de s.
s=1(0,0,2) + A(—=1,1,1) = (=\, N\, 2+ ))

Calculamos el corte con el plano imponiendo que un punto cualquiera de la recta s verifique

la ecuacién del plano:

3N A2 — (24N +5=0 = 4\+3=0 ;»A:—z

3 35
Q=mrNs= <17—171>

La recta que buscamos pasa por Q y A:

- 3 35 5 71
AO=(2,-22) -1, 1)=(-2,->, ) > (=5,-7,1
Q (47 474) (7 7) ( 47 474) (57 77)

t=(2,1,1)+A(=5,-7,1) AeR

b) El plano perpendicular a r tendra el mismo vector normal que el vector director de r
(1,2,1):
Tlr=x4+2y+2+D=0

Imponemos al plano que contenga al punto A(2,1,1):
242+414D=0 = D=-5

T=x+2y+2—-5=0

37.1.12.
x=3+2t
Sea s la recta de ecuaciones paramétricas {(y = -1 -t
z=1

a) Hallar la ecuacién de recta r que pasa por el punto P(1,0,5) y corta per-

pendicularmente a la recta s .

b) Hallar la ecuacién del plano que contiene ar y a s.
Septiembre 2012. Opcion B, Ej.

Solucion:
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s=(3,—-1,1)+¢(2,-1,0) =3, =(2,—1,0)

» Calculamos el plano perpendicular a la recta s que pase por el punto P(1,0,5):
r=2r—y+D=0 (1,0,5)en =24+D=0=D=-2
T=2r—y—2=0
» Calculamos la interseccion del plano 7 con la recta dada s:
2B3+2t)—(-1—-t)—2=0 = 5+4+5t=0=>t=-1 = snmx=P(1,0,1)
» La recta que buscamos pasa por P(1,0,5) y por P'(1,0,1):
v, =(1,0,1) — (1,0,5) = (0,0, —4) — (0,0, 1)

r=(1,0,5) 4+ A(0,0,1)

r=1
z=5+ A

b) Hallar la ecuacién del plano que contiene a r y a s.

™= (1,0,1) + \(2,—1,0) + (0,0, 1)
r—1 gy z-1
2 -1 0 |=—2+1-2y)=—-2—-2y+1
0 0 1

3
If

T=x+2y—1=0

37.1.13.

Sean los puntos A(1,2,-1), P(0,0,5), Q(1,0,4) y R(0,1,6)
a) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto A, es paralela al plano
que pasa por los puntos P,Q y R, y tal que la primera componente de su vector

director es doble que la segunda.
Junio 2013. Opcion A, E2.a.

Solucion:
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Calculamos la ecuacién del plano que pasa por P,Q y R.
PQ = (1,0,4) — (0,0,5) = (1,0, —1) PR = (0,1,6) — (0,0,5) = (0,1,1)
= 7=(0,0,5)+ A(1,0,—1) + p(0,1,1)
Calculamos la ecuaciéon general:

z—0 y—0 z—-5
0= 1 0 ~1|=z-5—-(y—z)=a—y+2—5
0 1 1

o, = (2a,a,¢) np=(1,-1,1) = (2a,a,¢)-(1,-1,1)=0 =2a—a+c=0=c=—a
= v, = (2a,a,—a) = (2,1, —1)

La ecuacién vectorial de la recta que buscamos es:
r=(1,2,-1)+ A(2,1,-1)
37.1.14.

Sean los puntos P(1,4,-1), Q(0,3,-2) y la recta r =

a) Hallar la ecuacién del plano que pasa por P, por un punto R de la rectar y

es perpendicular a la recta que pasa por Q y por R.

b) Hallar el dngulo que forma la rectar y el planor=x—-y—-3=0.
Junio 2013. Opcion B, E2

Solucion:

a) Tomamos un punto genérico de la recta r y calculamos el vector normal del plano.

r=1
r=Qy=2X\ = (1L, A —4)
z=A—4

—

QR=(1,AA—4)—(0,3,-2) = (1,A—3,A—2)

>t=r+A=-3)y+A—=2)z+D=0
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Imponemos al plano que contenga a R y a P:
Rer=1+A=-3)A+A=2)A=4)+D=0

Per=1+A=-34+A-2)(-1)+D=0

—D =2\-9X+9

= =X -60A+9=0 =A=3 =D=0 R=(1,3,-1)
-D=3Xx-9
T=x+2=0
b)
r=(1,0,—4) + )\(0,1,1) T=x—y—3= =n=(1,-1,0)
: (0,1,1) - (1 0 1 (1)
sin(a) = = - = q=arcsin| - —md

37.1.15.

Seael plano Tt=x+y+z=0,larecta r=x=y =1z, Yy el punto A(3,2,1)

a) Hallar la recta que pasa por A, es paralela a 7 y corta ar
Septiembre 2013. Opcion A. E2.a

Solucion:

Calculamos el plano paralelo a 7’ que pasa por A
T=x4+y+2+D=0 Aerd =3+2+14+D=0 =D=-6

T=x4+y+2-6=0

Calculamos el corte de 7’ con la recta r
=M =2 AFA+FA-6=0 =32-6=0 =A=2=7nNr=~r(2,22)
La recta que buscamos pasa por A y por P
AP =(2,2,2) — (3,2,1) = (~1,0,1)
=(3,2,1)+ A(—-1,0,1) AeR

37.1.16.

Sean las rectas r=x=-y=z—-1 s=x—-2=y=z—-m

a) Determinar m para que las rectas sean coplanarias.
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Septiembre 2013. Opcion B. E2.a

Solucion:
Para que las rectas sean coplanarias, imponemos que se corten, es decir r N's # & Consi-
deramos la ecuacion vectorial de las dos rectas y calculamos la interseccion:
r=(0,0,—1)+ A(1,-1,1)= (A, =X\, =1+ A) AeR

s=(2,0,m) +pu(1,1,1) = 2+ p,pm+p) peR

24 p=2A
U=—\ > A=1l,u=-1=>m=1
m+pu=XA—1

37.1.17.

Sea 7 el plano que pasa por los puntos A(1,-1,1), B(2,3,2), C(3,1,0) y r la recta
x—7 y+6 z+3

2 -1 2
a) Calcular el angulo que forman la recta r y el plano 7.

dada por r =

Junio 2014. Opcion A, E2.a

Solucion:

Calculamos la ecuacion general del plano:
A_B = (27 37 2) - (17 _17 1) = (17 47 1) A_C = (37 17 O) - (17 _17 1) = (27 27 _1)

r—1 y+1 2—-1
0= 1 4 1 | =—4(xz—1)+2(z—1)+2(y+1)—(8(z—1)—(y+1)+2(z—1) = —2x+y—22+5
2 2 -1

T=2r—y+22—-5=0 n=(2-1,2)
Luego la recta es perpendicular al plano, formando un angulo recto.

37.1.18.

Calcular la recta contenida en el plano 7 =x+y+2z =3 , paralela al plano

ma =x =0, y que pasa por el punto simétrico de B(-1,1,1) respecto de 7.
Junio 2014. Opcion B. E2

Solucion:
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Los vectores normales de los planos dados son nj = (1,1,1) y n5 = (1,0,0) respectiva-
mente. Por pertenecer a uno y ser paralelo al otro, el producto escalar de estos dos vectores

con el vector director de la recta sera nulo. Sea v, = (a, b, ¢)

Calculamos el simétrico de B(—1,1,1) respecto de my. Consideramos la recta perpendi-

cular al plano que pasa por B:
s=(—1,1,1) + A(1,0,0) = (=1 4+ A\, 1,1)
Calculamos el corte de esta recta con el plano:
—14+A=0 =X=1 =snm=(0,1,1)

Este punto serd el punto medio del segmento que une B(—1,1,1) y B'(x,y, 2):

x—l_

=0
2
1

zZ + 1
2

La recta buscada seré:
r=(1,1,1)+ A(0,—1,1) XA eR

37.1.19.

. Xx-y+2=0
Sea el punto A(1,1,3) y la recta de ecuacién r =
zZ =2

a) Calcular el plano perpendicular a la recta r que pase por A
Septiembre 2014. Opcion A. E2.a

Solucion:

Calculamos la ecuacion vectorial de la recta r:
z=2 y=X z=X—-2 =r=(-2,0,2)+XA(1,1,0)
La ecuacién del plano perpendicular a r que pasa por A(1,1,3):
t=2x+y+D=0 Aecr=14+1+D=0=D=-2 =nr=xr+y—2=0
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37.1.20.

-1
a) Dados el punto A(3,5,1), la recta r = XT =y+2=z+1

y el plano 7 = 3x — 2y + z + 5 = 0, determinar el punto B de 7 tal que la recta

AB sea paralela a la recta r.

b) Hallar las coordenadas de un vector de médulo 1 que sea perpendicular a
los vectores PQ, y PR, siendo P(1,3,-1), Q(2,0,1) y R(-1,1,0).

Septiembre 2014. Opcion B. E2

Solucion:

a)

r=(1,-2,-1)+A2,1,1) =v=(211)

Sea B(a,b, c) entonces AB = (a,b,c) —(3,5,1) = (a—3,b—5,c— 1) como es paralelo a r se
verificara:
a—3 =2\

b—5=\ =a=3+2\ b=AX+5H c=A+1
c—1=\

Imponemos la condicién de que B pertenezca al plano:

33+2N) —2A+5)+(A+1)+5=0 =A=-1 = B=(1,4,0)

—

PQ = (2,0,1) — (1,3,—-1) = (1,-3,2)

PR=(-1,1—-0)—(1,3,—-1) = (=2,-2,1)

ik
1 -3 2|=-3i—2k—4j — (6k+j —4i) =i — 5j — 8k > (1,—5, —8)
2 -2 1

Dividimos por su médulo para obtener el vector unitario:

1
V= ——(1,-5,—8
WDk )

37.1.21.

a) Calcular la recta que corta perpendicularmente al eje OZ y que pasa por
el punto P(1,2,3).
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b) Estudia en funcién del pardmetro a, la posicién relativa de larectar =
y el plano t=x+y +az = 1.

Junio 2015. Opcion A. E2

Solucion:

a) Calculamos el plano perpendicular al eje OZ que pasa por P(1,2,3).
eje0Z = (0,0,0) + A(0,0,1) =7 =(0,0,1) =3+D=0= D=3

T=z—3=0

Calculamos la interseccion de este plano con el eje OZ:
A-3=0 =X=-3 =(0,0,3)

Buscamos pues, la recta que pasa por P(1,2,3) y por Q(0,0,3):

—

PQ = (0,0,3) — (1,2,3) = (—1,-2,0) = (1,2,0)

r=(1,2,3)+ A(1,2,0)

r=(0,0,0) + A(0,0,1)
v, -1 =(0,0,1)-(1,1,a) =a

Si a = 0 la recta es paralela al plano. ((0,0,\) ¢ x +y =1)

Si a # 0 la recta corta al plano en un punto (0,0,1/a).

37.1.22.
a) ;Puede haber dos vectores 1 y v de R? tales que 1-v = -3 ;|u| =1y|v|] =27

b) Hallar el valor de a para que exista una recta que pase por el punto P(1 +a,1 — a, a),

X+y=2 x+z=0
corte a la rectar = y sea paralela a la recta s =
z=1 y=0

Junio 2015. Opcion B. E2

Solucion:

a)
3

~2

2

—

-7 =|ul-|v-cos(u,v) = —3=2cos(t,V) = cos(u,7)
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No puede ser, ya que |cos(a)| < 1

b)
r=2-—A
rTH+y=2
r= —qy=A —>(2,0,1)—|—)\(—1,1,0)
z=1
z=1
r=—u
r+2=0
s = —qy=0 —>(0,0,0)—|—u(—1,0,1)
y=20
Z=U

La recta que buscamos sera:
t=(1+a,1—-a,a)+~v(—1,0,1)

Imponemos que corte a 7r:

l+a—y=2-A
l—a=2\ =a=1
a+v=1
37.1.23.
x—y=1

Sean las rectas r=x=y=zys=
x—3z=1

a) Comprobar que las rectas r y s se cruzan

b) Calcular la recta que corta perpendicularmente a las rectas r y s.
Septiembre 2015. Opcion A. E2

Solucién:

r=(0,0,0)+ A(1,1,1) s=(1,0,0) + u(3,3,1)
A=1+3u
=rNs=4A=3u
A=p

El sistema es incompatible y no tiene solucion, luego las rectas se cruzan.
b)
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Calculamos el vector perpendicular a los dos vectores directores de las dos rectas:

1
Uy X Uy = |1

3

=i+3k+3j—(Bk+j+3i) =—-2i+2j —» (—1,1,0)

W = .
— =

Calculamos los planos que contienen a las rectas respectivamente y a este vector:

7 = (0,0,0) + A(1,1,1) + pu(—1,1,0)

r oy z
0=(1 1 1l|l=z—y—(—z2+4+2)=—2—y+2z 2+y—22=0
-1 10
s = (1,0,0) + A(3,3,1) + p(—1,1,0)
r—1 y =z
0=| 3 3 1|=6z2—2y—(—62+2(x—1)=-20x—-2y+12z2+2 xz+y—06z2—1=0
-1 10

La recta que buscamos es la interseccién de estos dos planos:

rT=—=—2A
r+y—22=0 2
t=m.Nng = = qy=A
r+y—6z—1=0 1
*=

~~
Il
VR
N | =
=
|
] =
~~
+
>~
i
“H
QH
=

37.1.24.

a) Determinar la ecuacién del plano que es perpendicular al segmento de extre-

mos A(0,-1,3) y B(2,-1,1) y que pasa por el punto medio de dicho segmento.

b) Hallar el drea del tridangulo cuyos vértices son los cortes del plano 2x +y +2z -2 =10

con los ejes coordenados.

Septiembre 2015. opcion B. E2

Solucion:

a)

- 2 —1-1 1
AB = (2,—1,1) = (0,1,3) = (2,0, -2) M_(O_g = ,3; >_<1,—1,2)
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T=2r—22+D=0 Men=2-44+D=0=>D=2 n=x—2+1=0

b)
ejeOX = (A,0,0) ejeOXNm:22—-2=0 =A=1 = A(1,0,0)
ejeOY = (0,1,0) ejeOY Nm:A—=2=0 =X=2 = B(0,2,0)
ejeOZ = (0,0,\) ejeOZNm:22—-2=0 =A=1 = (C(0,0,1)
AB =(0,2,0) — (1,0,0) = (=1,2,0) AC = (0,0,1) — (1,0,0) = (—1,0,1)
i ok
ABx AC =|-1 2 0| =2i—(=2k—j)=2i+j+2k— (2,1,2)
-1 0 1
‘ . 1 3
Area del trlangulo:§\/4+1+4:§u
37.1.25.

a) Calcular un vector de médulo 4 que tenga la misma direccién, pero distinto
sentido que el vector v = (2,1,-2) .

x—1 y+2 z-3
-1 1 @ =2

b) Calcular un punto de la recta r = , cuya distancia al

punto A=(-1,2,0) sea minima.
Junio 2016. Opcion A, E2.

Solucion:

a)
Cambiamos el sentido si multiplicamos el vector dado por -1. Para obtener médulo 4,

dividimos por su moédulo y multiplicamos por 4:

4 8 48

b)
Sea P un punto de la recta: P = (1,—2,3) + A(—1,1,-2) = (1 — A\, =24+ A\,3 — 2)). Si
P es el punto de la recta donde la distancia al punto A es minima, eso implica que el vector

AP y el vector director de la recta son perpendiculares:

—

AP =(1-X—24X3—-2))—(=1,2,0) = (2— X\, =44+ X\, 3—2))

—

0=AP - T=(2—-X\—44+X3-2)) (=1,1,-2)=6A—12=0 = A=2

= P(-1,0,-1)
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37.1.26.

X z—1
Consideremos las rectas r = 5= y = 5
a) Comprobar que las rectas r y s se cruzan.

b) Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el origen de coordenadas y corta

a las rectas r y s.
Junio 2016. Opcion B, E2.

Solucién: a)

r=(0,0,1) 4+ A(2,1,2) = (2A, A, 1+ 2))

5= (0,1,0) + p(2,3,1) = (21, 1 + 3y, 1)

2\ =2 A—pu=0
rOs:dsA=1+3u —{A—3u=1
1+2 =p 2  — = -1

Es un sistema incompatible luego las rectas se cruzan.
b)

Consideremos el plano que contiene a r y al origen:
m = (0,0,1) + A(2,1,2) + u(0,0,1)

z—1

o

I
S o 8
o o

2 |=2x—-2y =m=x—2y=0
1

Consideremos al plano que contiene a s y al origen:

o = (0,1,0) + A(2,3,1) + 1(0,1,0)

r y—1 =z
0=12 3 1l=2z2—2 =m=—-x+22=0
0 1 0

La recta que buscamos es la interseccion de estos dos planos:

r—2y=20
=Sx=2\ y=XA z=2A\
—x+2z=0

h=(0,0,0)+A2,1,1) AeR
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37.1.27.

. . . Xx—2y+z=1
a) Determinar la posicién relativa de la recta r = , y el plano
2x —y+z=2

T=98x—-y+2z=4
x—1 y z —X+2y—z=3
== =—,yTIry= , calcular
2 -1 5 2x —3y+z=1
el plano que contiene a r; y es paralelo a r; .

b) Dadas las rectas r; =

Septiembre 2016. Opcion A. E2.

Solucion:

a)

r=

r—=2y+z=1 1 -2 1
—
2 -1 1

20 —y+2=2

1
2
Consideramos y = A como parametro y resolvemos el sistema:
1 1 142\ Fi~F +Fy 1 0
—
2 1 —3A Fyre(=1)F, 0 1

(z,y,2) = (1 =X AN3\) =7r=(1,0,0)+ A-1,1,3)
Por otro lado el vector normal del plano es: 77 = (5, —1, 2).

142\ For Pyt (—2)Fy 1 1
B
24+ A 0 -1

1-A
3\

Calculamos el producto escalar del vector normal al plano y el vector director de la recta:
(5,-1,2)-(-1,1,3) =-5—-14+6=0

Luego son perpendiculares, eso implica que la recta, o esta contenida en el plano, o es paralela

al plano. El punto (1,0,0) que define la recta no estd en el plano 5z — y + 2z = 4:

54

Luego la recta es paralela al plano.

b)
—x+2y—2z2=3
r1=(1,0,0) + A(2,-1,5) 7y = Y
2 -3y +z=1
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Calculamos el vector director de la recta ry :
A B
-1 2 =1/=2i+3k—-2j—(—-4k—j+3i)=—i—j—k—(1,1,1)
2 -3 1

El plano que buscamos sera:

™= (1,0,0) + \(2,—1,5) + p(1,1,1)

0=| 2 -1 5|=—20+14+224+by—(—2+2y+5x—5)=—6x+3y+32+6

>r1=2r—y—2—-2=0

37.1.28.

Hallar la ecuacién del plano perpendicular al plano 1=2x -2y 4+4z—-5=0y

que contiene a los puntos (—2,0,0) y (0,1,0).
Septiembre 2016. Opcion B, E2.a)
Solucion:

ii=(2,-2,4) = (1,-1,2)

(0,1,0) — (=2,0,0) = (2,1,0) = 7' = (=2,0,0) + A(2,1,0) + (1, —1,2)

r+2 y =z
0= 2 1 0|=2x+2)—22—(2+4y) =20 —4y—32+4
1 -1 2

=22 —4y—32+4=0

37.1.29.

Determinar la recta r que es paralela al plano r=x—y —z =0 y que corta

-1 3 -2
X _Yyto _ % en el punto P(2, -1, -2)
1 2 —4

perpendicularmente a la recta s =
Junio 2017. Opcion A, E2.

Solucién:
El vector director de la recta r es perpendicular al vector normal al plano 7 = (1, =1 —1)

y perpendicular al vector director de la recta s, (1,2, —4). Luego utilizamos el producto
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vectorial:
T J k
1 -1 —1|=4i+2k—j—(-k—4j—-2i)=6i+3j+3k =(2,1,1)
1 2 —4
r=(2,-1,-2)+A(2,1,1) AeR
37.1.30.

Dado el plano 1=3x+y+2z—2=0y los puntos P(0,1,1) y Q(2,—1,-3) que
pertenecen al plano 7 , determinar la recta del plano m que pasa por el punto

medio entre P y Q y es perpendicular a la recta que une estos puntos
Junio 2017. Opcion B, E2.

Solucion: El vector director de la recta que pasa por los dos puntos:

—

PQ = (2,-1,-3) — (0,1,1) = (2,2, —4) ~ (—1,1,2)

El vector normal al plano:
n=(31,1)

El vector director de la recta que buscamos, serda perpendicular a estos dos. Utilizamos pues

el producto vectorial:

i gk
11 2|=i—k+6j—@Bk—j+2)=—i+7j— 4k (—1,7,—4)
311

El punto medio entre P y Q:

0+21-11-3
M = = (1,0,—1
(25550 ) — a0y

=r=(1,0,-1)+A-1,7,-4) XeR

37.1.31.

a) Consideremos los puntos P(—1,—4,0) Q(0,1,3) R(1,0,3) .Hallar el plano

7 que contiene a los puntos P, Q y R.

b) Calcular a para que el punto S(3, a, 2), pertenezcaal planor =x+y — 2z +5 = 0.
Septiembre 2017. Opcion A, E2.
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Solucién:
a)
PQ =(0,1,3) — (—1,—4,0) = (1,5,3)
PR=(1,0,3) — (—1,—4,0) = (2,4,3)
T = <_17 _47 O) + )‘(17 57 3) + M<27 47 3)
r+1 y+4 =2
0= 1 5 3| =15(x+1)+42+6(y+4)—(102+3(y+4)+12(x+1) = 32 +3y—62+15
2 4 3
T=rx+y—22+5=0
b)
(3,a,2) emr=3+a—-4+5=0 =a=-4
37.1.32.

a) Calcular la ecuacidén de la recta que pasa por el punto P(2,3,4) y es perpen-
dicular al plano r=x+y+2z+4=0.
z—2
2 )

b) Calcular a para que lasrectasr=x—-1=y — 2 =
x—1 y—-2 z-2

sean perpendiculares.
a 2 3

S
Septiembre 2017. Opcion B, E2.

Solucién: a) El vector normal al plano es (1,1,2), luego basta tomar este como vector

director de la recta:

r=(234)+M1,1,2) AeR

b) Para que sean perpendiculares el producto escalar de los vectores directores de las

rectas debe ser nulo:
o= (1,1,2) v = (a,2,3)

(1,1,2) - (a,2,3) =a+2+6=a+8=0 =>a=-38

37.2. Problemas métricos

37.2.1.

. x—y+taz=0
Se considera larectar = acRyelplanor=x+y+z—-2=0.
ay —z=4
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a) Hallar los valores de a para los que r es paralela a 7.
b) Para a = 2, hallar la distancia de r a 7.
c) Para a =1, hallar la distancia de r a 7.

Junio 2010, Fase general, Opcion A, EJ.

Solucién:
La recta r estd definida por la intersecciéon de dos planos cuyos vectores normales son

n; = (1,—1,a) y ny = (0,a, —1). El vector director de r es el producto vectorial de estos dos

vectores:

1 -1
0 a

) =(1-a*1,a)

i ]k
(1,—-1,a) x (0,a,—1)=|1 -1 a|= (
0

El angulo entre una recta y un plano verifica la igualdad:

|7 71
cos(90 — o) = ERT

El vector normal del plano 7 es (1,1,1) y por tanto para que la recta r sea paralela al

plano se debe verificar:

0 (90 — a) |7 - i l—a*+1+a
= cos —a) = — =
7 0al A —a2)?+12+a2 V12 + 12 + 12

Lo que implica:

, , 1+£/1-4(-2) |2
0=1—-a"4+a—-1=0=a"—-a—-2=a= 5 =
—1

Para a = 2, hallar la distancia de r a .

Solucion:
Para a = 2 la recta r es paralela al plano 7, y la distancia entre r y 7 es la distancia entre

cualquier punto P de r y .
dist(P,m) = dist(P, P') donde P’ es la proyeccién de P sobre m. Si P = (x¢, Yo, 20) ¥

T = ax + by + cz + d = 0 entonces:

. ‘CL(I}O + byo + czp + d‘

B o R
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En nuestro caso un punto P cualquiera de r sera de la forma:

T —y+ 2z r—y=—2z
r= =
20 —z2=4 2u=4+=2

Si tomamos z como parametro A obtenemos:

P=(2—§A,2+%,>\) AeR

Si tomamos un punto cualquiera, por ejemplo para A = 0, P = (2,2,0), aplicando la

formula anterior para 7 =z 4+ y + 2z — 2 = 0 obtenemos la distancia pedida:

Para a = 1, hallar la distancia de r a .

Solucion:

12+2—2] 2 23,
_ = _ Ve
3

Para a = 1, la recta no es paralela a 7 luego se cortan y por tanto la distancia es 0.

37.2.2.

Dados el punto P(1,1,—1),larectar=x="~——=2z—-3

y el plano 7 = 6x + 6z — 12 = 0, se pide:

a) Hallar el punto simétrico de P respecto del plano =

1

b) Hallar los puntos Q de r que distan 7 unidades de longitud de w

Junio 2010, Fase general, Opcion B, E4)

Solucion:

a) Obtenemos la recta s que pasa por Py es perpendicular a 7:

s=(1,1,—1) + A(1,0,1)

Calculamos el punto M corte de s con 7

6(1+A)+6(—1+A)—12=0=>12A=12=A=1

M = (2,1,0)
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M es el punto medio entre P y su simétrico P’(xg, yo, Zo), luego:

1—|—l’0:2 1—|—y0:1 —1—|—ZO

9 2 5 Y

:>.l’0:3 y():l 20:1

Luego la solucién es el punto P’(3,1,1).

b) Hallar los puntos @) de r que distan \% u de 7.

r—0 y+6 =z2-3

Qer= = Q =\ —6+4\3+))

1 4 1
6N +6(34+XN) —12 12X+ 6 22 +1
dist(Q. ) = 1ATOBGHN) = 12] 120+ 6] _ [2A+ 1]
V62 4 62 6v/2 V2
1 12X + 1| 0 (0,—6,3)
= — = = \= = =
V2 V2 1 (-1,-10,2)
37.2.3.
Dadas las rectas:
s = =y= y t=
3 2 2y —z=4

Se pide hallar la perpendicular comiin a s y a t y la distancia entre ambas rectas.
Junio 2010, Fase especifica, Opcion B, EJ.

Solucion:

Primero calculamos los vectores directores v; y v; de ambas rectas:

5= = = v, = (3,1,2
3 1 2 (3.1,2)
20—y =10 2
t= = 2y:4—|—z = y:2—|——/\

20 — 2z =
Z:)\ Z:)\

11
= 1= (120)+ M5 D) =120+ N(1.24) = 5 =(124)

Calculamos 177, el vector perpendicular a vy y a v, utilizando el producto vectorial:
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= (0,-10,5) = 5 (0,—2,1)

o = S
=N Ty

)
n=170, X0 = |3
1

Expresaremos la recta perpendicular como interseccién de dos planos:

m: contiene a la recta s y al vector 7
7’: contiene a la recta t y al vector 7

En ecuaciones paramétricas son:

7= (1,0,1) + A(3,1,2) + (0, =2, 1)

7 =(1,2,0) 4+ N(1,2,4) + 1/ (0, -2, 1)

En ecuaciones implicitas:

T=1| 3 1 2 |=0 = (z—1)—6(2—1)—By—4(xz—1)) =0 = bx—3y—62+1=10
0 —2 1
r y z+4
=1 2 4 |=0 =2r—-2(z+4)—(y—8x)=0 =100—y—22—8=0
0 -2 1

Luego la ecuacion implicita de la recta perpendicular es:

br —3y—624+1=0
10 —y—22—8=0

Resolviendo el sistema con z como parametro, obtenemos la ecuacion paramétrica de la recta:
p=(1,2,0)+A(0,-2,1) AeR

Para calcular la distancia entre s y t vamos a utilizar la férmula de dos rectas que se

cruzan, utilizando el producto mixto y el producto vectorial:

En nuestro caso: AB = (1,2,0) — (1,0,1) = (0,2, —1)
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0 31
[AB, v, 5;] =|2 1 2|=4-6—(-1+24)=-25
1 2 4

|0, x 0| = |ii] = /(—10)2 + 52 = 5V/5

Sustituyendo obtenemos la distancia pedida:

2
d(s,t) B 5u

5v/5

37.2.4.

Determinar las ecuaciones de los planos paralelos al plano
m=12x+3y —4z=7

que distan 6 unidades del mismo.

Septiembre 2010, Fase general, Opcion A, E3.a)

Solucion:

Tomamos un punto cualquiera del plano 7, y calculamos la recta perpendicular al plano

por este punto.
Por ejemplo el punto (0,1,—1) € &

r=(0,1,-1)+ A\(12,2,-4) = (12\,1+3X =1 —4)) A€R

Calculamos los dos puntos de esta recta que distan 6 unidades de 7

12(12 1 —4(=1—4)\) — 1
d(P.7) = [12(12X) + 3(1 + 3X) — 4( A) =T [169A] 13)]
V122 + 3% + 42 13
3
13

—6
13

13\ =6 = A=

Sustituyendo cada valor de A en la ecuacién de la recta obtenemos los dos puntos:

6 18 24 72 31 37

1= 3Ty 13) (13’13’ 13)
—6 18 24 72 5 11
Po=(12. 2122 o2 2 2
»=(12- -t ) = (3 33)
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Ahora calculamos el plano paralelo a m que pasa por P;:

72 31 —37

m=12x4+3y —42—-85=0
Y el plano paralelo a m que pasa por P

-T2 -5 11
12. 2 43. 2 4. - 4p,— Dy, =171
3 +3 E 13-1- hb=0 = o=1

=122 +3y—42+71=0

37.2.5.
b) Hallar la distancia del punto B(2,-2,2) alarectas =x=y = z.
Septiembre 2011. Opcion B, E4.b

Solucion:
s =(0,0,0) + A(1,1,1)
BP =(0,0,0) — (2,-2,2) = (—2,2,-2)
i 7k
BP xv,=|-2 2 —2|=1(0,0,—4)
1 1 1
BP x v, 4 43
dist(B,s) = & = = iu
|vg] V3 3
37.2.6.

Sean los puntos A(1,2,-1), P(0,0,5), Q(1,0,4) y R(0,1,6)
b) Hallar la distancia del punto A al plano que pasa por P,Q yR

Junio 2013, Opcion A, E2.b

Solucién:
La ecuacién del plano que pasa por P,Q v R la hemos calculado en el apartado a). Ver

apartadoa Tt=x—y+2—-5=0
=24 (-1 -5 7 T3,

d(A _ T T3
(4,7) TT111 3 3
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37.2.7.

Sea el plano T=x+y+z=0,larecta r=x=y =12z, Yy el punto A(3,2,1)
b) Hallar los puntos de r que equidistan de A y de 7.

Septiembre 2013. Opcion A.E2.b

Solucién: Tomamos un punto cualquiera de r. Sea @ € r, @ = (A A\, \) calculamos la

distancia al punto A:

A(Q,4) = @A =B =22 =\ 1- N = VB AT+ 2= N7+ (1P

Calculamos ahora la distancia de @ al plano:

[3A]
dQ,m) = —
(@, ) 7
[gualamos las distancias y obtenemos el punto buscado:
¢@—AV+Q—AV+Q—AP:§5
V3

)\2
@—AF+Q—AV+U—AV:%?:3V

7
—1224+14=0 =\= c = P(7/6,7/6,7/6)

37.2.8.

Sean las rectas r=x=-y=z—1 s=x—-2=y=zZ—m

b) Para m=2, calcular la distancia entre las rectas.
Septiembre 2013. Opcion B.E2.b

Solucion: Consideramos el plano que contiene a r y es paralelo a s.
7=(0,0,—1)+ A(1,—1,1) + p(1,1,1)

La ecuacién general del plano seré:

r y z+1
0=1[1 -1 1 |=—<2+z+14+y—(—2—-1+y+z)=—-2+2+1
11 1
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Tomamos cualquier punto de s, por ejemplo @ = (2,0,2) y calculamos la distancia al

plano:
—242+1 1 V2
V1+1 V22

37.2.9.

Sea 7 el plano que pasa por los puntos A(1,-1,1), B(2,3,2), C(3,1,0) y r la recta
x—7 y+6 z+3

2 -1 2
b) Calcular los puntos de r que distan 6 unidades del plano 7 .

dada por r =

Junio 2104. Opcion A. E2.b

Solucién: Un punto cualquiera de la recta es:
P=(7,—6,-3)+A(2,-1,2) = (T+2X,—6 — A\, =3+ 2))
Calculamos la ecuacién del plano. Hecho en el apartado a). Ver Solucidn.

T=2r—-y+22-5=0

2074+2\) — (=6 —A\) +2(—=3+2X) —5

2
=14+X= =
Obtenemos por tanto dos puntos:

37.2.10.
XxX—y+2=0
z=2

Sea el punto A(1,1,3) y la recta de ecuacién r =

b) Calcular la distancia del punto A a la recta r.
Septiembre 2104. Opcion A. E2.b

Solucion:
En el apartado a) hemos calculado la ecuacién del plano perpendicular a r que pasa por
A, m=x+y—2=0 (Ver Solucién)

Calculamos la interseccion de este plano con 7:
r=A=-2,\2) =A-24+X1-2=0 =XA=2 rNnn=P0,22)
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Calculamos la distancia de A a este punto:
d(A,r) = d(A, P) = 1((0,2,2) = (1,1,3) = |(=1,1, 1) = VI+ 1+ 1=+3u

37.2.11.

Dos caras de un cubo estan contenidos en los planos 71 =2x -2y +z—-1=0

y T3 = 2x — 2y +z + 5 = 0. Calcular el volumen de dicho cubo.
Septiembre 2106. Opcion B. E2.b

Solucién:
Los dos planos tienen el mismo vector normal, luego son paralelos. Basta entonces calcular
la distancia entre los dos planos que sera la longitud de la arista del cubo. Tomamos un punto

cualquiera de my por ejemplo P(0,0, —5) y calculamos la distancia de este punto al plano m;

-5-1] 6 3 3
dPm)=—2""1 _2_9 L y_—9—g
(P.m) Vitiri 3 Y

38. Probabilidad

38.0.1.

Se lanzan dos dados (con forma cibica) al aire. ;Cudl es la probabilidad de

que la suma de los puntos sea 87
Junio 2017. Opcion A. E5

Solucion: Realizamos una tabla de doble entrada para contar los casos favorables:

1123|456
112134567
2131456 | 7]8
31415167819
41516781910
5167189 [10]11
6789|1011 12

P(S = 8) = Casos favorables 5

Casos posibles 36
38.0.2.

La probabilidad de obtener cara al lanzar una moneda es 1/2. ;Cuadl es la

probabilidad de sacar 3 caras en tres lanzamientos?
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Junio 2017. Opcion B. E5

Solucién: Sea la variable aleatoria X="ntumero de caras en tres lanzamientos”. X sigue una

distribucién Binomial con p=1/2 y n=3.

38.0.3.

De una bolsa con dos bolas blancas , dos negras y dos amarillas se extraen
dos sin devolucién ( es decir, una vez extraida una bola no se vuelve a poner en

la bolsa ). Calcular la probabilidad de que las dos sean blancas.
Septiembre 2017. Opcion A. ES

Solucion: Sean los sucesos
1B="1a primera bola es blanca”

2B="1a segunda bola es blanca”

P[1BN2B] = P[1B]- P[2B|1B] =

38.0.4.

Se tiran al aire, simultdneamente, un dado ( con forma cibica) y una moneda.
Teniendo en cuenta que los sucesos son independientes ;Cudl es la probabilidad

de que en el dado salga un 5 y de que en la moneda salga cara?
Septiembre 2017. Opcion B. E5

Solucion: Llamamos 5="sacar 5 en el dadoz C="sacar cara en la moneda”. Por ser sucesos

independientes, la probabilidad de la interseccion es el producto de las probabilidades:

P5NC) = P[5 P[C] =
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