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VECTORES EN EL ESPACIO

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL, COMBINACION LIN EAL, BASE

EJERCICIO 1 : Dadoslosvectores é(l, 2, 3), 5(1, 1, 1), é(l, 0, 5) y a(— 11 3):

a) ¢Forman una base de R 3

b) Expresa, si es posible, el vector d como combinacié nlineal de a, b y C.

Solucioén:
a) No forman una base, pues cuatro vectores en R3 siempre son linealmente dependientes.
b) Debemos encontrar tres nimeros, X, y, z, tales que: d=xa+y b+z¢

(-1,1,3)=x(1,2,3) +y(1,1,1)+21,0,5) (-1,1,3)=(x+y+z, 2x+y, 3x+y+52)
X+ty+z=-1

2X +y =1 ; Resolvemos el sistema por Gauss y obtenemos : x =2,y =-3,z=0 —d=2a-3b+0¢

3Xx+y+5z=3

EJERCICIO 2 :

a) Sesabe que U, v y w son linealment e dependient es. ¢ Podemos asegurar que U es
combinacié nlineal de v y w? Justifica turespuesta.
b) Halla las coordenada s del vector 5(4, 3, 7) respecto delabase B ={(2, 1, 0), (1,0,-2),(0, 0, 3)}.

Solucién:

a) No.Por ejemplo, sitomamos (1, 0,0), v(0,1,0), y w(0, 2, 0)

- Son linealment e dependient es, pues W = 2v.

- Sin embargo, U no es combinaciénlinealde v y w.

b) Llamamosb(2 1, 0), (1 0, -2), d(0, 0, 3) alosvectoresielabase B. Tenemosque encontrar tres

nimeros, X, y, z, tales que: a=xb+yc+zd

(4,3,7) =x(2,1,0) +y(1,0, -2) + z(0, 0, 3) (4,3, 7)=(2x +Vy, X, -2y +32)
2x+y =4 x=3
X=3 y=4-2x=-2

7+2y

—2y+3Z=7 32:7+2y L Z= =1

Lascoordenadade & respectalelabaseB son (3, - 2,1), esdecir &= - 26+d

EJERCICIO 3 : Dadoslosvectores 0(2, -1 0) y \7(3, 2, —1):
a) ¢Son linealmente independientes? b) ¢Forman  unabase de R 37

¢) Halla un vector, w, tal que 2u+3w = %\7.

Solucién:
a) Sison linealmente independientes, puesto que si escribimos:
x(2,-1, 0), +y(3, 2, -1) = (0, 0, 0), es decir:
2x+3y=0
- x +2y =0; Este sistema solo tiene la solucion trivial: x =y =0

b) No forman una base de R3, pues para obtener una base de R3 necesitamos tres vectores (linealmente
independientes).

oo 1. S 1. 2.
Cc) 2u+3w==v - 3w==v-2uU - w==v-—U - -
2 6 3 > \Tv=%(3,2,—1)—%(2,—10)2(5,1%’)
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EJERCICIO 4 :

a) Halla los valores de x, y, ztalesquex U+yV+zW =0, siendo U (2,0,-3), V (1,-2,0) y W (3,2,-6)
b) ¢Son linealmente independientes los tres vector  es anteriores? ¢Forman una base de R 37

Solucién:
a)x(2,0,-3)+y(1,-2,0)+2@3,2,-6)=(0,0,0) = (2x +y + 3z, -2y +2z,-3x-62) =(0, 0, 0)
2x+y+3z=0
-2y+2z=0 Resolviendo el sistema por Gauss = Soluciones: x=-2\, Y=A, z=A
- 3x -6z=0
b) Segun los resultados obtenidos en el apartado a), deducimos que los vectores son linealmente
dependientes. Por tanto, no son base.

EJERCICIO 5 : Consideram os la base de R® formada por los vectores : a(2,-1,3), b (0,2,-1), ¢ (3,0,1)
a) Halla lascoordenadasde U(4, -7, 14) respectodela baseanterior.

b) Expresa, si es posible, el vector ¢ como combinacio nlineal de a, b y u.

Solucién:
a) Tenemos que encontrar tres nimeros X, y, z, tales que: u=xa+y b+z¢, esdecir:
4, -7,14)=x(2,-1,3) +y(0,2,-1) +z(3,0,1) = (4, -7, 14) = (2x + 3z, -x + 2y, 3x-y+2)
2X +3z=4
-X+2y =-7¢ Resolviendo el sistema por Gauss = Solucibn x=5 y=-1 z=-2
3Xx -y +z=14
Por tanto, las coordenadas de u respecto de la base dada son (5, -1 - 2), es decir: (i=5a —b - 2¢
b) De la igualdad obtenida en a), tenemos

que:i=5%-b-2% - X=H-b-0 - €=

N ol
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|

o
I
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PRODUCTO ESCALAR Y APLICACIONES (Modulo de un vecto r, angulo que forman dos vectores,
proyeccién ortogonal,...)

EJERCICIO 6 : DadoslosvetoresU(Z, -1 3), \7(4, 2, —2) y \Tv(l, 2, x):

a) Halla |G| |\7| y el angulo que forman u y V.

b) Obtén el valor de x paraque U y w formen un angulo de 60°.

Solucién:
a) |U|=y22 +(-2)2+3% =\14= 374 |v|=4/4%+2% +(-2)? =424= 490
Sillamamos a al angulo que forman u y v, tenemos que:
u-v 8-2-6
cos=———=———=
jal-[v] - [al-[v|

0 - Uy v sonperpendiculares, es decir, a =90°.

2-2+3x

| \/1_4-\/5+x2 ’

V70 +14x% =6x - T70+14x2=36x2 _ 70=22x°

X = —1/§ (no vale, pues U - Vv =3x >0)
70 35 11

b) Ha de cumplirse que: cos 60° = , esdecir. %: %:

==

3X
\V70+14x2

jaf -
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EJERCICIO 7 : Dadoslosvectoresa(l, 0, O) y \7(1, 1, 0):
a) Halla la proyecciéonde U sobre v, asi cono el anguo que forman u y V.

b) Encuentra un vector (x, Y, z)¢ (0, 0, 0), gue sea combinacié nlineal de U y v,y que sea
perpendicular a (1, 0, 0).

Solucién:
u- \7

Proyeccion de u sobre v: U'=

11
\7\ (l;LO) (2,510)

Sillamamos a al angulo que forman U y v,tenemos que: cosd = ———=———==-—"—=

|||V|1J_f7

b) Un vector que sea combinacionlinealde u y v esdelaforma au+bv, esdecir:

ali+bv =a(1,0,0)+b(1,1,0)=(a+b, b,0)

Para que sea perpendicular a (1, 0, 0), su producto escalar ha de ser cero:
(a+b,b,0-(1,0,00=0 = a+b=0 = b=-a

Por tanto, cualquier vector de la forma: (0, b, 0), con b #0 cumple las condiciones exigidas.

EJERCICIO 8 : Sean Ui y V dos vectores que forman un angulo de 45° y que tienen ,
elmismo médulo |u|=|v|=2

a) ¢Cudl es elmoédulo de u+v?¢Yelde Uu-v?

b) Demuestra que U+V y U-V son perpendicu lares.

Solucion:
a) [U+V] =(U+V)- [G+V)=0 -G+U-V+V-
=4+2.|0|-|V| - cos(u, v)+4=4+8 - */_+4 8+4/2 - |U+V|=48+4/2 =370

—20 - V+| V[ =4-2-|TU| -| V] - cos 45° +4=8-4y2

~|v[?=4-4=0= (@+v) O (@-v)

EJERCICIO 9 : Dadoslosvectoresa(1, -1, 0), b(0, 1, -1) y ¢=ma-b:
a) Halla el valor de m para que a y ¢ sean perpendicu lares.

b) Para m =2, halla el &ngulo que forman b y C.

Solucion:
a) c=ma-b=m(1-10)-(0,1 -1)=(m, -m-11)

alc -a-¢=(1-10)-(m-m-11)=m+m+1=2m+1=0 - m= %
b) Para m =2, queda c(2 -3 1) Sillamamos a al &ngulo que forman b y C
tenemos que: cos a = b - ¢ —4 —4 =076 - a=13% 27 51"

|B] -[e] V2 i 28
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EJERCICIO 10 : Dados los vectores a=21i-j; b =i +2j-K;hallaxeydeformaque C=x1i+y ]

-

sea perpendicular a b y tenga el mismo mddulo que Q.

Solucién: a(2, -1, 0)  b(L, 2 -1)  &(x,y, 0)
¢Ob - ¢-b=0 - x+2y=0 X =-2y

=-1 - x=2
€[=[a] - VxF+yP=5 - xt4y?=5[ayreyz=s =5 - yIEL - {yzl L ox=-2

Hay dos soluciones:
e X =2, y =-1 que corresponde a 6(2, -1 0).
e x=-2, y =1 que corresponde a 6(— 2,1 O).

PRODUCTO VECTORIAL

EJERCICIO 11 : Dadoslosvectoresti(1, 3,0) y v(2 1, 1):
a) Halla un vector, w, demodulo1,queseeperpendiculara U ya v
b) ¢Cualeselareadel paralelogramodeterminadopor Uy v?

Solucién:

a) Un vector perpendiculara ii ya v es: Gixv =(13,0)x(2,1,1)=(3, -1 -5)

Dividimos por su médulo para conseguir que tenga médulo 1: w = uxv ( 3 -1 _5]
[0xv] (V35" V35" V35
Hay dos soluciones: ( -1 "5J (—3' 1 5 J
V35’ 35" V35 V35’ 35" V35

b) Area:|ﬁ><\7|:\/£=5,92u

EJERCICIO 12 :
a) Demuestreque,si U y V sordos vectorescualesquiea, setiene que:

(@-v)x(a+v)=2(mxv)
b) Halla un vectorperpendicuar a (2 -1, 1 ya v(3, 0, -1).

Solucién:

a) [-V)x(i+V)=lxh+ixV-VxU-VxV=0+ixv+ixv-0=2(0xV)

cl
<!
1
|
<!
X
cl

() Tenemos encuentaque Gixi=0 yque
b) uxv=(2 -11)x(3 0, -1)=(1 5, 3)

EJERCICIO 13 : Halla el valor de m para que el area del paralel ogramo determinado por U (2,0,1) y
V (0,m,1) sea 2.

Solucién:
 Elé&rea del paralelogramo determinadopor U y V esigual a |U |

« Calculamos iixV y hallamos sumédulo: @i xV = (2, 0, 1)x (0, m, 1) = (-m, -2, 2m)

|GXV|=‘/(_m)2+(‘2)2+(2m)2 =\/m2+4+4m2 =\/5m2+4

Igualamos a 2: Area:V5m2+4:2 ~ 5m?2+4=4 - 5m?2=0 - m=0
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EJERCICIO 14 :
a) Halla un vector unitario que sea perpendicular a (3,-1,1) ya(1,-2,0)
b) ¢Es cierto que (lixV)xWw =iix(VxW)? Pon un ejemplo.

Solucién:
Un vector perpendicular a los dos dados es: (3,-1, 1) x (1, -2, 0) = (2, 1, -5)
Dividiendo por su modulo, tendra maédulo 1: (— % _—SJ

- - - -

EJERCICIO 15 : Halla el area de un paralelogramo determinado po  rlosvectores U x Vy U X W,

siendo: 02, -11) v(0,1-1) y w(0,72)

Solucién:

. Calculamos GixV y iixWw: a=ixv=(0,22) b=ixw=(-1-11)

El area del paralelogramo determinado por a y b es igual al médulo del producto vectorial:
axb=(0,2 2)x(-1-11)=(4, -2 2)

Area =14 + (-2)? +22 =16 + 4 + 4 =+/24 = 490 u?
PRODUCTO MIXTO

EJERCICIO 16 :

a) Calcula el volumen del paralelepipedo determinad o por los vectores U (2,-1,1), V (3,0.-2), W (2,-3,0)
b) ¢Cuanto valen cada uno de los siguientes produc  tos mixtos?: [ZU, Vv, W]; [U, v, u+Vv

Solucién:

a) Elvolumen del paralelepipedo determinadopor u, v y w esigual al valor absoluto
2 -1 1

de su producto mixto:[U, v, v"v]= 3 0 -2/=-17 - Volumen=17 u®
2 -3 0

b) Utilizando las propiedades de los determinantes, tenemos que: [20, v, W] = 2[0, v, \Tv] =2 0(-17)=-34
[ﬁ, v,u+ \7] =0 (eltercer vector depende linealmente de los dos primeros).

EJERCICIO 17 :

a) Halla los valores de m para que los vectores u(0,1,1), vV (-2,0,1) y W (m,m-1,1) sean linealmente
independientes.

b) Estudia si el vector (2, 1, 0) depende linealment ede U, v y w para elcaso m =3.

Solucién:

a) Para que sean linealmente independientes, su producto mixto debe ser distinto de cero:
0 1 1

[U, V,\Tv]= -2 0 1/=4-m=0 - m=4 = Hadeser mz4,
m m-11

b) Para m =3, losvectores u, v y w sonlinealmente independie ntes, y forman una base de R3.

Por tanto, cualquier vector de R3, en particular (2, 1, 0), depende linealmente de ellos.
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EJERCICIO 18 : Dados los vectores U (1,2,3), V (1,1,1) y W (1,A,5), halla el valor de A para que:

a) determinen un paralelepipedo de volumen 10. b) sean linealmente dependientes.
Solucion:
a) Elvolumen del paralelepipedo determinadopor u, v y w esigual al valor absoluto
12 3
de su producto mixto: [U, v, \Tv]= 11 1/=2\-6
1 A5
2A-6=10 - 2A=16 - A=8
Volumen =| 2\ - 6| =10 =
2A\-6=-10 - 2A=-4 L A=-2

Hay dos soluciones: A1 =8, Ay =-2
b) Su producto mixto ha de ser cero: [U, v, W] =2A-6=0 - A=3

EJERCICIO 19 : Dadoslosvectoresii(1, 0, 1), v(0, 2, -1) y w (2, -2, 1) , sepide:
a) El volumen del paralelepipedo determinado pore  llos.
b) Halla, si existe, elvalor de a para que el vector é(or, a, —6) se pueda expresar como

combinacié nlineal de U y V.

Solucion:
1 0 -1
a) Esigual al valor absoluto de su producto mixto: [U, v, \Tv]: 0 2 -1/=4 - Volumen=4u®
2 -2 1
b) Losvectores U, V y a han de ser linealmente dependientes (U y vV sonlinealmente independientes);
1 0 -1
por tanto, su producto mixto ha de ser cero:[D, v, é]= 0 2 -1/=3a-12=0 - a=4
a o -6
EJERCICIO 20 :

a) Demuestra que los vectores G(k, -3, 2), \7(k, 3, 2) y w (1, 0, O) son linealment e independientes,
cualquiera que sea el valorde k.
b) ¢Cual es el volumen del paralelepi pedo determinad opor u, vy w?

Solucién:
a) Tenemos que probar que su producto mixto es distinto de cero, sea cual sea el valor de k.
k -3 2
[l], v, \Tv]: k 3 2|=-12#0 paratodo k.
1 0 O

b) Elvolumen es igual al valor absoluto de su producto mixto. Por tanto: Volumen =12 u3

REPASO

EJERCICIO 21 : Dados los vectores (2, -1,1) v(3,-1,0) y w(m, 2, -m):
a) Halla el valor de m para que U y w sean perpendicu lares.
V.

b) Calcula el angulo que forman u y c) Halla el area del triangulo que determinan U y V.

Solucién:
a) Paraque U y w sean perpendiculares, su producto escalar ha de ser cero:
i-w=(2-211)-(m2-m)=2m-2-m=m-2=0 - m=2
b) Sillamamos o al angulo que forman U y v, tenemos que:

[U-v]| 7 7

[G1-19] v6-410 60

=0904 - a=25°21'6"
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|ax\7|:%|(1 3,1)|:%\/1+9+ :%\/ﬁzlee u?

c) Area =

N |

EJERCICIO 22 : Consideram os los vectores é(l 1 2), 5(0, -2, 1) y 6(3, 2, 1). Calcula:

a) El area del triangulo que determinan a vy b.

b) El volumen del paralelepi pedo determinad opor a, b y c.

Solucion:
a) Area :% \a x 6‘ :%|(l 1,2)x(0,-2,1)| :%|(5, -1 -2)| :%\/25 +1+4 = :%@z 2,74 12
b) Elvolumen es igual al valor absoluto del producto mixto de los tres vectores:
1 1 2
[é, b, E]: 0 -2 1|=11 - Volumen =11u°
3 2 1

EJERCICIO 23 : Dadoslosvectoresa(— 11 1), \7(2, 0, —3) y W(k, 1, k):

a) Halla el valor de k para que el volumen del paralelepipedo determinado por U, vy w valga 1103,
b) Calcula el angulo que forman u y V.

Solucioén:
a) El volumen del paralelepipedo es igual al valor absoluto del producto mixto de los tres vectores:
S _sk-1=11 - k=_12
[i, v, w]=| 2 0 -3|=-5k-1= Volumen=|-5k-1|=11 - 5

k 1 Kk -b5k-1=-11 - k=2
b) Sillamamos o aléangulo que forman U y v, tenemos que:
cosa=—4 VLo I8 _ 5 _gg0 . o=36°48 31"

lul-IV] 3413 39

EJERCICIO 24 : Dados los puntos  A(-2,0,1), B (1,-3,2), C(-1,4,5) y D (3, 1, -2), calcula:
a) El area del triangulo de vértices A, B y C.
b) El volumen del tetraedro de vértices A, B, C y D.

Solucion:
a) AB(3,-3,1); AC(L 4, 4)

Area :%‘ﬁ x E‘ :%|(—16, ~11,15)| :% JE16) +(-11)7 +152 = :% J602 =1227 u?

b) AB(3,-3,1); AC(1,4,4); AD(5,1,-3)
1

3 -3
AB,AC,AD|=|1 4 4 |=-136 - Volumen =136 u®
5 1 -3

EJERCICIO 25 : Sean los puntos A (2, -1, 3), B(-1,5m), C(m, 2,-2) y D (0, 1,-3). Calcula el valor de
m, sabiendo que el paralelepi pedo determinad o por los vectores ﬁ AC y AD tiene un

volumen de 40u®.

Solucién:

AB(~-3,6,m-3); AC(m-2,3,-5); AD(-2 2, -6)
-3 6 m-3

AB, AC, AD|=|m-2 3 =5 |= [54+2(m -2)(m -3) +60] — [ 6(m -3) + 30 - 36(m -2)] = 2m?2 + 32m + 6
—2 2 -6
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Volumen: V = |2m2 + 32m + 6| = 40. Dos posibilidades:
e 2m2+32m+6=40 = 2m?2+32m-34=0 = m2+16m-17=0
mz—th\/256+68=—1Gi«/ﬂ:—16il8{m=l
2 2 2 m=-17
e 2m2+32m+6=-40 = 2m2+32m+46=0 = m2+16m+23=0
-16+256-92 -16++164 -16+2V41
m = = =-8+441
2 2 2
Hay cuatro soluciones: mq =-17; my =1; m3=—8+\/4_1; m4=—8—J4_1

REPRESENTAR PUNTOS EN EL ESPACIO

EJERCICIO 26 : Representa los puntos siguientes:
a)A(2, 3,-4), B(5,3,0) y C(0,0, 4) b) A(0, 5, 2), B(1, 3,
c) A(0,0,2), B(3,2,4) y C(4,-1,3) d) A0, 3, 1), B(O, 3,

Solucién:

APLICACIONES DE LOS VECTORES

EJERCICIO 27 : Los puntos A(3,0, 2), B(5,-1,1) y C(-2, 3, 1) son vértices consecutivos de un
paralelogramo. Obtén el cuarto vértice y el centro del paralelogramo.

Solucién:
B —_ —_
7 Comosetratadeun paralelogamo setieneque AB = DC. Si D =(x, vy, z):

(2,-1,-1)=(-2-x,3-y,1-z) dedonde: x=-4, y=4, z=2 = D(-4,4,2)
El centro del paralelogramo es el punto medio de una de las dos diagonales, asi:

we(129
2 2 2

EJERCICIO 28 : Halla las coordenadas de los puntos P y Q que dividen al segmento de extremos
A(3,-1,2) y B(-2, 2, 4) en tres partes iguales.

Solucién:
? 8 8
AB = 3AP = (-1,3,2) = 3(x-3, y+1, z-2) = P(X,y,2) = (5 ,0,?3)
¢ 8 8
f | 372042 3% _(2 10)
Q = Pto_medio PB = , , =—=-1—
M 2 2 2 3 3
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EJERCICIO 29 : Dos de los vértices de un paralelogramo son los puntos A(3,0,-1) y
centro del paralelogramo esta en el punto M(1, 2, -1). Halla los otros dos vértices.

Solucién:

Llamemos C=(Xq,¥1,27) ¥ D =(X9, Y5, Z9).

B(2,-2, 3). El

C es el simétrico de A respecto de M, por tanto: O— = - y,=4 C= (—ZL 4, —1)

_1+Zl - _
2
2+X
2:1
2

1 — 21:_1

D es el simétrico de B respecto de M. Asi:

—2+Y,
2

3+z,

1 - z,=-5
2 2

EJERCICIO 30 : Calcula el valor de a para el cual los siguientes puntos estan alineado
A(2,a,0), B(6,5,2), C8,7,3)

Solucién:
Lospuntos A, B y C estanalineados siempre que los vectores AB y BC tengan
la misma direccién. Esto ocurre cuando sus coordenadas son proporcionales:
6-2_5-a_2-0 5-a

= = = =2 - b-a=4 - a=1
8-6 7-5 3-2 2

EJERCICIO 31 : Halla el simétrico, P ', del punto P(2, 1,-3) respectode Q(3,5, 1).

Solucién:

2+0 _
2

3 .

Q
I

Llamamos P '(a,B,y),de manera que:

!
go)
1

148
2

P2, 1,-3)

=2 N y2:6 D=(O,6,—5)

9t P'(4,9 5)




