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ÁNGULOS 

EJERCICIO 15 : 















====−−−−++++++++ππππ
====−−−−++++++++

====−−−−−−−−

λλλλ++++====

λλλλ−−−−====

λλλλ++++−−−−====

;03zyx4:  plano el y
01z3yx4

0zy2x3
:s,

21z

33y

1x

:r  rectas las Dados  

calcula el ángulo que forman: 
a) r  y  s b) s  y  ππππ

Solución: 

a) Hallamos el vector director de s: )11,13,5(

314

123

kji

−−=−−  

a) ''45'3032843,0
4104

56

315·14

22395

12116925.491

)11,13,5).(2,3,1(

v·v

vv
cos o

sr

sr =α→≈=++−
++++

−−−==α
·

b) →≈=
+−−

++++

−−
=

π
=α π

292,0
6705

22

18·315

111320

111612116925

)1,1,4).(11,13,5(|

n·v

nv
sen

s

s
r

r
·

''16'5916o=α

EJERCICIO 16 : Considera los planos  ππππ: 2x + ay + 4z - 1 = 0  y  σσσσ: ax + 2y + 4z - 3 = 0. 
a) Calcula el ángulo que forman  ππππ  y  σσσσ  cuando  a = 1.
b) Halla  a  para que  ππππ  y  σσσσ  sean paralelos.
c) Determina el valor de  a  para que  σσσσ  y  σσσσ  sean perpendiculares.

Solución: 

a) 
2n·1n

2n1n
cos rr

rr
·=α ( ).4,1,21n  es    a normal vector Un

r
π ( ).4,2,12n  es    a normal vector Un

r
σ

''10'45o17952,0
21
20

21·21

1622

2n·1n
2n1n

cos =α→≈=++==α rr

rr
·

b) Sus vectores normales han de ser proporcionales: 2a
4
4

2
a

a
2 =→==  

c) Sus vectores normales han de ser perpendiculares: (2,a,4)·(a,2,4) = 2a + 2a + 16 = 4a + 16 = 0 ⇒ a = -4

EJERCICIO 17 : (((( ))));5,0,1P  punto el y

22z

1y

23x

:s    y
01z2y2x3

02zy3x2
:r  rectas las Dados −−−−


















λλλλ++++−−−−====

λλλλ++++−−−−====

λλλλ−−−−====

====++++++++++++−−−−

====−−−−++++−−−−

calcula el ángulo que forma la recta  r  con el plano,  ππππ,  perpendicular a  s  que pasa por  P. 

Solución: ( )
n·d

nd
sen rr

rr

·=α

- Un vector dirección de  r  es:  ( ) ( ) ( ) ( ) d5,7,8//5,7,82,2,31,3,2rd
rr

=−−−=−×−=

- Un vector normal al plano  π  es: ( )2,1,2sdn −==
rr

( ) →≈=++−==α 028,0
1383

1

9·138

10716

n·d

nd
sen rr

rr

·
''34'37o1=α
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DISTANCIAS 

EJERCICIO 18 : Calcula la distancia entre las rectas: 








λλλλ++++−−−−====

λλλλ====

λλλλ++++====

−−−−
====

++++====
−−−−

1z

2y

1x

:sy
2

z
3

1y
1

2x
:r

Solución: ( )
|vv|

|]PP,v,v[|
s,rdist

sr

srsr
×

=

Buscamos un punto y un vector dirección de cada recta: 

Recta r: Punto: Pr (2,-1,0) Vector: 
→
v r (1,3,-2) 

Recta s: Punto: Ps (1,0,-1) Vector: 
→
v s (1,2,1) 

( )1,1,1PP sr −−  ⇒ [ ] 9

111

121

231

PP,v,v srsr −=
−−

−
=  

vr x vs  = )1,3,7(kj3i7

121

231

kji

−−=−−=−

( ) u17,1
59

9

1949

|9|
|vv|

|]PP,v,v[|
s,rdist

sr

srsr ≈=
++

−
=

×
=  

EJERCICIO 19 : Calcula la distancia entre las rectas: 








λλλλ++++====

λλλλ−−−−====

λλλλ++++−−−−====
++++====

−−−−====
++++

43z

2y

5x

:s      y
0

1z
4

2y
3

1x
:r

Solución: ( )
|svrv|

|]sv,rv,sPrP[|
s,rdist

×
=

- En la recta r: ( ) ( )0,4,3rv;1,2,1rP −−

- En la recta s: ( ) ( )4,1,1sv;3,2,5sP −−

- ( )4,0,4sPrP −  ⇒ 92

411

043

404

sv,rv,sPrP −=
−

−
=





  

- ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 449272122167,12,164,1,10,4,3svrv =−+−+=−−=−×=×

Por tanto: ( ) 34,4
449

92
s,rdist ≈=

EJERCICIO 20 : (((( )))) ,01z2y2x:  plano el   y

22z

3y

2x

:r  recta la  ,3,0,2P  punto el Dados ====−−−−++++++++ππππ








λλλλ−−−−====

λλλλ++++−−−−====

λλλλ++++====

−−−−  

calcula la distancia entre: a) P  y  ππππ b) P  y  r

Solución: 

( ) 67,1
3
5

441

1602
,a) ≈=

++

−−+
=πPdist

b) dist (P,r) =
rv

rPxvrP

- Hallamos un punto y un vector dirección de la recta  r :  ( ) ( )2,1,1rv;2,3,2rP −−

- ( ) ( ) ( ) 3592513,5,12,1,15,3,0rvPrP =++=−−−=−×−=×

- ( ) 64112,1,1rv =++=−=  ⇒ Por tanto: ( ) 42,2
6

36
r,Pdist ≈=
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EJERCICIO 21 : (((( ))))






====++++++++++++

====++++−−−−−−−−
−−−− .

01zy3x2

05zy2x
:r  recta la a  2,1,3P  punto del distancia la Calcula  

Solución: dist (P,r) = 
rv

rPxvrP

- Hallamos un punto y un vector de r (pasamos la recta a paramétricas: 














α−=

α=

α−−=

⇒















α−−=

α−=

α=

⇒






 −−−
≈









−
−−−

3
79

z

y
3

6
x

3
6

x

3
79

z

y

9370

5121

1132

5121
 Punto (-2,0,3) Vector (-1/3,1,-7/3)||(-1,3,-7) 

( ) ( ) ( ) 920116,40,87,3,15,1,5rdvPrP ==−−×−=× ( ) 597,3,1rdv =−−=

Por tanto: ( ) 70,5
59

9201
r,Pdist ≈=  

EJERCICIO 22 : .4yx2:  plano al  

3z

22y

1x

:r  recta la de distancia la Halla ====++++ππππ








λλλλ−−−−====

λλλλ−−−−====

λλλλ++++−−−−====

 

Solución: d(r,π) = d(Pr,π) 
Pr (-1,2,3) π: 2x + y – 4 = 0 

d(r,π) = d(Pr, π) = 79,1
5

4

014

42)1.(2
≈=

++

−+−
u 

LUGARES GEOMÉTRICOS 

EJERCICIO 23 : Halla el lugar geométrico de los puntos,  P,  tales que la distancia de  P  a  A  sea 
igual al triple de la distancia de  P  a  B,  siendo  A ( 1, 0, 0)  y  B (1, 0, 0).   

Solución: 
Si  P(x, y, z)  es un punto del lugar geométrico, tenemos que: dist (P, A) = 3 dist (P, B),  es decir: 

( ) ( ) 222222 131 zyxzyx ++−=+++
⇒ (x + 1)2 + y2 + z2 = 9 [(x  - 1) 2 + y2 + z2]

x2 + 2x + 1 + y2 + z2 = 9 [x2 - 2x + 1 + y2 + z2] ⇒  8x2 + 8y2 + 8z2 - 20x + 8 = 0

EJERCICIO 24 : Obtén el lugar geométrico de los puntos que equidistan de los planos 
ππππ: 3x - 2y + 4z - 1 = 0  y  σσσσ: 4x + 2y - 3z + 2 = 0.   

Solución: Si  P (x, y, z)  es un punto del lugar geométrico, tenemos que: dist (P, π) � dist (P, →),  es decir: 

29

|2z3y2x4|

29

|1z4y2x3| +−+=−+−
⇒ |3x - 2y + 4z - 1| = |4x + 2y - 3z + 2|   ⇒







=++→−+−−=−+−

=+−+→+−+=−+−
→

01723241423

037423241423

zxzyxzyx

zyxzyxzyx

EJERCICIO 25 : Dados los puntos  A (-1, 0)  y  B (1, 0),  halla el lugar geométrico de los puntos,  P, 

del 
(((( ))))
(((( )))) 1. a igual sea  

B,Pdist
A,Pdist

  :distancias de cociente el que tales plano Identifica la figura resultante.  

Solución: Si  P (x, y)  es un punto del lugar geométrico, tenemos que: 
( )
( ) ( ) ( )B,PdistA,Pdist1

B,Pdist
A,Pdist =→= ⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) 2y21x2y21x2y21x2y21x +−=++→+−=++

x2 + 2x + 1 + y2 = x2 - 2x + 1 + y2 ⇒ 4x = 0   ⇒   x = 0 ⇒
Es la ecuación del eje  Y,  que en este caso es la mediatriz del segmento  AB. 
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EJERCICIO 26 : Halla el lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de  A (2, 1, -5)  y 
B (6, 0, 3).  ¿Qué figura obtienes?  

Solución: Si  P (x, y, z)  es un punto del lugar geométrico, tenemos que: dist (P, A) = dist (P, B) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )222222 36512 −++−=++−+− zyxzyx

x2 - 4x + 4 + y2 - 2y + 1 + z2 + 10z + 25 = x2 - 12x + 36 + y2 + z2 - 6z + 9 ⇒ 8x - 2y + 16z - 15 = 0

punto el por pasa  y AB  a larperpendicu (es  AB  segmento del mediador plano el Es medio de  AB). 

REPASO 

EJERCICIO 27 : Halla la posición relativa de las siguientes rectas y escribe la ecuación del plano que 

las contiene:
2

z
6

1y
4

1x
:s

2z

3y

21x

:r
−−−−

====
−−−−====

++++









λλλλ−−−−====

λλλλ====

λλλλ++++−−−−====

Solución: 

- Posición relativa de las rectas : Pasamos las rectas a paramétricas y resolvemos el sistema: 

















−−
−−

⇒
















−
−−−

−
⇒









−=α+λ−
=α−λ
=α−λ

⇒








α−=

α+=

α+−=









λ−=

λ=

λ+−=

100

240

111

163

221

021

22

163

042

2z

61y

41x

:s;

2z

3y

21x

:r

Rango A = 2 ≠ Rango A* = 3 ⇒ Sistema Incompatible. No existe solución: Paralelas o se cruzan. 

Hallamos los vectores directores: 
→
v r = (2, 3, -1), 

→
v s = (4, 6, -2) ⇒ Los vectores son paralelos porque son 

proporcionales ⇒ Las rectas son PARALELAS 

- Ecuación del plano que las contiene : Necesitamos un punto y dos vectores: Pr, vr, PrPs

Recta r: Pr (-1,0,2) 
Recta s: Ps(-1,1,0) vr = (2,3,-1) 
PrPs = (0,1,-2) 

Ecuación del plano: 

09z2y4x50)2z(2y4)1x(50

210

132

2z0y1x

=−++−⇒=−+++−⇒=
−
−
−−+

EJERCICIO 28 

que  
1

1
2
1

2
2

  recta la a larperpendicu  ,  plano, del ecuación la Escribea) ,:
−=

−
+=−π zyx

r

pase por  P (1, 2, -1). 
b) Calcula la distancia del punto  P  a la recta  r.

Solución: 
a) Un vector normal al plano será el vector dirección de la recta  r : ( )1,2,2nv r −== π

r

La ecuación del plano será: 2x – 2y + z + D = 0  
Sustituimos el punto P(1,2,-1) y obtenemos D: 2 - 4 – 1 + D = 0 ⇒ D = 3 
Solución: π: 2x - 2y + z + 3 = 0 

b) d(P,r) =
r

rr

v

xvPP

Hallamos un punto y un vector de r: Pr(2,-1,1)   vr(2,-2,1) 
Hallamos PPr = (1,-3,2) 

PPr x vr = )4,3,1(k4j3i

122

231

kji

=++=
−
−  ⇒ d(P,r) = u7,1

3
26

144

1691

v

xvPP

r

rr ≈=
++

++=  
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EJERCICIO 29 
a) Calcula el valor de  m  para que los puntos  P(1, 2, -1),  Q(0, -1, 2),  R(3, 1, -1)  y S(m, 2, 1)  sean
coplanarios, y escribe la ecuación del plano que los contiene. 
b) Obtén un punto simétrico de  A(1, -1, 1)  respecto del plano anterior.

Solución: 
a) Escribimos la ecuación del plano, π,  que contiene a los puntos  P(1, 2, -1),  Q(0, -1, 2)  y  R(3, 1, -1):

P(1,2,-1), ( )3,3,1PQ −− , ( )0,1,2PR − ⇒ 0

012

331

1z2y1x

=
−
−−

+−−
⇒ 3(x – 1) + 6(y – 2) + 7(z + 1) = 0

3x + 6y + 7z – 8 = 0 

Hallamos el valor de  m  para que  S(m, 2, 1) ∈ π : 3m + 12 + 7 – 8 = 0 ⇒ 
3
11

m
−=

b) (1) Obtenemos la recta,  r,  que pasa por  A  y es perpendicular a  π: 








λ+=

λ+−=

λ+=

71z

61y

31x

:r

(2) Buscamos el punto,  B,  de intersección de  r  y  π: 
3(1 + 3λ) + 6( -1 + 6λ) + 7(1 + 7λ) - 8 =  0 








 −→==λ→=λ
47
61

,
47
35

,
47
53

B
47
2

94
4

494

(3) Si  A'(x, y, z)  es el simétrico de  A  respecto de  A´,  B  es el punto 

medio de  AA': 






 −=






 +−+
47
61

,
47
35

,
47
53

2
1z

,
2

1y
,

2
1x

 








 −→

















=→=+

−=→−=−

=→=+

47
75

,
47
23

,
47
59

'A

47
75

z
47
61

2
1z

47
23

y
47
35

2
1y

47
59

x
47
53

2
1x

EJERCICIO 30 : Halla la ecuación de la perpendicular común a las rectas: 









λ+=

λ+−=

λ+−=

−
−=−=+

3

2

1

y
1
3

2
2

1
1

z

y

x

s
zyx

r ::

Solución: 
• Un punto genérico de  r  es  R(- 1 + µ, 2 + 2µ,  3 - µ).
• Un punto genérico de  s  es  S( 1 + λ, - 2 + λ,  3 + λ).

Un vector genérico de origen en  r  y extremo en  s  es:  ( )µ+λ−µ−λµ−λ ,42,RS
Este vector debe ser perpendicular a  r  y a  s: 

( )

( )
7
8

7
4

042301,1,1d

086201,2,1d

−=µ

=λ









=−µ−λ→==

=−µ−λ→=−=

··

··

RSRS

RSRS

s

r

r

r








 −−







 −−
7
25

,
7
10

,
7
3

;
7

29
,

7
2

,
7
15

   :Así SR

( )1,2,3//
7
4

,
7
8

,
7

12 −−






 −−
RS
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Por tanto, las ecuaciones de la perpendicular común son:

















λ−=

λ−−=

λ+−=

7
29

z

2
7
2

y

3
7
15

x

:P

EJERCICIO 31 : Averigua las coordenadas del punto simétrico de  P(3, 4, -1) respecto de la recta 







=+−

=−+
.;: rP

zyx

zyx
r   a    de distancia la calcula y

02

33

Solución: 
(1) Hallamos la ecuación del plano que pasa por P y es perpendicular a r: 

nπ = vr  = )7,4,1(

121

113

kji

−−−=
−

− || (1,4,7) ⇒ x + 4y + 7z + D = 0 ⇒ 3 + 16 – 7 + D = 0 ⇒ D = -12 

π : x + 4y + 7z – 12 = 0 

(2) Resolvemos el sistema entre la recta y el plano (Para ello pasamos la recta a 
paramétricas: 










−
−

≈








−
−

3470

0121

3113

0121
⇒ 















α=

α+=

α+=

⇒















α+=α−α+=

α+=

α=

z
7
43

y

7
6

x

7
6

7
86

x

7
43

y

z

0127
7
1612

7
6 =−α+α++α+

⇒ 6 + α + 12 + 16α + 49α - 84 = 0 ⇒ α = 66/66=1

    Q(1,1,1) 
(3) Si llamamos  P ' (x, y, z)  al simétrico de  P,  entonces  Q  es el punto medio de  PP ': 

( )3,2,1'

31
2

1

21
2

4

11
2

3

−−

















=→=−

−=→=+

−=→=+

P

z
z

y
y

x
x

• La distancia de  P  a  r  es igual a la distancia de  P  a  Q:

( ) ( ) ( ) 12,4174942,3,2,, ≈=++=−−=== PQQPdistrPdist

EJERCICIO 32 : 

es  y
1
z

1
2y

3
1x

:r  recta la a contiene que plano del ecuación la Hallaa) ====
−−−−
++++====

−−−−
perpendicular al plano 

ππππ: 2x + y + z - 2 = 0. 
b) Calcula el ángulo que forman la recta  r  y el plano  ππππ.

Solución: 
a) Necesitamos un punto y dos vectores: Pr(1,-2,0), vr(3,-1,1), nπ(2,1,1)

0

112

113

z2y1x

=−
+−

 ⇒ -2(x – 1) – (y + 2) + 5z = 0 ⇒ -2x – y + 5z = 0
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b) ( ) →=+−
++++

−==α
π

π
66

6

6·11

116

114119

)1,1,2).(1,1,3(

n·v

nv
sen

r

r
r

r
·

''29'3647o=α

EJERCICIO 33 : Determina la posición relativa de las rectas  r  y  s,  y calcula la mínima distancia 

entre ellas:  







++++====

++++====
−−−−

λλλλ++++−−−−====

====

λλλλ++++====

3
1z

0
2y

1
6x

:s

61z

3y

22x

:r

Solución: 
a) Posición relativa: Pasamos las rectas a paramétricas y resolvemos el sistema:



































−
−

−
⇒

α+−=

−=

α+=

λ+−=

=

λ+=

036

500

412

31z

2y

6x

:s

61z

3y

22x

:r ⇒⇒⇒⇒ Sistema Incompatible (Paralelas o se cruzan)

Hallamos los vectores directores: 
→
v r(2,0,6)  ,  

→
v s(1,0,3) ⇒ Proporcionales ⇒ Son paralelas. 

b) Como son paralelas d(r,s) = d(Pr,s) =
sv

sxvsPrP

Pr(2,3,-1), Ps(6,-2,-1), 
→
v s(1,0,3) ⇒ PrPs = (4,-5,0) 

d(r,s) 28,6
10

394

10

|)5,12,15(|
|)3,0,1(|

|)3,0,1()0,5,4(|

sv

svsPrP
≈=−−=×−=

×
=

EJERCICIO 34 : El plano  ππππ: 2x + y + 4z + 8 = 0  corta a los ejes coordenados en tres puntos;  A,  B  y 
C.  Halla el área del triángulo con vértices en esos tres puntos.  

Solución: 
Obtenemos los puntos de corte del plano  π  con los ejes coordenados: 
- Con el eje  X :   y = z = 0   ⇒   x = -4   ⇒   Punto  A (-4, 0, 0) 
- Con el eje  Y :   x = z = 0   ⇒   y = -8   ⇒   Punto  B (0, -8, 0) 
- Con el eje  Z :   x = y = 0   ⇒   z = -2   ⇒   Punto  C (0, 0, -2) 

( ) ( )2,0,4;0,8,4 −− ACAB

( ) 2222 u33,183441
2
1

32816
2
1

32,8,16
2
1

2
1

Área ≈=++==×= ACAB

EJERCICIO 35 : 
a) Escribe la ecuación del plano, ππππ,  que pasa por los puntos  P (2, 1, -1), Q (1, 0, 3)  y  R (-3, 1, 1).
b) Calcula el área del triángulo cuyos vértices son los puntos de corte del plano  ππππ  con los ejes
coordenados.  

Solución: 
a) Necesitamos un punto P(2,1,-1) y dos vectores PQ(-1,-1,4), PR(-5,0,2)

017z5y18x20)1z(5)1y(18)2x(20

205

411

1z1y2x

=+−−−⇒=+−−−−−⇒=
−

−−
+−−

b) Hallamos los puntos de corte de  �  con los ejes coordenados:








→=→==→− 0,0,
2

17
  Punto

2
17

0  eje el Con AxzyX








→=→==→− 0,
18
17

,0  Punto
18
17

0  eje el Con ByzxY








→=→==→−
5

17
,0,0  Punto

5
17

0  eje el Con CzyxZ








−






−
5

17
,0,

2
17

;0,
18
17

,
2

17
ACAB
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2u08,15
36
289

,
10
289

,
90
289

2
1

2
1

Área ≈






=×= ACAB

EJERCICIO 36 : (((( )))) .
1

1z
2
3y

1
2x

:r  recta la a respecto  5,1,2P  de simétrico punto el Halla
−−−−====

−−−−
++++====

−−−−−−−−

Solución: 

[1] Hallamos la ecuación del plano,  π,  que pasa por  P  y es perpendicular a r : 
x – 2y + z + D = 0  ⇒ -2 -2 + 5 + D = 0 ⇒ D = -1 ⇒ x – 2y + z – 1 = 0 

[2] Hallamos el punto,  Q,  de intersección de  r  y  π: 

( ) ( ) ( )















−=−=λ→=+λλ+=

=−λ++λ++λ+λ−−=

=−λ++λ−−−λ+λ+=

3
4

6
8

0861z

01146223y

01123222x

:r ⇒ 






 −−
3
1

,
3
1

,
3
2

Q

[3] El punto  Q  es el punto medio de  PP',  siendo  P'  el simétrico de  P  respecto a  r : Si  P' (x, y, z): 








 −−



















−=→−=+

−=→−=+

=→=−

3
17

,
3
5

,
3

10
'

3
17

3
1

2
5

3
5

3
1

2
1

3
10

3
2

2
2

P

z
z

y
y

x
x

EJERCICIO 37 : Determina la posición relativa de las rectas: 

; 
2

1z
1

1y
3

2x
:s       y

1z

23y

2x

:r
−−−−====

−−−−====
++++









λλλλ++++−−−−====

λλλλ++++====

λλλλ−−−−====

 y halla la ecuación de la perpendicular común.  

Solución: 
- Pasamos las rectas a paramétricas y resolvemos el sistema: 

















≈
















≈
















⇒








α+=
α+=

α+−=










λ+−=

λ+=

λ−=

3600

10-7-0

4-3-1-

2-5-0

10-7-0

4-3-1-

22-1

2-1-2

4-3-1-

21z

1y

32x

:s   y    

1z

23y

2x

:r

Rango A = 2 ≠ Rango A* = 3 ⇒ Sistema incompatible ⇒ Se cruzan o son paralelas 

Hallamos los vectores directores: 
→
v r (-1,2,1) 

→
v s(3,1,2) ⇒ No son proporcionales ⇒ SE CRUZAN 

- Perpendicular común: 
Un punto genérico de  r  es  Pr(2 - λ, 3 + 2λ,-1 + λ). 
Un punto genérico de  s  es  Ps (-2 + 3α, 1 + α, 1 + 2α) 
El vector PrPs = (-4 + 3α + λ, -2 + α - 2λ, 2 + 2α - λ) es perpendicular a vr y a vs : 

83
62

;
83
38

010140d

0260d
=µ=λ









=−µ+λ−→=

=+µ+λ−→=

s

r

RS

RS

r

r

·

·
















 −
83

207
,

83
145

,
83
20

sP;
83
45

,
83

325
,

83
128

rP  :Así  ⇒ ( )7,5,3//
83
252

,
83
180

,
83
108

sPrP −






 −−
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Por tanto, las ecuaciones de la perpendicular común son:

















λ−−=

λ+=

λ+=

7
83
45

z

5
83

325
y

3
83

128
x

:p

EJERCICIO 38 : Obtén el punto simétrico de  P (2, -1, 3)  respecto al plano  ππππ: 3x + 2y + z - 5 = 0. 

Solución: 

[1] Hallamos la ecuación de la recta,  r,  que pasa por  P  y es 

perpendicular a  π: 










λ+=

λ+−=

λ+=

3z

21y

32x

:r

[2] Obtenemos el punto,  Q,  de intersección de  r  y  π: 
3 (2 + 3λ) + 2(-1 + λ) + (3 + λ) – 5 = 0 ⇒  

7
1

0214053429  6 −=λ→=+λ→=−λ++λ+−λ+  ⇒ 








 −
7

20
,

7
9

,
7
11

Q

[3] Si llamamos  P '  al simétrico de  P  respecto de  π,  Q  es el punto medio de  PP':P' (x, y, z) 








 −

















=→=+

−=→−=−

=→=+

7
19

,
7
11

,
7
8

'

7
19

7
20

2
3

7
11

7
9

2
1

7
8

7
11

2
2

P

z
z

y
y

x
x

EJERCICIO 39 : Dados el punto  P (3, 1, -1)  y el plano  ππππ: 3x - y - z = 2,  calcula: 
a) La ecuación de la recta que pasa por  P  y es perpendicular a  ππππ.
b) El punto simétrico de  P  respecto a  ππππ.
c) Ecuación del plano que pasa por  P  y es paralelo a  ππππ.

Solución: 









λ−−=
λ−=

λ+=

1

1

33

:a)

z

y

x

r

b) 
[1] Apartado a) 

[2] Hallamos el punto,  Q,  de intersección de  r  y  π: 
3 (3 + 3λ) - (1 - λ) -(-1 - λ) = 2 ⇒ 9 + 9λ - 1 + λ + 1 + λ = 2 ⇒ 

11
7

711 −=λ→−=λ ⇒ 






 −
11
4

,
11
18

,
11
12

Q

[3] Si  P' (x, y, z)  es el simétrico de  P  respecto a  �,  Q  es el punto 
medio de  PP': 
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






 −

















=→−=−

=→=+

−=→=+

11
3

,
11
25

,
11

9
'

11
3

11
4

2
1

11
25

11
18

2
1

11
9

11
12

2
3

P

z
z

y
y

x
x

c) Un plano paralelo a  π  es de la forma  3x – y – z + D = 0
Como pasa por P(3, 1, -1)  ⇒ 9 – 1 + 1 + D = 0 ⇒ D = -9 ⇒ 3x – y – z – 9 = 0 

EJERCICIO 40 : Dadas las rectas:




====
++++====

−−−−
−−−−====−−−−

====−−−−
,

1
z

b
1y

2
1x

:s          y
3zy

2azx
:r  

calcula  a  y  b  para que sean ortogonales y coplanarias.  

Solución: 

Escribimos la recta  r  en paramétricas:
( ) ( )
( ) ( )1,b,2sdv;0,1,1sP

1,1,ardv;0,3,2rP

z

3y

a2x

:r
−

−










λ=

λ+−=

λ+=

- Para que sean ortogonales, ha de ser:  01ba20svrv =++→=·

- Para que sean coplanarias: 03ba2

1b2

11a

021

0sv,rv,sPrP =++−=
−

→=






Uniendo las dos condiciones anteriores, tenemos que:
2b

2
1

a

03ba2

01ba2

−=

=





=++−
=++

EJERCICIO 41 : Un cuadrado tiene uno de sus lados sobre la recta 

2
z

4
1y

2
2x

:ssobre otro y

3z

2y

1x

:r
−−−−

====
−−−−

++++====
−−−−









λλλλ−−−−====
λλλλ−−−−====

λλλλ++++====
Calcula el área del cuadrado.  

Solución: 
( ) ( ) paralelas. son rectas dos las tanto Por  .2,4,2sv//1,2,1rv −−=−−=

El lado del cuadrado es la distancia entre  r  y  s. 

( ) ( ) ( )
cuadrado

del lado
5

24

120

4164

2,4,10

sv

sdvsPrP
s,rPdists,rdist ===

++

−−−
=

×
==

( ) 22
u55   Áreatanto, Por ==

EJERCICIO 42 : Halla la ecuación de la recta  s  que pasa por  P(2, 0, 1)  y corta perpendicularmente a 

la .
2
z

1
1y

2
2x

:r   recta ====
−−−−
−−−−====

−−−−  

Solución: 
[1] Hallamos el plano, π, perpendicular a r que pasa por P: 2x – y + 2z + D = 0 ⇒ 4 + 2 + D = 0 ⇒ D = -6 
2x – y + 2z – 6 = 0 
[2] Hallamos el punto Q de intersección entre r y π: 2(2α + 2) – (-α+1) + 2(2α) – 6 = 0 ⇒ 9α - 3 = 0 ⇒ 

α = 1/3 ⇒ Q ( 






=






 +−+
3
2

,
3
2

,
3
8

3
2

,1
3
1

,2
3
2
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[3] La recta pedida pasa por P y Q ⇒ 








−






 −=






 −−−== )1,2,2(||
3
1

,
3
2

,
3
2

1
3
2

,0
3
2

,2
3
8

PQv:Vector

)1,0,2(P:Punto

Así:








λ−=
λ+=
λ+=

1z

2y

22x

:s

EJERCICIO 43 : Determina la ecuación de un plano  π  paralelo al plano de ecuación  2 x - y + z + 4 = 0 
y que dista 10 unidades del punto  P(2, 0, 1). 

Solución: 
Un plano paralelo a  2x - y + z + 4 = 0  es de la forma: π: 2x – y + z + D = 0 

Tenemos que hallar  D  para que la distancia a  P  sea 10 u: ( ) 10
114

D12·2
,Pdist =

++

++
=π  









−−=→=−−

−=→=+
=+

6105D610D5

5610D610D5
610D5

Hay dos planos: 

056102 =−++− zyx

056102 =−−+− zyx  

EJERCICIO 44 : 
1

2z
1

y
2

1x
:r  recta la de  ,'r  ortogonal, proyección la de ecuación la Halla

++++====
−−−−

====
−−−−

sobre el plano  π: x - y + z + 2 = 0. 
Solución: 
[1] Hallamos el puntode corte de la recta r y el plano π: (2α + 1) – (-α) + (α - 2) + 2 = 0 ⇒ 4α + 1 = 0 
α = -1/4 ⇒ P1(1/2, 1/4, -9/4) 
[2] Hallamos otro punto cualquiera de r: α = 0 Pr(1,0,-2) 

[3] Calculamos la recta perpendicular a π  que pase por r: s








λ+−=
λ−=

λ+=

2z

y

1x

[4] Hallamos el punto P2 de intersección entre la recta s y el plano π 
(1 + λ) – (-λ) + (-2 + λ) + 2 = 0 ⇒ 3λ + 1 = 0 ⇒ λ = -1/3 ⇒ P2(2/3,1/3,-7/3) 

[5] La recta pedida es la que pasa por P1 y P2 ⇒ r’ : 













−






 −








 −

)1,1,2(||
12
1

,
12
1

,
6
1

2P1P:Vector

4
9

,
4
1

,
2
1

1P:Punto

⇒ r’:















λ−−=

λ+=

λ+=

4
9

z

4
1

y

2
2
1

x


