Matematicas “metodologia Singapur”

Pedro Ramos Alonso
Facultad de Educacion

Universidad de Alcala

pedro.ramos@uah.es

Universidad

http://masideas-menoscuentas.com/
@MsldeasMnosCtas

Este trabajo se distribuye con una licencia Creative Commons

Reconocimiento-NoComercial-Compartirlgual CC BY-NC-SA. Los detalles se
pueden consultar (en inglés) en este enlace ‘@ @@@\

https://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/4.0/

Pedro Ramos. Matemdticas Singapur.



SV * R O R O

Contenidos

Introduccidn.

Sentido numérico.

L a suma y la resta.

Resolucion de problemas. El modelo de barras.

_a multiplicacion y la division.

-racciones.

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



La situacidon actual en Espana

x s Estamos de acuerdo en
que tenemos problemas?

* Informacion:

https://www.educacionyfp.gob.es/inee/evaluaciones-

internacionales/timss/timss-2019.html

x ¢ Tenemos un diagndstico para
origen de los problemas?
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Un video para reflexionar

Sobre [a ensenanza de las matematicas en Singapur
en los anos 70:

https://youtu.be/3kxsbhOHpbo

Sus errores:
¢ Exceso de calculos tediosos.
¢ Aprendizaje rutinario de procedimientos, sin entenderlos.

¢ Aprendizaje memoristico.

El desarrollo de lo que se conoce como “método Singapur”
fue la respuesta.

Basado en ideas “clasicas’ de la didactica de las
matematicas occidental.
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https://youtu.be/Lu2o_9LjWlw
https://youtu.be/3kxs5hOHpbo

Fundamentos metodologicos

1 | El aprendizaje en tres etapas (Jerome Bruner)

Concreta
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Fundamentos metodologicos

El aprendizaje en tres etapas (Jerome Bruner)

; Cuantas manzanas hay?
- - -
- - - - - -

(2) Pictérica (grafica, visual)
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Fundamentos metodologicos

El aprendizaje en tres etapas (Jerome Bruner)

27 +5=304+2 =
(3) +
3+ 2
4x3=12
CPA

Abstracta (simbdlica)
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Fundamentos metodologicos

El aprendizaje de los procedimientos y la comprension

de los conceptos deben trabajarse en paralelo.

Richard Skemp: Relational understanding and
instrumental understanding (1976)

27 +5=30+2 = 27
' +

I/A
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Fundamentos metodologicos

Variedad en las presentaciones (Zoltan Dienes)

La comprension de un concepto es mejor si se presenta
desde distintos puntos de vista.

T N

p §

+10

52 + 15 =

D2
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Fundamentos metodologicos

El andamiaje y la zona de desarrollo préximo (Vygotsky)

En lugar de ir diciendo al alumno “esto se hace asi’, se le
proponen actividades que estén en su
zona de desarrollo proximo.

DO | =
Qo |
@)
@)
@)
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Fundamentos metodolégicos (resumen)

o El aprendizaje en tres etapas (Jerome Bruner)

¢ El aprendizaje de procedimientos y la comprension de los
conceptos deben ir en paralelo (Richard Skemp)

¢ La importancia de la variedad en las presentaciones (Zoltan
Dienes)

¢ El andamiaje y la zona de desarrollo préximo (Lev Vygotski)

Y un elemento adicional:

¢ La importancia de la verbalizacion.
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. os inicios con los numeros

En este curso nos vamos a centrar en los inicios con la
aritmética y en la resoluciéon de problemas.

i Cudl es (o deberia ser) el objetivo fundamental de
aprendizaje (sobre nimeros) durante la educacién infantil?

El desarrollo del sentido numérico.

i Qué es el nimero tres?

La lectoescritura de los niumeros requiere cierto trabajo
(que no tiene contenido matematico).

Dedemos aprender a contar (memorizar la secuencia
numérica) dotando a la actividad de significado.
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Los inicios con los numeros - El sentido numérico

x El concepto de tres es “lo que tienen en comin” estos
conjuntos.
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. os numeros conectados

Total

AR, @

o000 / N\
@ ©®

Parte Parte

“number bonds”

cuatro y tres son siete

(esto deberia ser previo a la suma)
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Nidmeros conectados y policubos

Total

Herramienta virtual (gratuita) @ @

https://www.didax.com/apps/unifix/ Parte Parte

Regletas
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Descomposiciones numéricas

« Muy importante trabajarlas en profundidad.

)

NG 4

\

\

_/

/
\

https://mathsbot.com/manipulatives/hungarianFrame¢

Rejilla hingara
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https://mathsbot.com/manipulatives/hungarianFrame

La subitizacion

“contar sin contar’

©0
© 0

+ Es una habilidad que conviene trabajar (con actividades
adecuadas a la madurez de los alumnos, por supuesto).

x También puede ayudar para trabajar la descomposicion de
los numeros.
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Descomposiciones del 10

* Serdn especialmente importantes cuando los niimeros

crezcan.

@0
@
X

Tarjetas
de
puntos

Ihttps:/ /www.mathlearningcenter.org/resources/apps |

BLM 5
Dot Cards (c)

Copyright © 2014 Pearson Education, Inc. Al fighls resened,
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https://www.mathlearningcenter.org/resources/apps

Comparar conjuntos

x Importante para el desarrollo de

1 i Hay los mismos?
) m O
m—O
] O
b) A -
-
——
A—— m
c) ® O ]
® ]
Q‘ ]

2

c)

sentido numérico.

i Dénde hay mas?

De https://masideas-menoscuentas.com /2014 /09/04 /libro-de-1o-de-primaria/
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Materiales

policubos

cubos encajables
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Formas de sumar

1. Sumar contando.
a) contar todo.
b) contar desde un sumando — el mayor.

2. Sumar sin contar.

Fundamental desarrollar estrategias antes de empezar con
el algoritmo tradicional.

Hay que trabajarlo de forma gradual, primero hasta el 10.

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Estrategias de Iniciacion a la suma

0000

x Rejillas numéricas
(grupos de 5).

000 | |

x Otras estrategias: usar los dobles, la compensacién ...

+ El uso de materiales es fundamental.

4 +5=4+4+1=

5+3=4+4=

Pedro Ramos. Matemdticas Singapur.



Actividad: suma de dos nimeros de una cifra

x Piensa diferentes estrategias para calcular 8 + 5.

8 + b = “diezy tres”

https://www.mathlearningcenter.org /resources/apps |

Pedro Ramos. Matemdticas Singapur.


https://www.mathlearningcenter.org/resources/apps

El nimero de dos cifras
x Enfoque “tradicional”: abaco y fichas de colores

x Alternativa: hacemos grupos de diez.

Los materiales, de nuevo fundamentales.

decenas y unidades

o
@

se escribe doce

E 8 19 diez y dos

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



El nimero de dos cifras

x Bloques de base 10

* Una alternativa online:
https://apps.mathlearningcenter.org/number-pieces/

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



https://apps.mathlearningcenter.org/number-pieces/

Algoritmos de la suma

x j Qué algoritmos para la suma son Utiles si creemos que
el aprendizaje de los procedimientos y la comprension de
los conceptos deben trabajarse en paralelo?

x Primero, lo que no me parece

. 11
una buena alternativa.

574
369
943

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Algoritmos de la suma

x Hay formas muy distintas de presentar el “algoritmo
tradicional” .

Tabla de valor posicional

decenas unidades
dieces unos
(e | 8 O O 37

ey | DI T
ey (7
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Actividad

x Utiliza los bloques de base 10 para representar estos
nimeros, y calcula estas sumas, haciendo con los
materiales los reagrupamientos (llevadas) necesarios.

47 363
+25 T174
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Algoritmos de la suma

x Y hay algoritmos “alternativos”:

36 + 43
Quedan | Suma

36 43
6 30 49
1 29 50
9 20 59
20 0 79

ABN

x Temas para la reflexidén: jventajas e inconvenientes? ;Es
necesario el estudio de un algoritmo “formal”?

Pedro Ramos. Matemdticas Singapur.



| a resta

“De 9 quitamos 3" 21312l 6 X
9-3=

“Del 6 al 9 van ..." 112[3|4|5|6|7|8]9
90-6=

x Hay que trabajar los dos significados.

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



1. Restar contando.
a) restar quitando.

Formas de restar

b) contar desde el menor.

2. Restar sin contar.

Fundamental desarrollar estrategias antes de empezar con
el algoritmo tradicional.

x La conexidn con la suma es fundamental.

x Los numeros conectados son una herramienta muy util.

3

v
AN

3+95=28 8—H=3
O0+3=28 8—3=20
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Actividad

+ Piensa estrategias para calcular 14 — 6 (sin contar).

/6 14 —6 =
¥\
14\ '
“Quitar de 10"
14 —6 =
10—-6=4
¥\ '\
4 10 4+ 4 =28

Pedro Ramos. Matematicas

Sin

gapur.



Algoritmos para la resta

El algoritmo tradicional 6 4
(en Espana) T 48
16
+ Una alternativa (ya bastante extendida 6 4
en nuestras aulas): 48
% ZL dieces unos dieces UNOS
Tty
aadaagass @ & CLTTTe ? &
4 8 ey 58 | 77| o 7 &
o (FIFFTTTry T 09994
() | ™ ) 09990

x Restamos quitando — solo representamos el minuendo.
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Actividad

x Utiliza los bloques de base 10 para calcular estas restas,
haciendo con los materiales los reagrupamientos necesarios.

53 403
18 137
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i Algoritmos alternativos?

* j Existe para la resta un analogo de este

algoritmo para la suma?

x Algoritmo ABN para la resta.

437 — 248
Quito | Quedan | Restan
8 240 429
29 211 400
100 111 300
11 100 289
100 0 189

| 437 — 248 \

Pongo | Tengo
12 260
100 360
40 400
30 430
7 437

Pedro Ramos. Matemdticas Singapur.



i Y el “calculo mental”? (Calculo razonado)

x Los numeros conectados y la recta numérica vacia son
excelentes herramientas para desarrollar estrategias de

calculo flexible.

x Piensa diferentes estrategias para calcular:
a) 123 + 45 c) 145 — 28
b) 98 + 137 d) 203 — 106

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



En 3.°, el grupo de mil

x Representar los nimeros de 4 cifras con
los bloques de base 10 empieza a ser
poco manejable.

Es prematuro prescindir de un apoyo en «.
la representacién (al menos para o A
algunos alumnos).

+ Las fichas numéricas (number disks) son una buena
alternativa.

N N I
h ._q_____,/
— _r/ - )
. . o) &
A .___\_____./ a

1

https://mathsbot.com/manipulatives/placeValueCounters
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https://mathsbot.com/manipulatives/placeValueCounters

Resolucion de problemas

x Y este problema ... jes de sumar o de restar?

x Una herramienta muy util: el modelo de barras.

Paula Mario

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Partes - Total
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Observaciones

Para que el modelo sea efectivo hay que introducirlo y
trabajarlo adecuadamente.

En el paso de representar 15 unidades explicitamente a
representarlas con una barra hay una abstraccion a la que
hay que prestar la atencion necesaria.

En este modelo el alumno se centra en las relaciones, no en
los objetos ni en las cantidades descontextualizadas.

Los objetos son representados mediante rectangulos, un
rectangulo es un objeto facil de dibujar, de dividir. Util para
representar nimeros mas grandes y mostrar relaciones de
proporcionalidad.

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Modelo de comparacion

x Alicia tiene 17 munecos y Benito tiene 25 munecos. jQuién
tiene mas munecos? j Cudntos mas?

*x Rosa tiene 35 euros. Sabemos que Rosa tiene 14 euros mas
que Luis. jCuanto dinero tiene Luis?

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Problemas

1. Un pastelero ha hecho 35 bollos rellenos de chocolate, y
también ha hecho bollos rellenos de crema. Sabemos que
ha hecho 19 bollos de chocolate mas que bollos de crema.
a) iCuantos bollos de crema ha hecho el pastelero?

b) iCuantos bollos ha hecho en total?

2. Jaime tiene 15 euros mas que Lucia y entre los dos tienen
97 euros. jCudnto dinero tiene cada uno?

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Problemas

1. Luis tiene 316 euros y su amiga Marta tiene 488 euros.
; Cudnto tiene que darle Marta a Luis para que los dos se
queden con la misma cantidad de dinero?

2. Tengo 765 euros y quiero repartirlos entre Alicia y Benito,
de manera que Alicia reciba el doble que Benito. j Cuanto
dinero recibird cada uno?

3. Lisa tiene 128 euros y Pablo tiene 97 euros. Se compraron
dos abrigos iguales, y después de pagar Lisa tenia el doble
de dinero que Pablo. j Cuanto les costo el abrigo?

4. Marta tiene el doble de dinero que Pablo, y Juan tiene 13
euros menos que Marta. Si entre los tres tienen 192 euros,
jcuanto dinero tiene cada uno?

+ Curso introductorio al modelo de barras (en abierto):

https://sites.google.com/view/modelodebarras/home

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.
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Dificultades en la resolucion de problemas

Enunciado
"""'--....._,...—-"""' (Lectura)
Lectura » l

(Descodificacién)

~— Busqueda de relaciones

entre los datos del
T ~——] problema

Comprension EE— *

v Elaboracién de un

esquema/representacion
T ~—~—— mental del problema

B |

Transformacion

"""--....____‘__..a-""‘ Transformacién

en un modelo

-"""""--....—--""""’ matematico

Procedimiento - l

V Implementacién: biisqueda de

soluciones de acuerdo con el

V modelo matemitico creado

Codificacion - * l

~— Solucién: conexion de la

solucién final encontrada | ——
con los datos del problema

Figura 2.2: Jerarquia de errores de Newman integrada con las fases de resolucion de
problemas.

Arantzazu Fraile Rey: El desarrollo de actitudes valiosas para la resolucién de
problemas en Educaciéon Primaria. Tesis Doctoral. Universidad de Alcala
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La multiplicacion

*x §COomo se puede introducir?

x Una opcidon: “multiplicado por”

IX4=3+3+3+3

x La alternativa: “veces”
3 X 4 significa 3 veces 4 ® e \ 96 oo

3x4=4+4+4

Pedro Ramos. Matemdticas Singapur.



|as tablas...

x La interpretacion del signo x vy las tablas de multiplicar:

2 X 1=
2 X 2=
2 X 3=
2 X 4 =
2 X D=

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Veces <+ Multiplicado por

x A nivel internacional, no hay mayoria clara.

x Controversia en el periddico.
i Por qué no es lo mismo 5 X 3 que 3 x 57

http://verne.elpais.com/verne/2015/10/31/articulo/1446292460 |

x La ventaja de usar “veces' : inmediato de entender.

x Pero, ojo: “veces’ vy las tablas de multiplicar.

x Lo mas importante: evitar contradicciones.
;i El doble de 67

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.


http://verne.elpais.com/verne/2015/10/31/articulo/1446292466_900747.html

Aprendizaje comprensivo <> Memorizacion

1x92—=9 1 grupo de 2 es 2
1 vez 2 es 2

2 grupos de 2 son 4

2x2=4 2 veces 2 son 4
_ 3 grupos de 2 son 6
Ix2=0 3 veces 2 son 6
_ 4 grupos de 2 son 8
Ix2=8 4 veces 2 son 8
5% 2=10 5 grupos de 2 son 10
5 veces 2 son 10

x jAprender de memoria o aprender con la memoria?

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Modelos de la multiplicacion

1. Suma repetida.

Ix4=44+4+1
tres grupos de cuatro
tres veces cuatro

x Es el significado mas adecuado para la introduccidn
de la multiplicacion.
e Intuitivo
e conexion con la suma, ya conocida

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Modelos de la multiplicacion

2. Modelo de area.

4 <7
7T X 4

a) Muy util para entender varias propiedades de Ia
multiplicacion.
b) Conexidn con la geometria.

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Modelos de la multiplicacion

3. Modelo de proporcionalidad, escalado.

Multiplicado por: si leemos 5 x 2 como
“cinco multiplicado por dos”, jqué significa?

a) Conexidn con la divisién: multiplicar por 3,
operacion inversa a dividir entre 3.

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Modelos de la multiplicacion

4. Modelo combinatorio.

Si tengo 3 pantalones y 4 camisetas, jde cudntas formas
distintas puedo vestirme?

a) Es un modelo importante en resolucién de problemas y
con varias aplicaciones.
b) Accesible a los alumnos desde el principio de primaria.

c) Poco trabajado en Espaiia.

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Problemas

x Si tengo 3 pantalones, 4 camisetas y 2 gorras, jde cudntas
formas distintas puedo vestirme?

x ; Cudntos numeros de 3 cifras empiezan por una cifra impar
y son multiplos de 57

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Propiedades de la multiplicacion

* Conmutativa

x (jo: no es nada intuitivo que 4 veces 7 sea igual que
[ veces 4 ....

DE @E  omerer
DODODEE Twwtor

* Modelo de area.

2
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Propiedades de la multiplicacion
x Propiedad distributiva

* i Qué sentido tiene en primaria?

x En los libros de texto ...

7Tx(345) = Tx34+7x5
\/ \/ \/
7 X8 21 + 39

\/ N/
56 56

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Propiedad distributiva

x Fundamental para:

i) manipulaciones algebraicas: 2(z + 3) = 2x + 6

i) cdlculo natural (pensado, mental):

12 x 7 =

iii) algoritmo tradicional (y otras variantes) de la
multiplicacion.

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Hacia el algoritmo de la multiplicacion

x Una cuestidon previa: 8432 x 10 = 84320
i Por qué?

+ Los materiales (en particular, los bloques de base 10)
siguen siendo muy Uutiles.

3 X 24 =

O O
O O
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El modelo de area

x Una excelente ayuda para la comprension de las
propiedades y para la introduccidén del algoritmo.

17

O6x 17T =060x10+060X%x 7

10 7

OO0 b | X =
N O N O N
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Algoritmos de la multiplicacion

x ;Y si queremos multiplicar por un nimero de dos cifras?

* Una i1dea: usar el modelo de area.
(El video enlazado es de la Khan Academy.)

3 7 (80+7)><(20+5):
x 2 b
3 5
< 80 > [ >

4 0 O A

1 4 O 20
+ 1 6 0 O

2 1 7 5 55

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.


https://es.khanacademy.org/math/cc-fourth-grade-math/cc-4th-mult-div-topic/cc-4th-area-models/v/area-model-for-multiplication

Algoritmos de la multiplicacion

El tradicional Productos
explicado parciales
3
8 7 X2
X 2 b 3 5
4 3 5 4 0 O
+ 17 410 1 40
1 6 0 0
2175 i
2 1 7 b
<—8O ><-7.
+
20
Ll
5
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Problema (3° Primaria)

x Nos dicen que Juan pesa 5 veces mas que su perro, y que
entre los dos pesan 42 kg. jCudnto pesa cada uno?

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



La divisidon
x “Dividir es repartir’.  jSiempre?

1) Luis lleva 20 caramelos al colegio y quiere repartirlos
entre 4 amigos. jCudntos caramelos le da a cada

amigo’
2) Luis tiene 20 caramelos y hace bolsas con 4
caramelos. jCudntas bolsas puede hacer?

x El segundo significado es la divisiéon de agrupamiento.

Tiene el sentido de “hacer grupos iguales”.
(No se trabaja lo suficiente en nuestras aulas).

Relacién con medida: jcudntas veces “cabe” 4 en 207

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Inventa dos problemas

camisetas

96 euros 16

x En uno de ellos, la division debe tener sentido de reparto;
en el otro, de hacer grupos.

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Introduccion a la division

x Con los puntos de las figuras:
1. Haz dos grupos iguales.
2. Haz grupos de dos.

1 2

©0O0 OO0
©0O0 OO0
©0O0 OO0
© O
©0O0 OO0
©0O0 OO0
©0O0 OO0
© O
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Multiplicacion y division
x Es Importante trabajar la relacion entre multiplicacion y
divisién, como operaciones inversas.

(Incluyendo también la diferencia entre reparto y
agrupamiento)



Division con resto

+ Division entera (con resto, o euclidea)

Dados dos niimeros naturales D (dividendo) y d (divisor),
existen unos (inicos niimeros naturales ¢ (cociente) y r
(resto) tales que

D=cxd+ry 0<r<d.

x ldea de cualquier algoritmo de division:

Aproximar por defecto el dividendo por multiplos del
divisor.

16 = X 3+

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



D=cxd+r

x Ventajas de esta notacion:
* se adapta muy bien al calculo mental y la estimacion:

140 = X 9 +

x ayuda a entender el significado de la divisién (y de sus
resultados, el cociente y el resto)

x Problema: Un astronauta empezé su viaje un martes a las
9 de la manana. Si el viaje durd 115 horas, jqué dia y a

qué hora aterrizd?

x jQué dia de la semana serd dentro de un ano? jPor qué?
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Introduccion del algoritmo

x Repartimos 17 caramelos x Con 17 caramelos hacemos
entre 3 amigos. bolsas de 3 caramelos.
1. jcuantos caramelos le 1. jcudntas bolsas salen?
damos a cada amigo? 2. jcuantos caramelos
2. jcuantos caramelos sobran?
sobran?
173 ofofofe
1515 olefo o
— °
@jlo|eo|e
(Notaclon parafa | y7.3-5R2 | 17=3x5+2
divisiéon?
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Algoritmo de la division: introduccion

x También aqui debemos apoyarnos en los materiales, al
principio.

* Queremos hacer la divisidon 64 = 2. '5':':':'5'5'2'5'2'501
, . eadaaaaan) o O
i Como la interpretamos? aaaaaaaas) 9 &
AARARAREE
AARARAREE

* i Y si queremos hacer la divisién 52 =47
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Divisiones en 4° — Singapur

0 2184 |7
21 312
08
T
14
14
0

+ Los divisores de dos (o mas) cifras han desaparecido del
curriculo (ya hace algunos anos).
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Algoritmos de division

x Algoritmo tradicional: dos versiones.

Algoritmo “usual”

Algoritmo “extendido (“comprimido” )

6 4 0 | 2 3 6 4 02 3
—4 6 2 7 180 27T
1 8 0 1 9
~—_
~1 6 1
1 9
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j Otros algoritmos?

ABN

Una propuesta

4 2 7 15 4 2 7 15 4 2 7 15
~1 5 0 10 ~3 0 0 2 0 -3 7 5 2 5
2 7 7 1 2 7 + 8 5 9 + 3
~1 5 0 10 -1 2 0 | 9% - 45 | 9%
1 2 7 7 7
—1 2 0 + 8
7 28

Algoritmo de los “cocientes parciales”
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j Otros algoritmos?

x Basado en las descomposiciones de nimeros:

17 -
N\

ONO

*x Haz estos calculos con los algoritmos indicados:
i) 147 + 8, descomponiendo y con cocientes parciales.

ii) 1347 -+ 26, con cocientes parciales.
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L as fracciones: un objeto, varias interpretaciones

(1) Parte de un todo ED:D:I

Hemos coloreado los 3/5 de ...

(2) Una cantidad, una medida
(un ndmero, un punto de la recta numérica)

3 1/4 3/4
i - 2 ——t—— } /
4 0 1 2 3
El denominador fija la unidad El numerador, cudntas unidades tomo

(3) Un reparto (division) |:I
Queremos repartir 3 :I

chocolatinas entre 5 ninos.

i A cuanto toca cada uno? :I
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Importante en el aula

x Para entender un nuevo concepto, es importante ver
ejemplos positivos y negativos.

o . Qué figuras estan divididas en cuartos?

A (AN o T ]
wwol) PrE

o :Qué figuras representan %D &? Rodea con diferentes colores.

D a K
> B A ED
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Algunos ejemplos

* He comido 1/3 de los bombones de una caja y me quedan
12 bombones. jCuantos bombones tenia la caja?

L

12 bombones

x Lucia tenia la misma cantidad de cuentas rojas que azules.
Usé 3/4 de sus cuentas rojas y la mitad de sus cuentas
azules para hacer un collar. jQué fraccién del total de sus

cuentas ha usado para hacer el collar?
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Definicidon de fraccion

x Una fraccion es una expresiéon de Iaya% donde a y b

son nuimeros enteros y b # 0.
numerador denominador
no es un
ndmero

N | —
|

1 medio + 1 tercio =
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L i
D 0 2/3 |
Parte de un todo Punto de la recta numérica

x Las dos interpretaciones son necesarias.

Lo mas conveniente es empezar por la primera
Interpretacion, e introducir la segunda en cursos posteriores.
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Fracciones equivalentes

« Las fracciones 2/3, 4/6, 6/9, ... representan la misma
cantidad.

Diremos que son fracciones equivalentes.

@9 §§ % | 23
4/6  6/9 |

4/6
2/3

0 6/9 1
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Fracciones equivalentes

x Es un concepto bdasico, y es fundamental que se entienda
bien.

I
T

Y 2N
OIS Wl N
\—/4
OO‘OO

x Una herramienta muy atil: el muro de fracciones.

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Muro de fracciones

1
1 1
2 2
1 1 1
3 3 3
1 1 1 1
4 4 4 4
1 1 1 1 1
5 5 5 5 5
1 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6
1 1 1 1 1 1 1
7 7 7 7 7 7 7
1 1 1 1 1 1 1
8 8 8 8 8 8 8 8
1 1 1 1 1 1 1 1 1
9 9 9 9 9 9 9 9 9
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
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x Fracciones equivalentes: —

>k

Propuestas de actividades
2

Comparacién de fracciones:

Ol v~
| Ot

Suma de fracciones:

_|_

_|_

N | — O | —

CUW  wlir &+

Descomposicidon egipcia:

https://toytheater.com/traction-strips/
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Propuestas de ejercicios
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Comparacién de fracciones

x Muy relacionada con la equivalencia.

Si queremos que los alumnos comprendan, y no que
memoricen, hay que huir de “recetas’ y comparar usando
representaciones graficas (o fisicas).

+ El caso mas sencillo: mismo denominador.

[T [ [ 1]
[TTTT[T]

| b~ W
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Comparacién de fracciones

* Siguiente paso: mismo numerador.

LT [ T[]
LT T[T ]]

x Después: comparacién con una fraccidén conocida:

ol W | W

3 2 7T 8
) 1Y 5 b)3Y 3

+ Busca un razonamiento para el caso b) que se puede

I . | 1o 22
eneralizar, por ejemplo, para comparar — y —.
g por €jemplo, p P 16 y 93
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Fracciones equivalentes: caso general

S valentes las fracci 5 125
X ) O0N equivalentes |Ias Tracciones — — !
0N €4 147 21

x j COdmo podemos comparar ! 137
‘ P Parar 75 ¥ 53

* jSon actividades adecuadas para primaria?
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Suma de fracciones

x Un posible problema del enfoque mas extendido:
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Suma de fracciones

x En lugar de “dar la receta”, ayudar a dar pasos hacia ella.
(Zona de desarrollo proximo — Vygotsky)

1+2_ | B
6 3 6 6

x

Es importante, al principio, mostrar el significado de lo que

hacemos.
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=~ 9

N | —
[ =
= DO
H~ [ =

Fracciones
relacionadas

DO | —
H
E
E
H



Resta de fracciones (mismo denominador)

: o

XXX

2 ITAN
| =

|
Ol W

x Dos amigos compraron una tarta y se comieron entre |los
dos 3/4 de la tarta. jCuanta tarta sobré?

3 1
=171 XXX

3 4

- . . 1
+ jEs necesario/conveniente escribir 1 — — = —
4 4

_s_ 1
1

1
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Qo | W

g

Resta de fracciones
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El caso general

x i Qué denominador utilizar?

| =
S| =

x Una reflexion pendiente: la complejidad de los calculos que
pedimos en cada etapa.

+ Las representaciones (concretas, visuales) ayudan cuando
0s nuimeros son pequenos. En cierto momento, hay que
avanzar al terreno puramente simbdlico.
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Fracciones impropias

.0
x § Qué significa Z?

1/4 7/4

0 1 2 3

. a recta numérica

7 3
* Ayuda a entender que i 1+ T

i Nimeros mixtos?

x Esta interpretacion sera especialmente util cuando
aparezcan los numeros decimales.
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Modelo de barras y fracciones

1. En una hora se llenan 5/7 de un depésito. j Cuanto tiempo
tarda en llenarse el depdsito completo?

2. Una barra de 108 cm de largo se partié en dos piezas. Si
sabemos que 3/5 del trozo mas grande miden lo mismo
que 3/4 del trozo mas pequeiio, jcual es la longitud de
cada uno de los trozos?
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Problemas

1. Luis y Nuria hicieron tarjetas durante dos dias. El sabado
Nuria hizo 19 tarjetas mas que Luis. El domingo, Nuria
hizo 20 tarjetas, y Luis hizo 15. Al acabar los dos dias,
comprobamos que Nuria hizo 3/5 del total de las tarjetas.
; Cudntas tarjetas hizo Luis?

2. Al principio teniamos el triple de zumo de naranja que de
zumo de pina. Después de bebernos 270 ml de cada hay 9
veces mas de zumo de naranja que de zumo de pina.

; Cuanto zumo de naranja habia al principio?
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Multiplicacion de fracciones

x Desde el punto de vista del algoritmo, multiplicar

fracciones es mas sencillo que sumarlas.
Sin embargo, desde un punto de vista conceptual es mucho

mas complicado.

*x Vamos a Ir paso a paso:

2
1) DX —
i) ;

Es importante cdmo la interpretamos, como la
verbalizamos.

“cinco veces dos tercios’

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Multiplicacion de fracciones

2
ii) Fraccién de una cantidad: 3 X 12.  dos tercios de doce

- v
- o W

@O 66

x El procedimiento que luego usamos deberia respetar esa
Idea.

; Como lo haria un alumno al que
no le damos “instrucciones’ ?

* Ademas, estamos descubriendo que multiplicar por 1/3 es
equivalente a dividir por 3.
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Multiplicacion de fracciones

2
iii) ¢Y qué pasa con 3 X 57

dos tercios de cinco

Un requisito previo es haber entendido la fracciéon como

1 D
division, — X9 =—.
vision, y que 3 3

SENNENSEREREEEE
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Multiplicacion de fracciones

X b. “Dos veces un tercio de cinco’

T PP P T ]

x Como podemos ver, “dos tercios de cinco vale lo mismo
que cinco veces dos tercios' .

Wl N

x Pero no significa lo mismo:

Piensa dos problemas, uno que se resuelva con la operacion

b veces 2/3" y otro que se resuelva con la operacidn
“2/3 de b".
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Multiplicacidon de fracciones. Modelo de area

x Multiplicacidon de nimeros naturales.

4 x7
4
7 x4
7
x Queremos que siga siendo
cierto para fracciones. :
2 o g .
— X - = — ... .......... SRPTTTN ST
4 5 20
0 3/4 1
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Multiplicacion de fracciones. Modelo de area

2 3 . .
¥ p X g significa también 2/5 de 3/4.

1

2/5

i3/4 de 2/5 es lo mismo
que 2/5 de 3/47
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Divisién de fracciones: primeros ejemplos

+ Cuando el divisor es un nimero natural:

1
— 2=
5
3
Sio=
5

x Empezar asi muestra que no todo es “raro” cuando
aparecen las fracciones.
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Divisién de fracciones: primeros ejemplos

x Plensa un problema o situacidon que le de sentido a la

1
operacion 3 : 5"

x Con ejemplos como éste se trabaja que dividir entre 1/n es
equivalente a multiplicar por n.

1
tig=dxa=12 [ [TJTTTTTTTT]
3

Pedro Ramos. Matematicas Singapur.



Siguiente paso

+ j Cuantas botellas de 2/3 de litro se pueden rellenar con 5
litros de agua? Calcula el resultado de manera grafica.

L L]

+ Buscando un procedimiento general. Calcula (graficamente)

2 3 2
1: — b) 1: — 1: —
) 1 b) 1:0 9 1::
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Procedimiento general

+ § Cudntas botellas de 2/3 de litro se pueden rellenar con 5
litros de agua?

1/
gbotellas
2 3 15 1

es decir, para dividir por una fraccién, se multiplica por su
inversa (la fraccién “dada la vuelta™)
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Otra opcién: comun denominador

7 1
x Calcula la division de fracciones 1 = 5 reduciendo a

comun denominador e interpreta graficamente el
procedimiento.

x Dos opciones para la division de fracciones:

3 2 3 o 15
1. 22 =2x =0

4 5 2 8
, 3.2 15,8 15

4 5 20 20 8

* i Ventajas e inconvenientes?
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+ Un recurso: plantillas variadas (en inglés).

Ihttps:/ /www.learningresources.com/media/pdf/lr/resources/Encyclopedia-of-Math-Blackline-Masters.pdf
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