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Razonamiento en el aula
; COmo trabajar la comprensién y el razonamiento en el

aula de matematicas?

Podemos aprender mucho de lo que se conoce como
“Matematicas Singapur’ '

; Qué hacian alli hace 50 anos? (video)

>k

Sus errores:

1. Exceso de calculos largos y tediosos.

2. Aprendizame de procedimientos sin entenderlos.
3. Enfoque memoristico (sin comprensién).



https://www.youtube.com/watch?v=Lu2o_9LjWlw&t=161s&ab_channel=PedroRamos

“Matematicas Singapur”

* Sintesis de ideas cldsicas y bien conocidas en Didactica de
las Matematicas.

1. El aprendizaje en tres etapas (Jerome Bruner).

Concreta — Pictérica — Abstracta

2. El aprendizaje de los procedimientos y la comprension de los conceptos
deben trabajarse en paralelo.

Instrumental understanding & relational understanding (Richard
Skemp)

3. Variaciéon (en presentacion de conceptos, en formas de resolver un
problema).

Zoltan Dienes, George Pdlya

4. El andamiaje y la zona de desarrollo préximo.
La importancia de la verbalizacion.

Lev Vygotsky



. a mentalidad de crecimiento

Growth mindset.

Mucha evidencia desde la psicologia cognitiva. Carol Dweck

Un resumen de un minuto:

e Mentalidad fija: soy bueno en matematicas, soy malo en
matematicas (o en otra disciplina).

e Mentalidad de crecimiento: con trabajo y esfuerzo puedo
mejorar.

M3s informacion:
https: //www.youcubed.org/resources/mathematical-
mindsets/

(La pagina youcubed.org tiene muchos materiales interesantes)



https://www.youcubed.org/resources/mathematical-mindsets/

j Desde dénde empezamos en 1°ESQO?
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Divisibilidad

x Divisores. |j Factores?

* La conexidon con la
geometria, de nuevo
util.

Refuerza la conexion
multiplicacion <> division

———— 12

< 3 >
A }
4
: v

Y

24 =12 x 2
=8 X3
=06x4

=24 x 1




Divisibilidad
x Ndmeros primos.

+ Descomposicién en factores primos. (Factorizacién).

i Cudl es el procedimiento mas adecuado?



Reglas de divisibilidad

% i Son necesarias? jConvenientes? jCuales y cémo?



Lista de divisores

* Encuentra todos los divisores de 48.



Lista de divisores

+ Los divisores (factores) como combinacién de factores
primos.

%+ 60 = 22 .3-5. ;jDivisores de 607

/ \ / \ / \
3[] 3[] 3{}
5[1 l 5[1 l 5[] l 5[1 5 1 5[} l 5[} 51

BERRERRRREN

1 D 3 15 2 10 6 30 ! 20 12 60




Contando los divisores

* j Cuantos divisores tiene 727 ;Y 3607
72=2%.3>  360=2°-3°-5

x jPuedes encontrar niumeros que tengan 15 divisores?

(Posibles actividades de ampliacién)



El problema de las taquillas

x En un instituto hay 100 taquillas cerradas, numeradas del 1
al 100, y 100 estudiantes, también numerados. El
estudiante numero 1 entra y abre todas las taquillas. A
continuacion, entra el estudiante nimero 2 y cierra todas
las taquillas cuyo ndmero es multiplo de 2. En general, el
estudiante nimero k cambia el estado (abre la taquilla si
estaba cerrada, y la cierra si estaba abierta) de todas las
taquillas cuyo niimero es divisible entre k (e ignora el
resto). i Qué taquillas quedardn abiertas después de pasar
todos los estudiantes?



Maximo comun divisor

x El mayor divisor comun.

72 = 1 1 213|468 91218 24 | 36 | 72
78 — 1 | 2131 6| 13|26 39 78
mcd(72,78):

x El lenguaje y los procedimientos de calculo condicionan el
aprendizaje.



Maximo comun divisor

x A partir de la factorizacion.
72 =25 . 3°
8=2-3-13

x i Mayor divisor comun?

Inmediato, si hemos trabajado los divisores como
combinacién de factores primos.



Una propiedad util

* Si c es un divisor de a y de b, también es divisor de a — b.

x Util para el calculo del mcd cuando a — b es pequeno.

x Unos ejemplos de aplicacion:
. . . n—2 n—4 n-—28
e Si n es impar, las fracciones , , son
n n n

siempre irreducibles.
n—o

n

e Si n no es divisible entre 5, es irreducible.



Minimo comun multiplo

* Menor multiplo comdn. (mayor que 0)

mcm(10,6) =

0 10 20 30



Minimo comun multiplo

x A partir de la factorizacion.
3591 =3°-7-19

14994 = 2.32 .72 .17

mcm (3591, 14994) =



mcd y mcm

* Propiedad:  a-b=mcd(a,b) - mcm(a,b)

mcd

3591 x 14994 = (3% x 7 x 19) x (2 x 3% x 72 x 17)

mcm



Resolucion de problemas

x Tenemos 48 bolas rojas, 72 bolas azules y 108 bolas
amarillas. Queremos hacer collares iguales. j Cuantos
collares podemos hacer? j Cémo seran esos collares?

x Un faro emite su senal cada 28 segundos, y otro faro emite
su senal cada 32 segundos. Si los vemos coincidir en un
Instante, jcuanto tendremos que esperar para verlos
coincidir de nuevo?

x Explicar adecuadamente la resoluciéon del problema es
fundamental para mejorar la comprension.



Otras posibles actividades

; Cuantos puntos de
coordenadas enteras hay en el
segmento de extremos (0,0) y
(6,15)7

;Y en el de extremos (0,0) y
(21, 14)

Relacionar y conectar
conceptos es muy importante.

Encuentra todas las parejas (a, b) tales que
mcd(a,b) = 6 y mcm(a,b) = 72.
;Y si pedimos que mcd(a,b) = 12 y mcm(a, b) = 907

Aplicar una propiedad en los dos sentidos ayuda profundizar
la comprension.



mcd y mcm en contexto

x ¢ Cual es la relevancia de estos conceptos en el aprendizaje
de las matematicas en la ESO?



j Desde dénde empezamos en 1°ESQO?
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L.a recta numérica

+ Sitda (de forma aproximada) los nimeros 870, 6, 125, 483.

O O

0 1000

« Sitla (de forma aproximada) los niimeros 870100, 6005,
250037, 48025.

O O

0 1000000




L.a recta numérica

+ La suma y la resta en la recta numérica (vacia).

527 + 45 El clculo mental (calculo razonado)
45 — 18 “number talks”
425 — 37

x ;COmo y cuadnto hay que calcular?



El sentido numérico

x ;Como podemos hacernos a la idea de cuanto es 1 millon?

x Dos propuestas:

1. Si ponemos a 1 millén de personas en fila, jqué longitud
aproximada tendria la fila?

2. Una manifestacion “compacta”™ de 1 millén de personas,
i qué superficie ocuparia?

x Volveremos sobre este tema cuando hablemos de geometria
y medida.



La multiplicacion
x Las tablas de multiplicar.

No deberian convertirse en un obstaculo para los alumnos
con mas dificultades.

i Propuestas?

+956

Dados virtuales: https://dice.virtuworld.net/



https://dice.virtuworld.net/

La multiplicacion
x Las propiedades de la multiplicacién.

La propiedad distributiva.

4 <7

7T X 4

El modelo de area de la multiplicacién



La propiedad distributiva
17

< >

6 x17 =6 x (10+7)

=6x10+6X%x7 6

10 7

87 % 25 = (80+7) x (2045) =

< 80 > [ >




Preparacion al cuadrado del binomio

30 7

374 = (30 + 7)% =

30

x Para alumnos con gusto por el calculo: el calculo mental
del cuadrado de un nimero de dos cifras.
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Programa para hoy

* La mentalidad de crecimiento.

* i Desde dénde empezamos en 1° ESQO?

1. Numeros naturales — La division
Potencias

Raices

El modelo de barras

Fracciones

. Decimales

oG A W



. a mentalidad de crecimiento

Growth mindset.

Mucha evidencia desde la psicologia cognitiva. Carol Dweck

Un resumen de un minuto:

e Mentalidad fija: soy bueno en matematicas, soy malo en
matematicas (o en otra disciplina).

e Mentalidad de crecimiento: con trabajo y esfuerzo puedo
mejorar.

M3s informacion:
https: //www.youcubed.org/resources/mathematical-
mindsets/

(La pagina youcubed.org tiene muchos materiales interesantes)



https://www.youcubed.org/resources/mathematical-mindsets/

. a mentalidad de crecimiento

x Algunas observaciones basicas:

x § Como gestionamos los errores de los alumnos?
x ¢ Como elogiamos a los alumnos?

x La relacion motivacion desempeno

x Las tareas “low floor, high ceiling”

suelo bajo, techo alto

+ Dos referencias:
¢ Cecilia Calvo Pesce: tareas ‘‘ricas’

o D. T. Willingham: jPor qué a los ninos no les gusta ir a
la escuela?



La division
x § Qué significa la divisién 5 = §?

; Podemos plantear una pregunta, un problema, que se
resuelva con esta operacion?

x §Cuadl es el origen de la dificultad?

“dividir es repartir”



*x Queremos hacer 3 grupos *x Queremos hacer grupos de 3

iguales. fichas.
; Cudntas fichas habra en cada i Cudntos grupos podremos
grupo? hacer?

O 000 O 000
O 000 O 000

O 000 O 000
O 00O O OO

15 =3 1o =3



>k

>k

La division con resto

Problema: Un astronauta empezd su viaje un martes a las
O de la manana. Si el viaje duré 115 horas, jqué dia y a
qué hora aterrizd?

D=dxc+r

Mas intuitivo: 115 =|[3 x 24|+ 19

“3 grupos de 24"

Cdlculo “pensado’: 870 = X 360 +

Hoy 19/12/2021 es martes. j Qué dia serd el 19/12/20227



Un comentario sobre la multiplicacion

x "multiplicado por® ¢<—  “veces — grupos de”

* i Qué significa 2 x 37

x Creo que esto tiene implicaciones en el estudio de las
fracciones y en el algebra.



Potencias

x La conexién con la geometria es

fundamental.

5% 5 =5

—Tm—  «—7cm—

-

Ollem?| 1cmx1cm=1cm?

- C cm m m \9
%,

1 cm N



Potencias

1 cm

&

lcm ™

lcmxlecmx1lecm=1cm®

TXTXT="7




>k

>k

Raices

Estudiar una operaciéon y su inversa de forma conjunta
facilita la comprensién.

V16 = 4 porque 4 = 16 (4 x 4 = 16)

De nuevo, la conexién con la geometria ayuda.

i Cudnto mide el lado de estos cuadrados?

49 cm?



Raices

x /125 = 5 porque 5% = 125 (5 x 5 x 5 = 125).

j Arista’?

Vol = 64 cm?

+ Hasta aqui lo que deberia venir (desde mi punto de vista)
aprendido en primaria.



a”, n >3

x En nuestro curriculo:
e En 1°, exponente natural.
e En 2°, exponentes negativos.
e En 3°, exponentes racionales.

; Es eficiente?

+ La alternativa de Singapur:
e En 1°, solo se usa en factorizacion. Estudio muy
introductorio.
e En 3°, estudio general.

i Ventajas? jInconvenientes?



Propiedades
# B* x5 = (b xHxH5x5)x (hxHxbH)=

Es un contenido en que el método inductivo funciona bien.

x Dedicar atencion a los errores conocidos:
24 4 23 =

5% 5x5x5x5 x (53)2 =

*_
53 5%x5x5

* §Como trabajar los errores con la simplificacion?

DX H
5+ 2

Una idea:



Propiedades



Raices

x Comprension — Estimaciéon — Cdlculo razonado

* i Qué sabrias decir de /5007 ;Y de /10007

x Con ayuda de una calculadora como la (B Cotculodors o e |
de la figura aproxima, con dos cifras
decimales, estas raices cuadradas:

VTS X




Raices

x j Cuanto mide el lado del cuadrado?

1 m



>k

>k

Factorizacion y raices

i Por qué es conveniente tratarlo?

441 =32 .77 — 441 =

5625 = 3%-5* — /5625 =

i Cdmo son las factorizaciones de los cuadrados perfectos?

V32 +42 =



El modelo de barras

72 > 49 —> <« 56 > ?

Modelo “partes — total”

< 81 > < 43

<—66—><—?—>

Modelo de comparacién

Los mas sencillos. Se introducen en 2° EP



Problema

x Marta tiene el doble de dinero que Pablo, y Juan tiene 13
euros menos que Marta. Si entre los tres tienen 192 euros,
jcuanto dinero tiene cada uno? (4° Primaria)



Problema

x Lucia tiene el triple de dinero que Pablo y cuando le da 37
euros pasa a tener el doble. j Cuanto dinero tenia Lucia al
principio?



Modelo de barras

x Herramienta de pensamiento visual.

x Serd de gran ayuda con las fracciones y con la introduccién
al algebra.



L as fracciones: un objeto, varias interpretaciones

(1) Parte de un todo E[[[D

Hemos coloreado los 3/5 de ...

(2) Una cantidad (un ndimero, un punto de la recta numérica)

3 1/4 3/4
(-. 7 S . } i i
4 0 1 2 3
El denominador fija la unidad El numerador, cudntas unidades tomo

(3) Un reparto (division) |:I
Queremos repartir 3 :I

chocolatinas entre 5 ninos.

i A cuanto toca cada uno? :I



Algunos ejemplos

x jQué fraccién del drea total esta coloreada en cada una de
las figuras?

(a) (b)

—
N
N ><

(c) (d)




Definicidon de fraccion

x Una fraccion es una expresiéon de Iaya% donde a y b

son nuimeros enteros y b # 0.

numerador denominador

no es un
nuamero

N | —
|

1 medio + 1 tercio =



*

2/3 0 0/3 1

Punto de la recta numérica

Parte de un todo
Cantidad — Medida

x Las dos interpretaciones son necesarias.



Fracciones equivalentes

+ Las fracciones 2/3, 4/6, 6/9, ... representan la misma
cantidad.

Decimos que son fracciones equivalentes.

4/6

C. 6. e. | | 2/3
2/3  4/6 69 |

0 6/9



Fracciones equivalentes

x Es un concepto bdasico, y es fundamental que se entienda
bien.

x Una herramienta muy uatil: el muro de fracciones.



Muro de fracciones

1
1 1
2 2
1 1 1
3 3 3
1 1 1 1
4 4 4 4
1 1 1 1 1
5 5 5 5 5
1 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6
1 1 1 1 1 1 1
7 7 7 7 7 7 7
1 1 1 1 1 1 1 1
8 8 8 8 8 8 8 8
1 1 1 1 1 1 1 1 1
9 9 9 9 9 9 9 9 9
1 1 1 1 1 1 1 1 1
10 10 10 10 10 10 10 10 10 10




Propuestas de actividades

. . 2
x Fracciones equivalentes: —

x Comparacion de fracciones:

S| Ot
| S

+ Suma de fracciones:

_|_

N | — O | —

_|_

e
e

CUW  wlir &+

x Descomposicion egipcia:

https://toytheater.com/traction-strips/



https://toytheater.com/fraction-strips/

Propuestas de ejercicios




Fracciones equivalentes

x Una vez trabajado el significado también es necesario llegar
a los procedimientos de todos conocidos, por supuesto.

T | :
><_3< 3 ) i3
9
x ;Y el caso general?
S ivalentes las fracci 5 12,
' alentes las fracciones — y —
jSon equiv | =Y 5



Comparacién de fracciones

x Muy relacionada con la equivalencia.

Si queremos que los alumnos comprendan, y no que
memoricen, hay que huir de “recetas’ y comparar usando
representaciones graficas (o fisicas).

+ El caso mas sencillo: mismo denominador.

x Siguiente paso: mismo numerador.

LT [ T[]
LT T[T ]]

ol W | w



Comparacién de fracciones

x Comparaciéon con una fraccién conocida:

3 2 7T 8
) 1Y 5 b)Y

* j Es atil comparar fracciones sin recurrir a los decimales?
i Por qué?



Suma vy resta de fracciones

x En lugar de “dar la receta”, ayudar a dar pasos hacia ella.

(Zona de desarrollo proximo — Vygotsky)

1+1_ | B
2 '3 6 6

x

Es importante, al principio, mostrar el significado de lo que
hacemos.

'

|
NI

_I_

N | —
=~ =
TN\

Fracciones
relacionadas

DN | —
E
E
E
E



Suma vy resta de fracciones

=~ | =

Ll
g8 |8 |8

x jQué hacemos si esto genera dificultades?



Suma vy resta de fracciones

4+ — =

1
x El caso general: ;

x La meta es poder trabajar en el terreno simbdlico.
En algin momento la representacion deja de ser necesaria.

* ¢ Un denominador comun o el minimo comdn denominador?

x Un tema importante para la reflexion:

Razonamiento y comprension <+—  Complejidad técnica



Fracciones impropias

.7
x j Qué significa Z?

1/4 7/4 .
— = La recta numérica
0 1 9 2
7 3
* Ayuda a entender que i 1+ T

i Nimeros mixtos?

x Esta interpretacion sera especialmente til cuando
aparezcan los numeros decimales.



Ejercicio
x Compara las fracciones 11/3 y 15/4 de varias formas,
tantas como sea posible.

(Recuerda, sin recurrir a ndmeros decimales).

. 37
x ;Y el caso general? Por ejemplo, il



Modelo de barras y fracciones

+ En una hora se llenan 5/7 de un depésito. j Cuanto tiempo
tarda en llenarse el depdsito completo?

x Al principio teniamos el triple de zumo de naranja que de
zumo de pina. Después de bebernos 270 ml de cada hay 9
veces mas de zumo de naranja que de zumo de pina.

; Cuanto zumo de naranja habia al principio?



Problemas

1. Una barra de 108 cm de largo se partié en dos piezas. Si
sabemos que 3/5 del trozo mas grande miden lo mismo
que 3/4 del trozo mas pequeiio, jcual es la longitud de
cada uno de los trozos?

2. Luis y Nuria hicieron tarjetas durante dos dias. El sabado
Nuria hizo 19 tarjetas mas que Luis. EI domingo, Nuria
hizo 20 tarjetas, y Luis hizo 15. Al acabar los dos dias,
comprobamos que Nuria hizo 3/5 del total de las tarjetas.
; Cudntas tarjetas hizo Luis?



Multiplicacion de fracciones

Desde el punto de vista del algoritmo, multiplicar

fracciones es mas sencillo que sumarlas.
Sin embargo, desde un punto de vista conceptual es mucho

mas complicado.

Vamos a ir paso a paso:

2
1) DX —
i) ;

Es importante cdmo la interpretamos, como la
verbalizamos.

“cinco veces dos tercios’



Multiplicacion de fracciones

ii) Fraccién de una cantidad: 7 X 12.

El significado de la fraccion es el
mismo que cuando hablamos de
“dos tercios de tableta de...”

x §COmo lo haria un alumno al que no le damos
“Instrucciones” ?



Multiplicacion de fracciones

2
iii) iY qué pasa con 3 X 57

“2/3 de 5"

00 - OO
00 00¢
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Programa para hoy

x i Desde dénde empezamos en 1° ESQO?

1. Numeros naturales
2. Potencias

3. Raices

4. El modelo de barras

5. Fracciones
6. Decimales



Multiplicacion de fracciones

Desde el punto de vista del algoritmo, multiplicar

fracciones es mas sencillo que sumarlas.
Sin embargo, desde un punto de vista conceptual es mucho

mas complicado.

Vamos a ir paso a paso:

2
1) DX —
i) ;

Es importante cdmo la interpretamos, como la
verbalizamos.

“cinco veces dos tercios’



Multiplicacion de fracciones

ii) Fraccién de una cantidad: 7 X 12.

El significado de la fraccion es el
mismo que cuando hablamos de
“dos tercios de tableta de...”

x §COmo lo haria un alumno al que no le damos
“Instrucciones” ?



Multiplicacion de fracciones

2
iii) iY qué pasa con 3 X 57

“2/3 de 5"

00 - OO
00 00¢



Multiplicacidon de fracciones. Modelo de area

1
3 2 6  dedia
— X - = —
4 5 20 —
2/5 | .......... ....................
0 3/4 1
1 . .
También aqui se puede ver
9 y 3 y s
ue - X — significa | U O SO SO
AR o

2/5 de 3/4.

i3/4 de 2/5 es lo mismo
que 2/5 de 3/47



Divisién de fracciones: primeros ejemplos

+ Cuando el divisor es un nimero natural:

1
— 2=
5
3
Sio=
5

x Empezar asi muestra que no todo es “raro” cuando
aparecen las fracciones.



Division de fracciones

x Plensa un problema o situacion que le dé sentido a la

2
operacion 5 : 3

]

x §Como se puede calcular 5: 3



Fracciones

*x He tratado de presentar el trabajo que se hace en Singapur
en Primaria.

* §COmo encaja todo esto en nuestro 1° ESO?



Decimales

1
3
° =03
10

6
—_—0,06
100

x La comprension de los decimales depende de la
comprension de las fracciones.

x La verbalizacion es muy importante.

x Ejemplo: comparar 0,6 y 0,15.



Representacion de los decimales

Fichas numéricas

/-_-\
® 09 00O

https: //mathsbot.com /manipulatives /placeValueCounterg



https://mathsbot.com/manipulatives/placeValueCounters

Representacion de los decimales

Bloques de base 10

https://mathsbot.com /manipulatives /blocks



https://mathsbot.com/manipulatives/blocks

Decimales y fracciones

x Es fundamental conectar bien las dos representaciones.
i Como conseguirlo?

x Trabajando con fracciones decimales.

2 3
5 4
3 _ 7
20 25

«x Comparar con el uso del algoritmo de la divisién.

x Las fracciones no decimales, posteriormente.



Decimales y fracciones

x La recta numérica es una herramienta muy util.

*x Representa estas cantidades en la recta de la imagen.

9 9 19




Aritmética con decimales: suma y resta

1,05 4 2,37 =
' ® ‘

ofo ® 00 g

x 3,15 — 1,87 =

x j Algoritmos tradicionales?
i Calculo mental /razonado + calculadora?



Aritmética con decimales: multiplicacion
£ 3.2.7 =

O
000 °

« 0,6-0,7 =

6 7 0,7 +
10 10

Fracciones:

Modelo
de

area




Aritmética con decimales: division

a) 1+2=
b) 1-+20=
c) 1-+200=




Aritmética con decimales: division

. . 3
x j Expresion decimal de ??



x j Algoritmos tradicionales?
j Calculo mental /razonado + calculadora?

Decompositions and all that rot
Stuart Plunkett

(1979)
Orange Yellow Green Blue
135+100 | 139+28 |[592+276 3964+ 7123
+4918+ 596C
85— 20 83— 26 592-276
5x 30 17x3 931x8 931x768

90+ 3 72+4 693+ 7 8391+57




Una propuesta para el debate

* Nivel 1"

a) 1,74+25 b) 206—14 «¢) 0,5-92 d) 3,14 =2

« “Nivel 2"
a) 12,7+3,65 b) 3,14—1,49 ¢) 0,7-19 d) 3,24 0,2

« “Nivel 3"
a) 127,38+ 35,65  b) 233,14 — 127,49  ¢) 3,14-192  d) 43,24 + 3,23

x Grupos de debate.



x jAlgldn aspecto mas de los nimeros decimales que os
parezca relevante en las aulas y que no hayamos tratado?
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Programa para hoy

* Los numeros enteros.

x La introduccion al algebra.



Los nimeros enteros

x Concepto abstracto.
En el siglo XVII, muchos matematicos no los consideraban
nUmeros.

* jEs conveniente introducirlos usando contextos reales, o es
mejor trabajar la abstraccién?

°C
+5 ¢

La temperatura a las 7 de la manana era de 3
grados bajo cero. Ahora es de 5 grados.
i Cudnto ha subido la temperatura?




Los nimeros enteros

¢ Los nimeros negativos, utiles en contextos cotidianos.
¢ La aritmética de enteros, creo que solo necesaria en el
contexto algebraico/matemadtico.

+ La recta de los enteros (niimero como cantidad)

-3 0 +5
— F————+——+————




Suma y resta de enteros

*x Veamos dos posibles representaciones:
¢ en la recta numérica.
¢ con fichas numéricas.

x Una cuestién previa: la confusion del sigho como operador
y el signo asignado al nimero.

—3+5 = (—=3) = (73)



Suma y resta en la recta numérica

* La suma de enteros

T L — (f2)+(73) =75
0 | h ; | " 24+3=5



https://www.wolframalpha.com/

Suma y resta en la recta numérica

+ La resta de numeros naturales en la recta numérica.

4 B




Suma y resta en la recta numérica

x La resta de enteros, analogia con los naturales.

(+3) — (74) =

(73) — (74) =

(73) — (+4) =



Suma vy resta: fichas numéricas
Una cara positiva,
® 1 © -
la otra negativa.

x Tres reglas sencillas:

a) Sumar es anadir.

b) Restar es quitar.

0@ @ — B




Ejemplos

Sobre la verbalizacidn,
j "‘tres negativo’ ?

i Quiza para alumnos
con dificultades?



La resta como diferencia

x Obsérvese que en este modelo no hemos tratado todavia el
significado de 5 — (—3) como “distancia” (con signo) entre
by —3.

x |La propuesta es tratarla en este momento, con problemas
del tipo de variacion de temperatura o ascensor.

Dificultad: el signo de la diferencia.



Grupos de debate

x Dos alternativas, ambas basadas en reglas sencillas de
comprender. jVentajas, inconvenientes?

x jLas dos ideas mas importantes?
& sumar un nimero negativo equivale a restar.
& restar un nimero negativo equivale a sumar.



El producto de nimeros enteros

+ Hay que darle sentido a una expresién como (~2) - (~3), es
decir, “—2 veces’ —3.

+ El resto de los casos, sencillos (al menos, pensados como
“veces").

(72)-(73) =
(72)-(73) =
(72)-(73) =



El producto de nimeros enteros

« Para (72) - (73): darle sentido a “multiplicar por ~1":

1. Un patron: (+3) - (=2) =
(+2) - (=2) =

(+1) - (-2) =

0-(=2)=

(1) (-2) =

2. Propiedad distributiva e idea de opuesto.



El producto de nimeros enteros

x Las fichas numéricas tienen dos caras, una positiva y otra
negativa. Por tanto, multiplicar por ~1 es “dar la vuelta”.

2 )= )

Similarly, the product (-2) x (-3) can be represented by ‘the negative of 2 groups

of =3":
sl cp | flip eJele
Z|6D €D €D| 2groups (D) (D)
6

f-3
(=2) x (=3) ©

Notice that (=2) x (=3) = —[2 x (-3)] = —(-6) = 6.

t 4

flip 2 groups of -3

Note also that (-2) x (-3) can be written as (=2)(-3) or —=2(-3).

+x Es importante observar que en este tema estamos utilizando los materiales
concretos para la compresidon del procedimiento, no para la comprension
conceptual.



Division de enteros

x La divisidn: creo que no es problematica, después de haber
trabajado el producto.

In primary school, we have learnt that 6 + 2 = == O X %z 3.
=i | )
Similarly, (=6) + 2 = Tj - _hKE = _L[};{%] =3
6
6+ ( z}l: __? = EI-.?-&'C_L2 — ﬁ}{(—%) =3
(=6)+(=2)= =6 x% L = —f % —l =3
I R 2 2 )~

Ejemplo de New Syllabus



Valor absoluto y desigualdades

* j Es el valor absoluto un concepto necesario en este nivel?

x Creo que la recta numérica es la mejor forma de trabajar la
ordenacién de nuimeros enteros.




NiUmeros enteros: observaciones finales

x En este tema hay ejercicios con una componente técnica
clara. Es importante reflexionar sobre el grado de
complejidad de las tareas que se proponen.

3. Find the value of each of the following.
@ 4+ (7)-(3)
(b) -3-5+(-9)

(c) 1-8-(-8)
d 2+(1)-6
e) 8—(-9)+1

f) -5+(-3)+(-2)
(8 6+ (-5)—(-3)
(hy 2-(-7)-8



Operaciones combinadas

x Ordenar las igualdades en columnas puede ser una buena
opcidn para evitar los problemas en el manejo del signo =.

(Combined Operations on Numbers)
Wﬂl’kﬂd Without using a calculator, find the value of each of
EXﬂmPIE the following.
@ 6-7+2x@4-3) (b (-2 -12+[2-(V25+3)]
Solution: o
@ 6-T7+2x(4-3%) (b) (-z}-*_1z+[z—{4£+;.)]
=6-T+2x(4-9 (power) =-8-12+[2-(5+3)] (power and root)
= 6-T+2x(-5) (brackets) =_8-12+(2-8) (brackets)
= 6-=T+(-10) (multiplication) =R —12=(-06) o
= —1 + (=10} (subtraction) =-8-(-2) (division)
= —11 (addition) =—8+2 (hrackets)

= -6 (acdition)



Una de cal y otra de arena...

| ] ] |
B LXR
8. Find the value of 5i+ - S 1 W : 2 .
3 Il+l--] 51 x 1—l+1-1-- +2-l—ll--
3 7 3 3 2 4 5

3. Insert+, -, x, + or brackets to make each of the following mathematical statements
true. The first one has been done for you.
@ B3+3)=3-3+3=1

b) 3 3 3 3 3=2
4333 -3=4
d 3 3 3 3 3=4
e 3 3 3 3 3=5
M 3 3 3 3 3=6



Otras propuestas de ejercicios

o —25 = -8+ 7

x j Preguntas o comentarios sobre nimeros enteros?

* jAlguna dificultad de aprendizaje sobre la que no hemos
hablado?



Introduccidn al algebra

x Se habian vendido todos los billetes para un viaje en tren
pero a ultima hora 12 viajeros cancelaron sus billetes y 7
viajeros compraron el viaje. j Cuantas personas hicieron el

viaje?

712+ 7 r— 124+ 7

x Dos areas de trabajo:

¢ Introduccion al lenguaje algebraico - modelizacion -
patrones.

¢ Manipulacidon de expresiones algebraicas.



Introduccion al lenguaje algebraico

x 1

Tr+x =2 T+ 2




i Qué esta pasando aqui?




Introduccidn al lenguaje algebraico

x Con los nimeros negativos

pueden aparecer dificultades.

D 20 — 3

20 — 3 3 20 — 3




Introduccidn al lenguaje algebraico

x Debate sobre ejercicios de introduccién al lenguaje
algebraico y dos propuestas concretas.

x Alicia tiene el doble de dinero que Benito y Carla tiene 3
euros menos que Alicia. Representa los datos con un
modelo de barras y expresa el dinero que tienen entre los
tres:
¢ sl llamas y a la cantidad de dinero que tiene Benito.
¢ sl llamas z a la cantidad de dinero que tiene Alicia.

x En un corral hay conejos y gallinas, y sabemos que en total
son 48 animales. Escribe una expresion que represente el
numero de patas en el corral:
¢ sl llamas x al nimero de conejos que hay en el corral.
¢ sl llamas x al nimero de gallinas que hay en el corral.



Series numéricas y patrones

x En los siguientes ejemplos, escribe los siguientes términos
de la serie y escribe la expresion del término que ocupa el
lugar n de la serie.

a) 1,3,5,7,09, ...
b) 4, 7, 10, 13, 16, ...
c) 2,5, 10, 17, 26, ...



Series numéricas y patrones

; Cudntas cerillas se necesitan para formar 10 cuadrados
siguiendo el patrén de la imagen?

; Cudntas cerillas se necesitaran para formar 50 cuadrados?
;Y para formar n cuadrados?

Carlos tiene que formar con cerillas las figuras 1 a 4.

Las figuras 1, 2 v 3 se muestran a continuacion.
Necesita cuatro cerillas para formar la figura 1, siete cerillas para formar la figura 2, v diez cerillas para formar la figura 3.

Carlos sigue la misma regla cada vez para formar la siguiente figura de la serie.

O [ LT

¢Cuantas cerillas necesitara para formar la figura 4?

(TIMSS-2011, 4° EP)



Series numéricas y patrones

x Tenemos dos patrones como los que se muestran en la
iImagen. Si nos dicen que tenemos n cuadrados grises,
jcuantos cuadrados blancos tendremos en cada caso?

[] [




Series numéricas y patrones

1. jCudntos cuadrados (de tamafio 1) tendra la figura 10 de
la serie?
2. iY la figura n?




Expresiones algebraicas: valor numérico

B ——— e = - Fl

[ A B ( El E F
1 .

7 n 2n 2+n n* 2n? ! (2n)*

3| 1 2 3 1 | 2 4
p 2 i

| 5] 3

. - 7

? -

2, From B3, extend the formula downwards to cell B7.
() What do you notice about the value of 2n as n changes?
(ii) How do you determine the value of 2n when given a value of n?
(iii) Hence, find the values of 2n when the values of n are 8, 9 and 10 respectively.

3. Extend the formulae downwards to cells C7 to F7 respectively.

4. Compare and examine the difference between each of the following pairs of expressions.
*2nand2 +n
* n* and 2n
* 2" and (2n)?

Una actividad muy interesante para reflexionar sobre
alguno de los errores mas comunes



Expresiones algebraicas y fichas numéricas

front back
® ) G flip . @ —(—x) =«
front back

(@) (@)
o g 9

+* Podemos reproducir con los términos lineales (nimeros, x)
la aritmética de enteros ya conocida.



Expresiones algebraicas y fichas numéricas

x Utiliza las fichas algebraicas para @ @
representar las siguientes expresiones:
a) 2(x + 3)

b) —2(z — 2) SN

« Utiliza las fichas algebraicas para

representar las siguientes expresiones: @
a) 2(z+y)+x+ 3y
b) —(22 —3y+1)+ 3z —y+3 “y

x Debate sobre las fichas algebraicas.

* i Genera dificultades la suma = + y?
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Expresiones algebraicas y fichas numéricas

- flip

@ S &e——>» @ —(z) = —x
front back

® e " ,9 —(-z)=2
front back

@ (@
S

+* Podemos reproducir con los términos lineales (nimeros, x)
la aritmética de enteros ya conocida.



Expresiones algebraicas y fichas numéricas

@O O

@056

flip

~(x +2)

flip

—{x—.1)

SEI0IOI0E]

~(=x+3y-1)

@980

x=3yv+1




Expresiones algebraicas y fichas numéricas

(x — 1)+ [—(22 — 3)]

= O > .. e < O —
DOIDD] ™ 525 (O] 18 10)
Zero pairs

x=1)+[-(2x=3)] —» x—-1-2x+3 » r—=2x—-143 —p —x+2



Expresiones algebraicas con coeficientes racionales

)1 . +3 ! +
a) —x — = — =
ot T 3y gt

b)§@_2y+%@+y+s>

* i Queremos considerar en 1° ejemplos como estos?

(Hay que avanzar a prescindir de las fichas algebraicas)

x Una aclaracidn: para nosotros es el primer ano de estudio
del algebra.

En Singapur hacen “prealgebra” en 6° EP.

x En el texto de Shing Lee de 1° hay otros temas técnicos,
como factorizacién de expresiones algebraicas.



Ecuaciones lineales

x §Como introducimos las ecuaciones y su resoluciéon en 1°7

x Encuesta y debate.

¢ Creo que en 1° ESO se deberia usar solo el “método de
la balanza”.

¢ Creo que en 1° ESO se deberian usar el “método de la
balanza” vy el tradicional.

¢ Creo que en 1° ESO se deberia fundamentalmente el
método tradicional.



Ecuaciones lineales

El modelo ¢

e la balanza

| @@CD N oooo |

~ xX+2=5
Add 2 £ to both scale pans Add -2 to both sides:
zero pairs zero [_)ﬁ!rs
b4 - 22 2-2=5-2
| ®+DiD; | | POV e -
| ]
JAN
® 1 009 | Simplify both sides:
| /\ : x=3

+ 2




Ejemplos
Example: 5x +3=3x-7

PO, @O
I 1
AN

S5x+3=3x-17




Example: 2(2x + 3) =3x + 2

2(2x +3) =3x +2




x A lo largo de la unidad se prescinde de |la balanza, pero se
explican los pasos con detalle.

(h) S5¢r=9=3x+3
5x—3x—9=3x—3x+ 3 (subtract 3x from both sides
S5r=3x-9=3
3 |

F = i i
'y =9 =3 (simphity the terms on the LHS

2x -9+ 9 =3+ 9 (add 9 to both sides)

dx=3+9
21' _— |: Gl -\._ill;l._m the terms on |I .:' |IL'I' y
LX 12 .. .
- = - (divide by 2 on both sid
|'“|
= y
=0

Ejemplo resuelto

* jHasta donde queremos llegar en 1° en la resolucion de
ecuaciones’?



Formulas

x El tratamiento explicito de las férmulas me parece una
buena idea.

‘We have learnt that: area of a rectangle = length x breadth.

This can be written as a formula:

A=Ixb or A=lb,



Formulas

x Un ejemplo de ejercicio.

3. If S=4n’ find
& l
(1) the value of S when r=10 =,

—

(11) -the positive value of r when § = 616.

)

e

(Take 7 to be - .)

x Restriccion de tiempo.

x Buen momento para establecer conexiones con otras
materias.



x Temas sobre temporalizacidn para reflexionar:

1. considerar |la posibilidad de espaciar un poco algunos
temas relacionados ( “interleaving practice”)

2. las actividades de repaso.

3. jEvaluaciéon por unidades?



Razones y proporcionalidad
* Una razdn es una relacion entre dos cantidades.
No me parece una definicién demasiado precisa, ni util.

(Pero no conozco otra mejor)

x Creo que es importante entender que amplia la idea de
fraccion.



Razon numérica

x Un primer ejemplo: En una bolsa hay bolas rojas y azules, y
sabemos que por cada 2 bolas rojas hay 3 bolas azules.

® O oo ® O o0
e 00 e 0 0 0 0 e 0 O
o0® ( 00 ® .
o o o
RARARARET v i

x Si nos dicen que en la bosa hay 46 bolas rojas, jcuantas
bolas azules habra?




Razon numérica

x Una razdn puede venir dada en forma de fracciéon, pero no
hay que confundir los conceptos. Doss diferencias

fundamentales:
1. Una razén puede comparar dos magnitudes heterogéneas
(con distintas unidades). Ej: consumo 6 litros/100 km.

2. Una razén puede no ser un nimero racional. Ejemplo: 7.

x La razon de escala es otro ejemplo presente en la vida
cotidiana. 1 cm : 250 m.



Problemas

x La razon entre el numero de hombres y el nimero de
mujeres en un autobus es 3 : 2. La razdn entre el nimero
de mujeres y el nimero de ninos es 4 : 5.

1. Calcula la razén entre el nimero de hombres y el
nimero de ninos en el autobls.

2. i Qué fraccidon del total de pasajeros eran mujeres?

3. Si sabemos que en el autobds viajan 15 ninos, jcudntas
personas viajan en el autobus?

x Las cantidades de dinero que tenian Alicia y Benito
cumplian la razén 3 : 2. Cuando cada amigo se gastd 18
euros la razon pasé a ser 7 : 4. jCudnto dinero tenian entre

los dos amigos al principio?



* En una fiesta hay 300 invitados, y el 99 % son mujeres.
; Cuantas mujeres deberian salir de |la fiesta para que el
porcentaje de mujeres pasara a ser el 98 %7 (El nimero de
hombres no cambia).

(Tomado de Adridn Paenza. Premio Leelavati, ICM 2014)
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Porcentajes

x jEntendemos los porcentajes?

* En una fiesta hay 300 invitados, y el 99 % son mujeres.
; Cuantas mujeres deberian salir de |la fiesta para que el
porcentaje de mujeres pasara a ser el 98 %7 (El nimero de
hombres no cambia).

(Tomado de Adridn Paenza. Premio Leelavati, ICM 2014)



Porcentajes
* jQué es un porcentaje?
35 de cada 100

39
35 % 100

+ Forma de expresar una parte de un total (no exactamente
una fraccién).



Porcentajes

1. Porcentaje de una cantidad.

* En una estanteria habia 300 libros y el 80 % eran novelas.
; Cudntas novelas habia en la estanteria?

- 300 libros >
- 80 % novelas >

* En una estanteria habia 300 libros y el 24 % eran novelas.
; Cudntas novelas habia en la estanteria?

S |11 oo

M4das adelante... 24 %

[



Porcentajes

x Conexidon con lo que ya sabemos de fracciones:

24
24 % de 300 — —— - 300

100

1% —  reduccidn a la unidad

< 300 libros >

S [

24 %




Porcentajes

x En problemas como el siguiente es cuando el modelo de
barras resulta mas util.

* Un pantalén me ha costado 52 euros. Si estaba rebajado
un 35 %, jcudl era su precio antes de la rebaja?



De fraccién a porcentaje

1. En la clase 3 de cada 4 alumnos trajeron fruta
para el almuerzo. jQué porcentaje de alumnos
trajo fruta para el almuerzo?

2. En un colegio 9 de cada 20 alumnos practican
algtiin deporte. j Qué porcentaje de alumnos
practica algln deporte?

< 100 >

«— ) ——>»

«——qg—>

< 20 >

x i Como lo generalizamos? Desde mi punto de vista, lo mas
complicado de entender.



De fraccién a porcentaje

x Un viaje costaba 560 euros y he pagado por él 499 euros.
i Qué porcentaje de descuento me han hecho?

* |res alternativas:

. 61 =
~ 560 100
61
2. —— de 100
560
61 b 1
3. —— como ‘tanto por uno
560

x Debate: jexperiencias en el aula? jLa regla de 37



De fraccién a porcentaje

x La dificultad mas comun: confundir el total que
corresponde a 100.

x El precio de la electricidad el dia 12 de enero era de 210
euros el Megavatio y bajé el 20 % al dia siguiente. j Cudl
fue el porcentaje de subida del 13 al 14 de enero, si
sabemos que el dia 14 el precio volvia a ser de 210 euros?

* El agua aumenta de volumen un 10 % cuando se congela.
i En qué porcentaje disminuye el volumen del hielo cuando

se licua?



El IVA

x El precio de venta de un televisor en una gran superficie es
de 950 euros. Se anuncia como oferta un dia sin IVA. Si el
IVA es del 21 %, jcudl serd el precio de venta del televisor

el dia sin IVA?

Precio base (sin IVA) IVA
< 100 % ~—21% >

I

< 050 euros >




x Propuesta: en 1°, centrarse en estos contenidos.

Dejar para mas adelante técnicas mas eficientes de cdlculo
o 60% de — 0,6 por

¢ Porcentajes encadenados, indices de variacion



Antes de la proporcionalidad...

x Propuesta: estudiar la razéon numérica con mayor
profundidad.

x* Una razdén es una relacion entre dos cantidades.
No me parece una definicién demasiado precisa, ni util.

(Pero no conozco otra mejor)

x Creo que es importante entender que amplia la idea de
fraccién.



Razon numérica

x Un primer ejemplo: En una bolsa hay bolas rojas y azules, y
sabemos que por cada 2 bolas rojas hay 3 bolas azules.

® O oo ® O o0
e 00 e 0 0 0 0 e 0 O
o0® ( 00 ® .
o o o
RARARARET v i

x Si nos dicen que en la bosa hay 46 bolas rojas, jcuantas
bolas azules habra?




Razon numérica

x Una razdn puede venir dada en forma de fracciéon, pero no
hay que confundir los conceptos. Dos diferencias

fundamentales:
1. Una razén puede comparar dos magnitudes heterogéneas
(con distintas unidades). Ej: consumo 6 litros/100 km.

2. Una razén puede no ser un nimero racional. Ejemplo: 7.

x La razon de escala es otro ejemplo presente en la vida
cotidiana. 1 cm : 250 m.



Problemas

x Buena oportunidad para repasar el algebra.

x La razén entre las bolas blancas y las
bolas negras que hay en una bolsa es
7 : 4. Si hay 48 bolas blancas mas que
bolas negras, jcuantas bolas hay en la
bolsa?

Representar con modelo de barras y de
forma algebraica.

« Las cantidades de dinero que tenian Alicia
y Benito cumplian la razén 3 : 2. Cuando
cada amigo se gastd 18 euros la razén
pasé a ser 7 : 4. jCudnto dinero tenian
entre los dos amigos al principio?



Razones en la vida cotidiana

x Dimensiones pantallas: 16 : 9, 4 : 3

x Papel, formato DIN:
a:b=b:a/2 = a:b=+2

x i Mas ejemplos?




razdn — tasa ( “ratio” — “rate”)

x Relacion entre magnitudes homogéneas o no.

x Ejemplos de razones (tipo tasa), Importantes para conectar
con otras materias.
e m
V= — d = —
{ v

+ Ejemplos de razones (tipo tasa), en la vida cotidiana.

& precio unitario.
peso (kg)
estatura® (m)
https: //www.youtube.com /watch?v=zclITKd4ivQ

¢ indice de masa corporal:

¢ tipos de cambio entre monedas.


https://www.youtube.com/watch?v=zclITKd4ivQ

La propuesta es hacer esto antes de hablar de
proporcionalidad.

i Ventajas? jlnconvenientes?

Mi opinidn: trabajamos el razonamiento multiplicativo.

Creo que se ve muy bien en el caso de los tipos de cambio:

1€ <« 1,15%

1$
Razoén y razén inversa. 1€

1
1 €
R RT



x Completa la siguiente tabla para un
cuadrado como el de la imagen.

Proporcionalidad (directa)

lado

perimetro

area

1 cm
2 cm
3 cm
4 cm
5 cm
0 cm
7 cm

4 cm

1 cm

2

x Busca relaciones entre las tres magnitudes.

lado




Definicidn
x Con esto, definicién (jcudl?) de magnitudes directamente
proporcionales y razéon de proporcionalidad.

+ Para entender la definicidon es fundamental estudiar
ejemplos variados.

x Ejercicio: Estudia si las siguientes magnitudes son
directamente proporcionales. En los casos en que lo sean,
jcual es la razén de proporcionalidad?

1. La edad de un bebé y su peso.

2. La distancia en un mapa y la distancia en el mundo real.

3. La distancia que recorremos y el tiempo que tardamos si nos
movemos siempre a la misma velocidad.

4. La masa de una sustancia y el volumen que ocupa.

5. El tiempo que tarda en caer un objeto y la altura de la torre
desde donde se lanza.



Definicion
x Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando su
cociente (razén de proporcionalidad) es constante.



Conexién con representacion de datos
x Propuesta de actividades:

1. Representa en una grafica el peso de unas naranjas y su
“tamano’ .

gr

268 X

200 T

180 X

113 X

100 T

65 X

33,5 + X

14 X
1,7 x

15345678 10 cm (calibre)
(didmetro)




Conexién con representacion de datos

2. Para alquilar una bicicleta eléctrica debo pagar 3 euros al
comenzar y luego 1 euro por cada 5 km recorridos.

a) Haz una tabla y representa en una gréfica el precio
del alquiler en funcién de los kildmetros recorridos.

b) iSon el precio y la distancia magnitudes directamente
proporcionales?

x Conexién con el algebra:

Si llamamos 2 al nimero de kildmetros recorridos, busca
una expresion que te permita calcular el coste del alquiler
en funcion de z.



Proporcionalidad

* Problemas.
¢ Reduccion a la unidad.
¢ Regla de tres.

«x Con mi arroz favorito para hacer una paella pongo 8 tazas
de agua por cada 3 tazas de arroz. La semana que viene
tengo una comida familiar para la que utilizaré 14 tazas de
arroz. jCuantas tazas de agua necesito?

x Pregunta: jhay problemas en los que la regla de 3 resulta
mas conveniente?

i Volvemos sobre esto el proximo dia, con ejemplos
concretos?



Introduccién a las graficas de funciones
(1) (2) L J (3)

altura
del
agua

cantidad
de

agua

« Objetivo: razonamiento cualitativo sobre el significado de
las graficas, antes de empezar el estudio cuantitativo.



Conexidn con series y patrones

x Hemos construido unas figuras con palillos.

1. Haz una tabla y representa el numero de palillos

necesarios para cada figura.
2. iSon la cantidad de palillos y el nimero de la figura

directamente proporcionales?
3. Si llamamos n al ndmero de la figura, busca una

expresion para el nimero de palillos de la figura n.

N Y (O

1 2 3




Graficas. Interpretacion.

x Esta grafica representa la altura del agua en la banera
mientras Felipe se da un bano. Haz una descripcion del
bano que concuerde con esta grafica.

altura

tiempo



Graficas. Interpretacion.

x Esta grafica representa la distancia que recorre Lucia
cuando va andando al colegio. Ahade unidades e inventa

una historia.
A

distancia recorrida

>

tiempo

x También se podria proponer representar la velocidad frente
al tiempo.



Propuesta de actividad

* Un problema Interesante:
http://blog.mrmeyer.com /2011 /wcydwt-coke-v-sprite/
(Vimeo)



https://vimeo.com/20628942

Programa experimental
razonamiento matematico

Sesién 7 (22 feb)

Pedro Ramos Alonso

Departamento de Fisica y Matematicas
Universidad de Alcal3

pedro.ramos@uah.es

258 Universidad
&
. b |
Eé Junta de

- Castilla y Leon
http://masideas-menoscuentas.com/
@MsldeasMnosCtas ed ucacyl




Geometria
* Unidad 9.

Geometria (propiedades y construcciones). Estudio de
objetos geométricos.

iInc Teorema Pitagoras?
Unidades 10, 11 y 12 de New Syllabus.

x Unidad 10.
Area y perimetro
Unidad 13 de New Syllabus.



" En la figura, AOB y COD son
@ﬂiﬂ@ﬁﬁﬂﬂ‘@ _ lineas rectas. Si ZAOE = 90° y
————————————

—-— /BOD = 48°, averigua:

Basic Geometry 254
10.1 Points, Lines and Planes 296 1. ZAOC. 1
i
10.2 Angles 258 y
10.3 Angles Formed by Two Parallel 267 2. ZDOE. W 7
Lines and a Transversal : ;{;fiﬁ o
i

Sabiendo que AOB y COD son Im_eas rectas, encuentra los valores de las i.j, ., 1o following figures.

(a) _,.-"'III (b) A, .,
.h_%.. 2bo _I_ 130 ._h..x
x.'"'-ﬁ-'-"' + 13 /
..\-.:'\. ; 170 ..\.."\. il
"?{‘-_5: a 7CLO __.-" 1.:. '_: .
— e gx ] 62°
103" --1.| P,
; - 0 \49
/ 5
i \ I
{,.

g

Se puede aprovechar para repasar el dlgebra



Angulos definidos por dos

A |
rectas paralelas y una
transversal /7%4/

Basico .
Intermedio

En la fi AB || CD.
nla figura | En la figura AB || CD.

Determina las incdgnitas. _ ..
Determina las incégnitas.

II*I q o

+ Propuesta: incluir este tipo de ejercicios (profundidad y
extension por determinar).



Triangles, Quadrilaterals 280
and Polygons
11.1 Triangles 282
11.2 Quadrilaterals 291
11.3 Polygons 301
.22 Classification of Triangles
Triangles can be classified according to
* the number of equal sides they have,
All the angles in an
. A triangle equilateral triangle
E':':::t;‘:ﬂ with 3 equal are equal, e 607
| sices {Abbreviation:
! | 5 of equilateral A)
:r 1 s
The base angles of an
. A triangle isosceles triangle are
triangle with at least equal.
2 equal sides (Abbreviation:
. base s of isos. A)
Scalene .ﬂ\htriangle Al the angles in
3 with no equal a scalene triangle
trlangle sicles are different.

Table 11.1

L e = il L L)
Mame Definiti
Acute-angled triangle A triangle with
3 acute angles
Right-angled triangle A triangle with
1 right angle
Obtuse-angled triangle A triangle with

I ohiuse angle

Tahla 11




Reflexionando sobre la clasificacion

Tridngulos
equilateros A

/

< > > >
Tridngulos C D
obtusangulos

x jQué tipo de tridangulos representan las letras A, B, C'y D?



Propiedades de los lados

x Un buen momento para una actividad de descubrimiento.

Tienes bolsas con palillos de 3, de 5 y de 10 cm. Analiza
los diferentes tipos de tridngulos que puedes construir (sin

cortar ni pegar).

https:/ /twitter.com /bpalop/status/13446479977711616007s=20



https://twitter.com/bpalop/status/1344647997771161600?s=20

Suma de los angulos de los tridangulos

x La suma de los
angulos de cualquier

triangulo es 180°.

Basico

En la figura, ABC' es una linea recta.

Sabiendo que LZADB = ZBDC(, calcula
(i) 4BDC

(i) ZCBD

C

B
A
Intermedio
Sabiendo que ABC, ADF'y

BDE son lineas rectas,
determina el valor de las

incognitas.



Cuadrilateros
AN / P

0 L]

3




Propuesta de actividad

* Which one doesn’'t belong?
! / b x j Cudl es el intruso?

x Muy util para trabajar la verbalizacién de conceptos
matematicos.



Angulos de cuadrilateros

x Los angulos de cualquier cuadrilatero suman 360°.

x En cualquier paralelogramo los angulos opuestos son
iguales y los angulos consecutivos son suplementarios.

Kb/& /bf """" a+ b= 180°
T a

I



Construccion de figuras geométricas

* Las construcciones en “New Syllabus” estdn en la unidad
sigulente.

Creo que un ejercicio como el siguiente encaja bien en este
momento.

Ejercicio: Construye un paralelogramo cuyos lados midan
6 cmy 8 cm y que tenga un angulo de 70°.

x Debate:

o el papel de las construcciones en el estudio de la
geometria.

o jLapiz y papel? jGeogebra?



Digresion sobre metodologia

Investigation

Properties of a Regular Polygon

1. Isit possible for a polygon to have all sides equal without being a regular polygon?

(a) What is the name of a non-regular quadrilateral with all sides equal?

(b) Fig. 11.19 shows the pulling of a regular hexagon as indicated by
the arrows to form a non-regular hexagon with all sides equal. Draw another
non-regular hexagon with all sides equal but of a different shape as the one
shown in Fig. 11.19.

becames

Fig. 11.19

2. Isitpossible for a polygon to have all angles equal without being a regular polygon?
(@) What is the name of a non-regular quadrilateral with all angles equal?
(b) Draw two different non-regular hexagons with all angles equal.

Investigation

Sum of Interior Angles of a Polygon

In this investigation, we shall deduce a general expression for the sum of interior
angles of an n-sided polygon,

1. Complete Table 11.4.

!

Sum of Interior Angles

N%

1 = 180" =(3 - 2) = 180"

| 2% 180" = (4 — 2) % 180°

3 |
Triangle
‘ 4 2
Quadrilateral
Pentagon
Hexagon

Table 11.4



Digresion sobre metodologia

constructivismo conductismo

aprendizaje basado
en la repeticidn

metodologias
activas

ABPs

Instruccion
directa



INTERMEDIATE LEVEL

El hexdgono y el pentdgono de la figura son regulares.

X es el centro del hexagono.

wr

ADVAMNCED LEVEL

19. The figure shows the internal structure of a beehive

made up of regular hexagonal cells that can form
tessellations with no overlaps or gaps.

() Name another two regular polygons that can
form tessellations and sketch their tessellations.

(ii}y Why are these regular polygons able to
form tessellations?

Hint: What do you notice about their interior
angles?

(iil) Show that there are no other regular polygons
that can form tessellations.

{iv) Suggest a reason why beehives are made up
of regular hexagonal cells and not the
other two regular polygons that can form
tessellations too.



Geometrical Constructions

12.1

12.2

12.3
12.4

Introduction to Geometrical
Constructions

Perpendicular Bisectors and
Angle Bisectors

Construction of Triangles
Construction of Quadrilaterals

318
320

322

324
329



;i Recap (Use of Rulers, Protractors and Set Squares)

In primary school, we have learnt how to draw triangles and quadrilaterals using rulers, protractors and
set squares (see Fig. 12.1). In this chapter, we shall learn how to use a pair of compasses to construct

geometrical figures.

(a)

Fig. 12.1

tUse of Compasses
A pair of compasses (see Fig. 12.2) is a mathematical instrument consisting
of two moveable arms attached together by a hinge. It is used for drawing a
circle or an arc of a circle, and for marking off a length.

Pointed
Eric  Drawing
End

Fig. 12.2




i Qué es la mediatriz de un segmento?

* La mediatriz del segmento AB es:
Def 1 La recta perpendicular por el punto medio de AB.

Def 2 El conjunto de puntos que estdn a la misma
distanciade Ay B.

x Es importante empezar a distinguir definicion y
propiedades.



>k

Niveles de aprendizaje de la geometria (van Hiele)

Nivel 0: visual. El nino percibe el
aspecto general, y su relacién con A A A
objetos del entorno.

Nivel 1: analitico. El nino entiende las propiedades, pero sin
ordenarlas ni relacionarlas.

* No distingue definicidon <+ propiedades.

* Hace razonamiento inductivo, pero no deductivo.

Nivel 2: abstracto. Entiende definicidén y propiedades, pero
sin llegar al razonamiento deductivo formal.

* Definicién de rectdngulo — los cuadrados también son rectangulos.

Nivel 3: deductivo. Razonamientos correctos,
demostraciones.

Nivel 4: riguroso (geometria abstracta).



El papel de los ejemplos resueltos

Wﬂl‘kﬁd (Construction of a Triangle Given 1 Side and 2 Angles)
= 1 Construct AXYZ such that XY = 9 em, XF7Z = 38" and Y57 = 67"
Examp c

(i) Construct the perpendicular bisector of XZ.

(i) Construct the angle bisector of XZ¥.

(iii) The two hisectors intersect at 1,
Complete the following statement:
The point U is equidistant from the points _____and | and equidistant from
thelines _ and _

Solution:
Construction Steps:
1. Using a ruler, draw X¥ =9 cm.
2. Since £X = 67", using a protractor at X, mark off an angle of 67° and draw a line X# such that YRH = 67°.
3. Since £Y = 38°, using a protractor at ¥, mark off an angle of 38° and draw a line YK such that X7 = 38",
4. Labhel the intersection of XH and YK as 7.
(i} Construct the perpendicular hisector of X2,
(i) Construct the angle bisector of XZY.
(iii} Label the intersection of the two bisectors as [/,
The point I/ is equidistant from the points X and Z, and equidistant from the lines XZ and ¥Z.




Ejemplos de actividades

BASIC LEVEL

Construye un cuadrildtero PQ RS tal que
|PQ| =|PS|=|PR| =9 cm,

IQR| =12cmy |RS| = 7,5 cm.

Mide el angulo ZQPS.

Un cuadrado PQRS es tal que la
diagonal PR mide 10 cm.

1. Dibuja PR.

2. Construye la mediatriz de PR y
encuentra los puntos (Q y S para
que PQRS sea un cuadrado.

3. Mide la longitud de PQ).



Perimetro y drea (nuestra Ud 10)

x Priorizar el razonamiento y la comprension sobre |a
memorizacién de férmulas.

x La cuadricula y el geoplano son las mejores herramientas
para desarrollar la comprension.

(Es trabajo que en Singapur han hecho en primaria, quiza
nosotros debamos hacerlo ahora)



El geoplano

x Ejemplos de actividades “low floor, high ceiling”.

x Utilizando el geoplano del enlace:

1. Construye en el geoplano rectangulos de perimetro 20.

2. Construye en el geoplano tridngulos de area 1 (area
2...).

Esto se puede trabajar sin la férmula para el area del
triangulo, o con ella.

https://apps.mathlearningcenter.org/geoboard/



https://apps.mathlearningcenter.org/geoboard/

Mas sobre Area < Perimetro

x Determina el perimetro y el area de estos poligonos.

unidad



Unidades de area

W{][’l{ed E::':II'I".-"!"I"-.iIZITI between cm? and m?)
Xpress
E}: plE {a) 5m’incm?,

(b)

Solution:
(a) 1 m=100c¢m
{1 m)* = (100 cm}*
= 100 cm = 100 cm
1 m* = 10 000 cm?
Sm’ =5 x 10 000 cm?
= 50 000 cm?

(b) 100cm=1m

2 2 i
975 ¢cm® in m°. lem= go=m
=001 m
(1 cm)? = (0.01 m)?
=00Imx00lm

1 cm?®=0.0001 m*
975 cm? =975 x 0.0001 m?
=0.0975 m?

I m

100 ¢m

I m

'I

1 m-

100 cm

10 000 cm?




Unidades de area

* Quizd nuestros alumnos estdn muy acostumbrados a otro
tipo de procedimientos.

Una pregunta como ésta podria ayudar:

Ejercicio: Sabiendo que un pie son 30 cm, ja cuantos pies
cuadrados equivale 1 m??

x Debate sobre las posibles formas de abordar esta tarea.



Area de triangulos

iRecap (Base and Height of a Triangle)

In primary school, we have learnt that we can use any side of a triangle as its base, and that the height

of a triangle with reference to the base is the perpendicular distance from the base to

the opposite vertex
(see Fig. 13.1).

h
ull
b
(a) (b) ()
PRACTISE NOW
b
b
(a) (b) ()

(d) (e)

(M



Area de triangulos

x El trabajo relativo a la férmula para el area de los
tridngulos lo han hecho en primaria.

]
! ! Put On Your Thinking Caps!

ABCD is a rectangle, BE = ED.

Find the area of the shaded triangle ABE.

s Il em

Bcm E

I{ml

o L
o
=
A



Algunos ejemplos de su libro

INTERMEDIATE LEVEL

8. The perimeter of a rectangular field is 70 m and
its length is 15 m longer than its breadth. The field
is surrounded by a concrete path as shown in the
figure. Find the area of the path.




Circunferencia y circulo

x Ya trabajado en primaria.

%% R

D is the centre of the big circle and AB is its diameter. Two smaller

semlclrcfes are enclosed within the big circle as shown. If AB = 28 cm, find the

area of the shaded part. | Take & 1;1 ‘

P
SR,
I LS
/ i |\
I I ]
f : ___r' i
| -
— I
II Il,r"f :
M‘x | i
Mh'x | y
.
B



Algunos ejemplos de su libro

BASIC LEVEL

(©) 7 x ABCD es un cuadrado de lado 10 m
[\ 2 = y BC'D es un arco de circunferencia
>1 | 18 cm de didmetro v200 m. Calcula el

perimetro y el area de la regién

/
l:\____ / l sombreada.




Paralelogramos (romboides)

o o ? ¢ ’ I
.:. ] - i =3
1 E f & . B I
— | -
(a) (h) (c)
L ol .
—
"-_ !I: _}'

x Importante: variacion perceptual.

1 o



rapecios

x Debate: El papel de las féormulas.

& ise demuestran?

& ise preguntan?

& ise memorizan?




Propuesta: trabajar la estimacion
+ Algunas ideas (relativas al area).

¢ jcuantos coches se pueden almacenar en un terreno con
geometria X7

¢ jcuantas personas asisten a una manifestacién que
ocupa completamente la plaza Y7



PROGRAMA MEJORA DEL RAZONAMIENTO MATEMATICO

CSTADISTICA

B. Palop (U.Valladolid)
P. Ramos (U.Alcala)



cstadistica... ;Como y cuando!

{33 socrative

Inicio de sesidn de estudiante

Nombre de la clase

JCYL

https://b.socrative.com/login/student/



Ejercicios de Estadistica 1° ESO

(13) ejercicios de Estadistica

(#859) || seleccionar

Define frecuencia absoluta y frecuencia relativa

(#861) [ ]seleccionar

Los siguientes datos corresponden a las notas obtenidas por los alumnos de una clase de Matematicas:
3,5,6,58,9,4,10,6, 2

» a) Calcula la nota media
» b) Calcula mediana y moda

(#860) [ ]seleccionar

Los siguientes datos corresponden a las notas obtenidas por los alumnos de una clase de Matematicas:
3,5,65,8,9,4,10,6,2,5,7,6,7,8,4,3,5,9,6,5,4,3,2,5
» a) Escribe la tabla de frecuencias absolutas y relativas

» b) Representa el diagrama de barras y el poligono de frecuancias
» ¢) Dibuja el diagrama de sectores

(#3175) [ ]seleccionar

Calcula la media aritmética de las siguientes cantidades:

3.12,8,7,11,1, 14,9 (Pagina web al azar)



Etapas de una investigacion estadistica:
A. Realizar la pregunta
B. Recoger los datos
|. Metodo (primaria/secundaria)
2. Muestra
3. Cuestionario
C. Organizar y mostrar los datos
|. Categorias y recuentos
2. Elaboracion de graficos
D. Analizar e interpretar los datos
|. Analisis de tabla/grafico
2. Interpretacion
3. Responder la pregunta

4. Comunicar los resultados (Apartado 4.7 del libro de Singapur)



'A. Realizar la pregunta

B. Recoger los datos

A. Metodo (prim/sec)

B. Muestra

C. Cuestionario
C. Organizar y mostrar los datos
m A. Categorias y recuentos
“ B. Elaboracion de graficos
D. Analizar e interpretar los datos

A. Analisis de tabla/grafico

B. Interpretacion |

C. Responder la pregunta

D. Comunicar los resultados




'A. Realizar la pregunta

B. Recoger los datos

A. Metodo (prim/sec)

B. Muestra
C. Cuestionario

C. Organizar y mostrar los datos

“ B. Elaboracion de graficos
D. Analizar e interpretar los datos
A. Analisis de tabla/grafico

B. Interpretacion |

C. Responder la pregunta

D. Comunicar los resultados

m A. Categorias y recuentos

) Marcas de conteo &/

2) Tabla frecuencias v/

Temperatura

Fecha 1/3/22
Temperatura 14.5

Fecha 2/3/22
Temperatura

S o is S > s AT

.. .‘.? I | '
..l.‘g'g Fe T
AN | |
o (5 sl
ezt
N [‘_.’n....
LR



'A. Realizar la pregunta

|B. Recoger los datos :
A. Método (prim/sec) i 3 gl
£ ri B e e Y
Bl
B. Muestra ]
® R
| C. Cuestionario ot
| | ]
|
C. Org.y mostrar los datos
| : | 1
m A. Categorias y recuentos e
| B. Elaboracién de graficosfl_
|
D. Analizar e interpretar los datos
A. Anilisis de tabla/grafico e %
B. Interpretacion el
C. Responder la pregunta
] 3
D. Comunicar los resultados | N R Tl L e ‘



_forAma BT OREES AN - 23 18l = A Az B Lo £ = I3 1 el A = S Az Bl _f.Ama e B0 BT S ad 23 1 s A B TR S AN s 5 Ara B¢ _psBa Bloride oo 8 e 5 WL v e = = Acs B X

'A. Realizar la pregunta

Niveles de Comprension grafica (Friel, 2001):

|B. Recoger los datos

A. Metodo (prim/sec) |) Leer los datos ESSOCTaﬂVe
B. Muestra | . ;Qué veo!?
. : | Inicio de sesion de estudiante
Lo e lie i i 2) Leer entre los datos
| $ R : Nombre de la clase
C. Organizar y mostrar los datos \' {Que pienso! JovL
| e : \ i
Tel ol Al 3) Leer mas alla de los datos
| B. Elaboraciéon de graficos | {Qué me pregunto!?
D. Analizar e interpretar los datos ~‘ 4) | eer detris de los datos
A. An. de tabla/grafico _"" 5 (Valoracion critica)
B. Interpretacion ;
C. Responder la pregunta https://www.nytimes.com/2020/06/10/learning/over-60-
{4 new-york-times-graphs-for-students-to-analyze.html

o G B o 1am D5 iy SN e Lo%a N o g =15 e T = .2 = B a9 5 ey N e Lata N o o) T ol < 5 caby L5 e T = TSN o cp Lot S o ) > o = = ST SN o lad S oo e 2al D 2 i 5 8

D. Comunicar los resultados


https://www.nytimes.com/2020/06/10/learning/over-60-new-york-times-graphs-for-students-to-analyze.html
https://www.nytimes.com/2020/06/10/learning/over-60-new-york-times-graphs-for-students-to-analyze.html

A Realizar la pregunta

“ L
| : Kale Ao

o T Percent of nutritionists
00% : ;
saying a food is healthy

Hummus

|B. Recoger los datos

A. Metodo (prim/sec)

| | 80%

B. Muestra )
. 70%

| C. Cuestionario s
| ‘. | 80%

C. Organizar y mostrar los datos

m A. Categorias y recuentos ol

g - oyl

| B. Elaboracion de graficos ]
1 » : 30% = = & Kind bar
D. Analizar e interpretar los datos 3 “ i

American chesss
SlimFast shake

A. An. de tabla/grafico =T

| Ty Chocolate
‘ 10%  chip cookies

| p
B. Inte 'p retacion | ." @ Percent of all Americans
@ saying a food is healthy —*
' Regular scds

20% 20% 40% 50% 80% 70% 80% S0% 100%

| S IERRONCer 12 prepUnte } ?'{ https://staticO|.nyt.com/images/2017/10/09/learning/VWWGOIT Graph10-10-17LNS/

WGOITGraphl0-10-17LNS-superjumbo.png
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D. Comunicar los resultados
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https://static01.nyt.com/images/2017/10/09/learning/WGOITGraph10-10-17LN5/WGOITGraph10-10-17LN5-superJumbo.png
https://static01.nyt.com/images/2017/10/09/learning/WGOITGraph10-10-17LN5/WGOITGraph10-10-17LN5-superJumbo.png

'A.Realizar la pregunta

[

B. Recoger los datos

A. Método (prim/sec)

B. Muestra
C. Cuestionario
C. Organizar y mostrar los datos
| A. Categorias y recuentos
| B. Elaboracion de graficos
D. Analizar e interpretar los datos
A. Analisis de tabla/grafico

B. Interpretacion

C. Responder la pregunta

D. Comunicar los resultados
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NO se ven al inicio del tema
Pregunta: ;Comemos suficiente fruta!

L
L
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;Qué preguntas podemos hacer?

°reguntamos a todo el co

Recogemos la Informacion o la buscamos ya recogidal

eglo O solo a una muestra’

por qué! ;como elegir la muestral
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A. Método (prim/sec)

B. Muestra

C. Cuestionario
C. Organizar y mostrar los datos
| A. Categorias y recuentos
| B. Elaboracion de graficos
D. Analizar e interpretar los datos
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NO se ven al inicio del tema
Presunta; ;Comemos suficiente fruta’

4
¢
¢

'Recogemos la informacion o la buscamos ya recogidal

Presuntamos a todo el colegio o solo a una muestra’

por qué! ;como elegir la muestral

;Qué preguntas podemos hacer?

;Cuanta fruta tomas!?

i lomas suficiente fryta?

)
ma mMas fruta en clase!

;Quien 19

C ’ " ) 3
(~-Uantos dias 3 | >€Mana tomas fruta? [Qué frutas COMes?

;Cuantas piezas de fruta se consumen en tu casa’

Suelo bajo - Techo alto:
No existe una unica respuesta correcta y se pueden dar
respuestas de mayor profundidad que otras.
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PROGRAMA MEJORA DEL RAZONAMIENTO MATEMATICO

CSTADISTICA

B. Palop (U.Valladolid)
P. Ramos (U.Alcala)
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