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Tema 1: CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO
12 parte

Aqui van una serie de actividades para su desarrollo en el aula, siempre con distintos niveles de dificultad
para promover su uso en los diferentes niveles educativos.

Para completar estas propuestas de cada tema, platearemos unos problemas como reto para que podais
afrontar la busqueda de las soluciones, siempre sin olvidar que se deberdn resolver con ayuda de GeoGebra.

CIRCUNFERENCIAS

El objetivo no es facilitar un material para seguirlo al pie de la letra ya que se trata de ofrecer un
conjunto de actividades que puedan servir de referencia, de manera que cada docente seleccione las
gue considere oportunas y por supuesto, este si es el objetivo, las complete con otras actividades y
tareas, creando materiales propios para posteriormente usarlos y/o compartirlos.

C1.- Actividad de investigacion

Dibuja un punto A y piensa cuantas circunferencias puedes dibujar que pasen por el punto A.
Indica como has realizado la construccion.

Ahora vamos a dibujar ademas del punto A otro punto B para averiguar cuantas circunferencias
pasan a la vez por Ay por B. Al igual que antes, indica cdmo realizas la construccion.

Lo complicamos algo mas, ahora dibuja tres puntos no alineados A, B y C, para averiguar
cuantas circunferencias pasan a la vez por estos tres puntos.

Si afadimos un punto mas, ¢ podriamos construir la circunferencia que pasa por todos los puntos?

C2.- ELEMENTOS DE UNA CIRCUNFERENCIA
Dibuja una circunferencia de centro A y que pase por un punto B. Traza los
siguientes elementos:
- Un radio.
- Una cuerda.

- Un didmetro.

C3.- ANIMACIONES



Una animaciodn sencilla

Dibuja una circunferencia.

Utiliza la herramienta Circunferencia dados su centro y uno de sus puntos. Llama O al
centro y A al punto por el que pasa la circunferencia.

Crea un nuevo punto P en la circunferencia.

Activa la animacién automatica del punto P. ¢Qué ocurre?

Otra animacion

Dibuja los radios OA 'y OP.

Utiliza la herramienta Segmento entre dos puntos

Intenta animar el punto A. ¢ Qué ocurre?

A continuacién, anima el punto P. ¢ Qué ocurre?

¢Cual es la diferencia entre las dos animaciones?

Animacion y rastro

En la construccién anterior, oculta el radio OA. Cambia el
color del radio OP.

Para ello, pulsa el boton derecho sobre el radio y selecciona Propiedades de objeto. Pulsa de
nuevo el botén derecho sobre el radio y Activa rastro.

Pulsa para iniciar la animacion.

C4.- POSICIONES RELATIVAS

Posicion relativa de dos circunferencias

Dibuja dos circunferencias.

Investiga que posiciones relativas pueden tener las dos circunferencias.
Posicion relativa de una circunferencia y una recta

¢Qué posiciones relativas pueden tener una circunferencia y una recta?



Una vez dibujadas una circunferencia y una recta encuentra los puntos de interseccién entre
ambos objetos.

A continuacién, mueve cualquiera de los dos objetos para cambiar su posicion relativa,
équé ocurre con los puntos de interseccién?

C5.- DIBUJANDO CIRCUNFERENCIAS

Intenta realizar las construcciones siguientes:

¢Puedes calcular su longitud y su area?

C6.- AREAS
Dos circunferencias

En una circunferencia se inscribe una nueva circunferencia que pasa por el centro y es tangente a
la primera.

Realiza la construccion.

Determina la relacion entre las areas de las dos circunferencias.
Tres circunferencias

Realiza la siguiente construccién:



Dibuja tres circunferencias a, b y ¢, que cumplan las condiciones siguientes:
- La circunferencia b pasa por el centro de la circunferencia a y es tangente a ella.
- La circunferencia c pasa por el centro de la circunferencia b y es tangente a ella.

Una vez dibujadas, responde a la cuestion siguiente: ¢ qué fraccion del circulo a queda dentro del
circulo b pero fuera del circulo c?

Siete circunferencias

Realiza la construccidn siguiente.

Si las circunferencias pequeifias tienen un radio de una unidad de medida, ¢cudl es el
area de la parte dibujada en rojo?

C7.- TANGENTES
Recta tangente por un punto de la circunferencia
Dibuja una circunferencia c cuyo centro llamamos O y sea A un punto de la circunferencia.
Traza la recta tangente a la circunferencia por el punto A.
¢Qué propiedad cumple la recta tangente?
Recta tangente por un punto exterior
Sea P un punto exterior a una circunferencia de centro O. Traza las rectas
tangentes a la circunferencia por el punto P.
¢Qué propiedades cumplen las dos tangentes?
Circunferencia tangente

Dibuja una circunferencia c cuyo centro llamamos O y un punto exterior P.



Construye la circunferencia de centro P que sea tangente a la circunferencia c.

Una vez construida mueve los objetos que intervienen en la figura para comprobar que las
condiciones de tangencia se mantienen. Mueve primero el punto P, a continuacion mueve el centro O y
por ultimo intenta cambiar el tamafio de la circunferencia.

¢Hay alguna posicidn en la que desaparece la circunferencia obtenida? Estudia que

pasaria si P es un punto interior a la circunferencia.

Una tangente mas

Dibuja la circunferencia cuyo centro es O y es tangente a la rectar.

Circunferencia tangente
Dibuja una circunferencia c cuyo centro es O y un punto A en la circunferencia. Sea P un
punto interior a la circunferencia.

Traza la circunferencia que pasa por el punto P y es tangente a la circunferencia c en el
punto A.

¢Hay que cambiar algo en la construccidn para que sea valida para el caso en el que el punto P sea
exterior a la circunferencia c?



C8.- PARA TERMINAR
Para finalizar, os proponemos otra propuesta de investigacion.

Dibuja una circunferencia, colorea el circulo y traza dos rectas que corten a la
circunferencia.

Intenta averiguar cual es el mayor niumero de partes en las que puedes dividir el circulo con
las dos rectas.

Y si en lugar de dos rectas, dibujamos tres rectas.

¢Cual es el maximo de partes en las que podras dividir el circulo?



CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO PROBLEMAS PROPUESTOS (12 parte)

Correspondientes a este primer bloque de contenidos os proponemos los siguientes

retos para resolver con GeoGebra.

Q Problema_C1.
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Dos ciclistas estdn circulando en un circuito descrito por dos circunferencias concéntricas de radios una
doble que la otra. ¢ Qué velocidad deben de llevar uno respecto al otro para que den el mismo nimero de vueltas?

Construye una situacién con GeoGebra que justifique la respuesta.

O Q Problema_C2.

En una caja cuadrada de lado 10 cm se van a meter dos monedas antiguas, para ello se disponen de muchos
tamafios, ¢de qué tamaiio maximo aproximado se deben tomar para que encajen dos monedas en la caja?

¢Y si queremos meter tres monedas?

O O O Problema_C3.

A partir de una corona circular, construye un circulo cuya area sea igual al drea de la corona circular.

Q Problema_CA4.

Realiza la construccidén siguiente:



Encuentra la relacion entre el radio de la circunferencia mayor y el radio de las
circunferencias interiores.

G Q Problema_C5.

En una circunferencia se trazan dos radios.

Construir una cuerda en la circunferencia que quede dividida en tres partes iguales por los dos
radios.



CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO

22 Parte
C9.- AREAS

Este bloque lo dedicaremos a realizar distintas construcciones a partir de las cuales calcularemos
areas.

Cuatro circulos

Realiza la construccion de los cuatro circulos e intenta obtener el valor del area de la zona
sombreada.

Arcos

Realiza la construccion que aparece en la figura e intenta calcular el drea de la zona sombreada.

Mas areas

Una vez construida la figura, determina la relacién entre el area de la zona de color rojoy la de
color azul.



C10.- ESPIRALES
Espiral de tres centros

Utilizando las opciones que GeoGebra ofrece para dibujar arcos, dibuja la espiral de tres
centros, siguiendo el proceso que aparece en la figura.

No olvides dibujar un tridngulo equilatero para comenzar la construccion.

Dibuja ahora una espiral de cuatro centros.

C11.- TEOREMAS

Tres circunferencias (Teorema de Johnson)

Dibuja tres circunferencias del mismo radio que pasen por un punto A. Cada dos de
estas circunferencias se cortan en otro punto distinto de A. Traza la circunferencia que
pasa por estos tres puntos. ¢ Qué observas?

Dos cuerdas

En una circunferencia se dibujan dos cuerdas AB y CD que se cortan en un punto P.

Comprobad que se verifica que AP x PB=CPx PD.



AP.PB = CP.PD

De las secantes

En una circunferencia se dibujan dos cuerdas AB y CD que se cortan en un punto P.

Si dos rectas secantes interceptan a una circunferencia, los segmentos cumplen la
Relacién AP x PB=CP x PD.

AP.PB = CP.PD

C12.- AREAS IGUALES

“Dividir un circulo en cuatro areas iguales mediante circunferencias”
(Johannes de Muris, s. XIV)

Pista: A partir de un punto dela circunferencia, inscribe un hexagono, un cuadrado y un
triangulo.

Para finalizar, os proponemos construir los distintos arcos que se pueden encontrar en el
arte y la arquitectura.
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Para ello, os recomiendo la Web de José Antonio Mora, en la que podréis encontrar

unos applets excelentes con las distintas construcciones.

http://jmora7.com/Arcos/index.htm



CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO PROBLEMAS PROPUESTOS (22 parte)

Q Problema_Cé.

El Yin-Yang es un simbolo mistico en cuya construccion se utilizan
circunferencias y semicircunferencias.

La parte oscura es el Yin y la clara es el Yang. Realiza la
construccion de este simbolo.

Intenta generalizar el simbolo para obtener algo similar a la siguiente figura:

Determina el area y el perimetro de la parte blanca.

Q O Problema_C7.

Sea A uno de los puntos comunes de dos circunferencias. Dibuja una recta que
pasando por A determine cuerdas de igual longitud en cada una de las circunferencias.

Q 0 Problema_C8.

Realiza la siguiente construccién en la que hay tres circunferencias tangentes.



Puedes intentar ampliar la figura para obtener la siguiente:

O O G Problema_C9.

A partir de cuatro puntos no alineados, encuentra una circunferencia que esté a la misma
distancia de los cuatro puntos.



Tema 2: POLIGONOS
12 parte

INTRODUCCION

En este tema vamos a trabajar con poligonos de mas de tres lados, trabajaremos los tridngulos
mas adelante. Vamos a clasificar los cuadrilateros atendiendo a sus lados y también a sus diagonales.
También trabajaremos con poligonos regulares en los que vamos a identificar su apotema y sus
diagonales. Vamos a diferenciar entre poligonos cédncavos y poligonos convexos, y vamos a poder
comprobar que GeoGebra es una potente herramienta para resolver situaciones de dreas vy

perimetros.
P1.- Actividades de investigacion
A) Dados dos puntos fijos Ay B

- ¢Como debe estar colocado un tercer punto C para que se pueda
construir un cuadrado que tenga A, By C como vértices del mismo?
- ¢Y un rectdngulo?

- ¢Y un trapecio regular?

B) Construye un cuadrado a partir del segmento correspondiente al lado.

- ¢Es posible dibujar un cuadrado a partir del segmento correspondiente al
lado utilizando la herramienta Rota objeto en torno a un punto el angulo indicado?

- Intenta generalizar este método para dibujar cualquier poligono regular.

C) Dado un segmento AB, construir un cuadrado en el que una de sus diagonales sea el
segmento AB.

D) Construye diversos cuadrilateros: un cuadrado, un rectangulo, un rombo, un
romboide, un trapecio y un trapezoide.

E) Construye un hexagono regular sin utilizar la herramienta de poligono regular que ofrece
GeoGebra, como si utilizaras regla y compas.

F) Una diagonal es un segmento que une dos vértices no consecutivos en un poligono. Dibuja
un cuadrildtero cualquiera y haz una clasificacion de los cuadrildteros atendiendo a sus

diagonales (Cuadrado, Rectangulo, Rombo, Romboide, Paralelogramo, Trapecio, Trapezoide).

P2.- Cuadrilatero de Varignon



El cuadrilatero de Varignon PQRS se obtiene al unir los puntos medios de un cuadrilatero

cualquiera ABCD.

Dibuja un cuadrilatero y traza el cuadrilatero de Varignon.
- Comprueba que el cuadrilatero de Varignon es un paralelogramo.
- Comprueba igualmente que el area del cuadrildtero de Varignon es la mitad del

area del cuadrildtero inicial.

- Dibuja las diagonales del cuadrilatero ABCD para investigar cuando el
cuadrilatero de Varignon sera un rectangulo.

- ¢Y cuando serd un cuadrado?

P3.- tividad para investigar

Si en un cuadrilatero ABCD se trazan las bisectrices de los angulos interiores, las bisectrices de
dos angulos contiguos se cortan en un punto. Llamamos a estos puntos P, Q, R y S. Clasifica el

cuadrilatero PQRS segun sea el cuadrilatero inicial ABCD.




P4.- POLIGONOS REGULARES

A) Dibuja un cuadrado que tenga 4 unidades de lado (Utiliza la herramienta Poligono)
¢Cudl es su perimetro? ¢Y su drea?
Mueve los vértices para intentar obtener otro poligono que tenga:
a. Elmismo perimetro. b. La
misma area.
c. El mismo perimetro y la misma area.
Intenta hacer lo mismo para un cuadrado que tenga 3 unidades de lado.
¢Cudl es su perimetro? ¢Y su drea?
Mueve los vértices para intentar obtener otro poligono que tenga:
a. Elmismo perimetro. b. La
misma area.
c. El mismo perimetro y la misma area.

¢Qué diferencias hay entre los dos valores utilizados?

B) Los elementos de un poligono regular son los lados, la apotema vy las diagonales, dibuja

un poligono regular de cinco lados y sefiala los tres elementos con diferentes colores

Dado un segmento AB y construye sobre él:

- Un tridngulo equildtero

- Un cuadrado
- Un pentagono regular

- Un hexagono regular

- Y poligonos regulares de siete, ocho, nueve y diez lados. (Puedes definir

un deslizador para que en una sola construccidn puedas dibujar los ocho poligonos que se piden).

C) Utilizando la construccidn anterior, rellena la siguiente tabla:

N2 de lados 3 4 5 6 7 8

12

N2 de
diagonales

D) Dibuja un hexagono regular y sobre cada uno de sus lados construye un cuadrado. Une los

vértices por medio de segmentos para obtener una figura similar a la siguiente:




- ¢Es regular esta figura?
- Puedes calcular el valor de la apotema en funcién de la medida del lado
- Si hacemos una construccién similar sobre los lados de un cuadrado. La

figura obtenida ées un octégono regular?

P6.- Octégono Regular

Sobre los cuatro lados de un octédgono regular de 1 unidad de lado se han dibujado cuatro
cuadrados interiores de lado el mismo que el del octégono. Reproduce el dibujo y calcular el area de

la zona sombreada

P7.- POLIGONOS CONCAVOS Y CONVEXOS

Un poligono se llama convexo cuando al unir dos puntos cualesquiera de éste el segmento que
los une se queda dentro del mismo, caso contrario, si algin segmento se sale completamente o en

parte fuera del poligono diremos que es céncavo.

Dibuja un poligono cualquiera:

- Oculta todos sus vértices



- Dibuja dos puntos P y Q sobre el poligono, mueve los puntos para comprobar
gue estan bien construidos

- Dibuja el segmento PQ y pon este segmento de otro color y aumenta el
grosor del trazo

- Comprueba moviendo los puntos como es el poligono que has construido, si
es convexo o es cdncavo

- Situa el punto P sobre uno de los lados del poligono (no en un vértice) y activa
la animacion automatica del punto Q

- Finalmente activa el rastro del segmento PQ y comprueba lo que ocurre, si
tu poligono cambia por completo de color sera convexo y si aparece otro poligono distinto al tuyo éste

es concavo

P8.- AREAS Y PERIMETROS

Realiza las siguientes construcciones y calcula el drea y el perimetro de las siguientes figuras,

considerando el lado de la cuadricula una unidad

Construye una figura similar a la de la figura con GeoGebra y calcula su area.



3 metros

- R \
Q 2 metros
1 metro
3 metros
1 metro
Y
B 7 metros

Pentagono Regular

Realiza la siguiente construccion

¢Puedes hallar el drea de la superficie rallada? Supongamos que el lado del pentdgono regular

esde 12 cm.



POLIGONOS. PROBLEMAS PROPUESTOS (12 parte)

Correspondientes a este primer bloque de contenidos os proponemos los siguientes
retos para resolver con GeoGebra.

Q Problema_P1.
Dado un octégono regular, dibujar el cuadrado inscrito de mayor
area y el cuadrado circunscrito de menor areay hallar la relacion entre
ambas dareas

Q Q Problema_P2.

Dibuja un cuadrado de lado 12
unidades utilizando la técnica de
regla y compas (sin utilizar la
herramienta cuadrado). Dibuja un
cuadrado inscrito al anterior de
area la tercera parte y averigua la
relacibn que existe entre sus
diagonales

Q @ Problema_P3.
En

una urbanizacién se han A
construido siete casas iguales que
distan 35 metros entre si una de la otra. A
Se quiere vallar la urbanizacion con una
valla en forma de cuadrado y ademas se
quiere construir una piscina en el centro Urbanizacion 7
de la urbanizacién que equidiste de las A
siete viviendas.

Haz una construccién con GeoGebra de la situacién descrita y calcula la longitud delA
vallado y la situacién de la piscina. Si en lugar de siete viviendas fuesen ocho; ¢Como
afectaria a la construccién?

G Problema_P4.

Construye un cuadrado cualquiera y otro que tenga doble de area que el
primero.

C} Q Problema_P5.

Dado un heptagono regular, los puntos de corte de las diagonales definen
otros dos heptagonos.



El mediano al unir los vértices de dos en dos, y el pequeio al unirlos de
tres en tres. Comprueba que las proporciones de las areas de ambos

heptdgonos son invariables
sea cual sea el lado del heptagono.




POLIGONOS

22 Parte
P9.- INTRODUCCION

En esta segunda parte vamos a seguir trabajando con poligonos y vamos a incluir
poligonos estrellados. De la misma manera, vamos a estudiar los angulos en los diferentes
poligonos regulares.

Actividades de Investigacion

A) Dado un poligono cualquiera, construye un nuevo poligono de un lado menos
cuya area sea igual a la del poligono inicial.

B) A partir de un poligono cualquiera, construye un nuevo poligono de un lado mas y
cuya area sea igual a la del poligono inicial.

C) Cuadrilateros ciclicos: Cuatro puntos de una circunferencia determinan un
cuadrilatero que recibe el nombre de ciclico, obtenido uniendo cada punto con el punto
contiguo. Si ABCD es un cuadrilatero ciclico, y M y N son los puntos de interseccién de los
lados opuestos. Comprueba que la interseccién de las bisectrices de los angulos en
estos puntos M y N con el cuadrilatero inicial determinan cuatro puntos A', B', C' y D' que
forman un rombo.

D) En el rectangulo ABCD, E es el punto medio del lado BC y F es el punto medio del
lado CD. Dibuja el cuadrilatero AECF e intenta determinar su area en funcién del
area del rectangulo inicial.



Geoplano

A) Activa la cuadricula y la atraccion de puntos a la cuadricula.
Dibuja una figura cualquiera utilizando la herramienta Poligono.
Intenta dibujar en otra posicion del geoplano otra figura distinta que tenga:
a. Elmismo perimetro. b. La
misma drea.
C. El mismo perimetro y la misma

area. d. Eldoble de perimetro.
e. Lamitad del area.

unidad.



B) Crea todos poligonos que puedas de manera que solo tengan un punto interior.
Calcula su area y su perimetro considerando que la distancia entre dos puntos es 1

Averigua cudl tiene mayor perimetro y mayor area.

C) Dividir un cuadrado.

Aprovechando el geoplano que puedes construir en GeoGebra. Dibuja un cuadrado.
Intenta dividirlo en dos partes de igual area.

¢Hay mas de una forma de obtener la division anterior?

Angulos de un poligono regular

En un poligono podemos dibujar los angulos siguientes:



Investiga la medida de estos angulos en los distintos poligonos regulares.

Encuentra alguna relacion para determinar los dngulos para cualquier poligono regular
en relacién al numero de lados del mismo

Poligonos estrellados

Si en un poligono regular unimos los vértices no consecutivos se obtienen los
diferentes poligonos estrellados
En el caso del pentagono regular lo podemos hacer uniendo los vértices cada dos,

obteniendo

Si partimos un poligono de siete lados podemos obtener dos poligonos estrellados




Encuentra todos los poligonos estrellados para poligonos regulares de 8, 9, 10
y 11 lados. ¢Qué conclusiones puedes sacar?

Comando Secuencia

El comando secuencia que nos permitira
obtener figuras que sigan un patron.

Es importante conocer la sintaxis que
utiliza este comando que incorpora varios

argumentos
Secuencia[expresion, variable, . ﬁ 0\
. . . . . J

valor inicial, valor final, incremento] j

Por ejemplo, al introducir el comando: =
Secuencia[Circunferencia[(0,0),r],r,1,5]
obtendremos cinco circunferencias
concéntricas de centro (0,0) cuyos radios
serande 1, 2, 3, 4 y 5 unidades (el incremento
de la variable es 1 por defecto)

Dibuja las siguientes figuras geométrica utilizando los comandos Segmento[A,B];
Poligonol[A,B, n] y Circunferencial[A,r]




POLIGONOS. PROBLEMAS PROPUESTOS (22 parte)

0 Problema_P6.

Reproduce la siguiente figura y halla el drea del triangulo interior en funcién
del hexagono regular inicial

O O Problema_P7.

Utilizando el comando Secuencia reproduce las siguientes figuras

O O Problema_P8.

Dado un cuadrado ABCD, encuentra dos puntos P y Q; uno en el lado CD y otro en el
lado BC, de forma que al cortar dicho cuadrado por el segmento PQ el area del tridngulo
sea la tercera parte del area del cuadrado.



O O O Problema_P9.

Dado un cuadrado ABCD construye un triangulo equilatero de modo que sus vértices
sean AEF, donde E es un punto sobre el lado BCy F un punto sobre el lado DC.




Tema 3: ANGULOS EN LA CIRCUNFERENCIA
12 parte

ANGULOS

Antes de comenzar con las distintas actividades, proponemos dibujar y medir los distintos
angulos que se pueden trazar en la circunferencia.

E

Angulo central Angulo
inscrito
//m B
- \:/ |
Angulo exterior Angulo interior

Para comenzar con este bloque de actividades se proponen unas investigaciones sencillas
encaminadas a descubrir la relacién entre distintos angulos.

Al.- Actividades de investigacion
Relacidn entre dngulos inscritos que abarcan el mismo arco

Realiza la siguiente construccion:

. Dibuja una circunferencia, marca tres puntos A, By P sobre la circunferencia.
. Construye el dngulo inscrito APB.
. Mide el angulo APB.

. Mueve el punto P.



¢Qué observas en la medida del angulo cuando P recorre la circunferencia?

Construye un nuevo angulo inscrito AQB y mueve cualquiera de los elementos que intervienen
en la construccidn anterior para estudiar la relacién entre los dos dngulos anteriores.

Deduce qué relacién hay entre dos dngulos inscritos en una circunferencia que abarcan el
mismo arco.

A2.- Relacidn entre un angulo inscrito y su correspondiente angulo central
Realiza la siguiente construccion:

. Dibuja una circunferencia de centro O y dos puntos A y B sobre
la circunferencia.

. Construye y mide el angulo central AOB.
. Dibuja y mide un angulo inscrito APB.
Mueve el punto P para estudiar la relacién entre los dos dngulos anteriores y completa la

siguiente propiedad: “La medida de un dngulo inscrito en una circunferencia es
del correspondiente dngulo central”.

A3.- Angulos inscritos en una semicircunferencia

Realiza la construccién que aparece en la figura para estudiar la medida de un angulo
inscrito que abarca un arco correspondiente a una semicircunferencia.

A4.- Relacidn entre un angulo exterior y los arcos que abarca

Dibuja un angulo exterior a una circunferencia e intenta relacionar su medida con la de los
dos arcos que abarca.

A5.- Relacidn entre un angulo interior y el arco que abarca

Dibuja un dngulo interior a una circunferencia e intenta relacionar su medida con la del arco
gue abarca vy la del arco opuesto.

A6.- Medidas de angulos



Averigua, con papel y lapiz, el valor del dngulo a sabiendo que el tridngulo ABC es un
tridngulo isdsceles.

Comprueba los resultados utilizando las correspondientes opciones para medir los
angulos.

ABCD es un cuadrado y C es el centro de la circunferencia que aparece en la imagen
siguiente:

Halla la medida del dngulo inscrito representado en la imagen.

A7.- ANGULOS EN UN POLIGONO REGULAR

Intenta averiguar cual es el valor de los angulos marcados en la figura.



Utiliza las opciones del programa para comprobar tus resultados.

Completa la siguiente tabla:

POLIGONO REGULAR o B )

Tridngulo equilatero
Cuadrado
Pentagono
Octégono

Decagono

Intenta generalizar las medidas de los dngulos anteriores para un poligono
lados. regularde



A8.- CUADRILATERO INSCRITO EN UNA CIRCUNFERENCIA

Inscribe un cuadrildtero en una circunferencia y mide cada uno de los dngulos e intenta deducir
relaciones entre ellos.

Una vez deducidas las relaciones entre los dngulos, comprueba qué ocurre al mover los distintos
vértices del cuadrilatero.

¢Qué pasa cuando la circunferencia cambia de tamafio?

Un cuadrildtero cuyos vértices estan sobre una circunferencia se denomina
cuadrilatero ciclico.

¢Puedes enunciar la propiedad que debe cumplir un cuadrilatero para ser ciclico?

¢De los siguientes cuadrildteros cuales son ciclicos?

. Trapecio isdsceles.
. Rombo.

. Rectdngulo.

. Cuadrado.

A9.- CUERDAS
Dibuja una circunferencia de centro O y dos cuerdas AB y CD iguales.
A continuacién, traza los radios OA, OB, OC, OD y mide los dngulos AOB y COD.

Deduce la relacién existente entre los dngulos centrales que corresponden a dos cuerdas
iguales.



Ahora, dibuja en otra circunferencia de centro O, dos cuerdas AB y CD que no sean paralelas
y de distinto tamafio.

Dibuja a continuacidn las rectas perpendiculares a cada una de las cuerdas por el centro de
la circunferencia.

Contesta las cuestiones siguientes:
a. ¢Quétipo de tridngulos son AOBy COD?
b. ¢Qué representa la perpendicular anterior en cada uno de los tridngulos?

c. ¢Por donde pasa la perpendicular anterior con respecto a cada una de las bases?



ANGULOS. PROBLEMAS PROPUESTOS (12 parte)

Q Problema_Al.
ABC es un cuarto de circunferencia y AD=DB.

Realiza la construccién de la imagen y determina el valor del dngulo representado.

\ R

Problema_A2.

Dada la circunferencia de centro O, desde el punto A se traza la secante ABC, de modo
que AB sea igual al radio de la circunferencia, y se traza AOD que pasa por el centro.

Encontrar la relacidn entre los dos angulos representados en la figura.




0 Q QProblema_A&

El ortocentro es el punto de corte de las alturas de un triangulo.

Utilizando las propiedades de los angulos inscritos en una circunferencia, intenta
encontrar el ortocentro de un tridngulo.

Para encontrar el ortocentro es conveniente utilizar la relacién existente en un dngulo
inscrito en una semicircunferencia.

Te ayudaremos un poco.

Dibuja la circunferencia cuyo didmetro es uno de los lados del triangulo, por ejemplo el lado AC.

G Problema_A4.

Dos tangentes a una circunferencia forman un dngulo de 462 ¢{Cudnto mide el menor

B

de los dngulos, © , que forman en la circunferencia?

Sea una circunferencia de centro O. Reproduce la siguiente figura y calcula los angulos
del trapecio isdsceles en funcién del dngulo a.




ANGULOS

22 Parte
MEDIDAS DE ANGULOS
A10.- Actividad
Al trazar una secante cualquiera a una circunferencia, determina dos arcos. Sea AB uno
de esos arcos.

Determina el valor de los dngulos inscritos cuyos lados pasan por los puntos de
interseccién de la secante con la circunferencia.

All.- Actividad

Sea AB uno de los arcos determinados por una secante sobre una circunferenciay B el
angulo determinado por la secante y el diametro que aparece representado en la figura
siguiente:

Intenta determinar en funcién del valor de AOB, la medida del angulo B.

Al12.- Actividad



Sea ABC un tridngulo inscrito en una circunferencia de centro O. La altura trazada por el punto A
corta a la circunferencia en un punto H. Sea A’ el punto diametralmente opuesto al punto A.

Determina la relacién entre los angulos BAA” y CAH.

¢Qué ocurre con las bisectrices de los dngulos BCAy AA'H?

A13.- Actividad

En un cuadrildtero inscrito en una circunferencia ¢ qué relacidn hay entre los angulos opuestos?

éCudl es la relacidn entre estos angulos cuando el cuadrildtero es circunscrito a una
circunferencia?

RELACIONES ENTRE ANGULOS
A14.- Actividad
Dibuja un tridangulo ABC inscrito en una circunferencia que sea rectangulo en A.

Traza la recta tangente a la circunferencia por el punto B. La bisectriz del dngulo en C
corta a la recta AB en un punto P y a la recta tangente en un punto Q.

Comprueba que el tridngulo PBQ es isésceles.

Intenta averiguar en qué condiciones sera un tridngulo equilatero.

A15.- Actividad

Un arco AB de una circunferencia se divide en dos partes iguales por el punto C.

Desde el punto C se trazan las cuerdas CD y CE que cortan a AB en los puntos Fy G,
respectivamente.

Comprueba la relacién existente entre los angulos opuestos del cuadrildtero FGED.

A16.- ARCO CAPAZ

El arco capaz de un segmento, para un angulo dado, es el lugar geométrico de los puntos del
plano desde los que el segmento se ve bajo el mismo angulo.

A partir de un segmento AB y de un angulo a vamos a obtener el arco capaz.



Trazamos la mediatriz del segmento AB y la recta perpendicular a la semirrecta que
determina el dngulo a.

Sea D el punto de interseccién de las dos rectas anteriores.

El arco capaz del segmento AB para el dangulo a es el arco trazado con centro en D que
tiene por extremos los puntos Ay B.

Podemos comprobar que todos los dngulos inscritos cuyo vértice esté sobre este arco,
cuyos extremos sean Ay B son de la misma medida e iguales a a.



Al17.- Actividad

Intenta determinar cudl es el arco capaz para un segmento cualquiera y un
recto. angulo

La construccidn del arco capaz se utiliza para resolver problemas como el enunciado a
continuacién.

Actividad 8

Desde un barco se divisan dos faros A y B formando un dngulo a y las posiciones del faro By
otro punto de la costa C se divisan con un angulo B.



A partir de estos datos, con ayuda del arco capaz se puede determinar la posicidn del barco.
Resolver este problema cuando a=75° y B=45°.



ANGULOS. PROBLEMAS PROPUESTOS (22 parte)

G Problema_A6.
Por el punto de tangencia de dos circunferencias se traza una secante
comun. Deducid la relacidn entre los objetos siguientes:
a. Losradios trazados en los extremos de la secante

comun. b. Las tangentes trazadas en esos mismos puntos.

c. La relacion entre los angulos centrales determinados en cada circunferencia
por

los puntos anteriores y el punto de tangencia comun.

O O Problema_A7.

En una circunferencia de centro O, se trazan dos radios perpendiculares OAy OB.

Sea P un punto cualquiera de OB. Traza la recta AP que cortara a la circunferencia
en el punto C.

Traza la recta tangente a la circunferencia en el punto C que cortard a la
prolongacion del radio OB en D.

Intenta determinar qué tipo de tridngulo es PCD.

G G Problema_AS.

Si dibujamos un paralelogramo ABCD, como en la figura, dentro de una
circunferencia,

¢Cuanto mide el dangulo a?




G Q Q Problema_A9.

Sea una circunferencia c; de centro A; sobre ella tomamos dos puntos By C, y
construimos la circunferencia c, con centro en el punto D (punto medio de Cy B) que pasa
por E (punto medio de Cy A).

¢Cual tiene que ser la medida del angulo a, para que la circunferencia c, sea
tangente interior a c,?




Tema 5-
CUADRILATEROS

1. INTRODUCCION

En esta unidad te proponemos un viaje lleno de retos por el mundo de los
cuadrildteros. Algunos miembros de esta familia ya te resultardn familiares: el cuadrado, el
rectangulo, el rombo... Comenzaremos recordando algunas de sus caracteristicas y, a
continuacién, de la mano de GeoGebra, te invitaremos a descubrir nuevas relaciones vy

propiedades de estos poligonos, algunas de ellas verdaderamente sorprendentes.

Al igual que en unidades anteriores ofreceremos actividades y materiales que puedan
servir como punto de partida y también actividades de investigacidon para asi poder crear
materiales propios y poder compartir con los demas participantes, ese es el objetivo

fundamental del club.

Actividades de introduccion

éQué es un cuadrilatero?

o

| e i

Abre un fichero en blanco de GeoGebra. Selecciona la herramienta * Poligono
para construir un cuadrildtero. Haz clic consecutivamente en cuatro puntos cualesquiera de la
vista grafica y cierra el cuadrilatero haciendo nuevamente clic sobre el primer punto que has

sefialado.

Cambia sus propiedades, utilizando la barra de propiedades: aumenta su grosor y
cambia, si te parece oportuno, su color. También puedes cambiar el tamafo y color de los

vértices del cuadrilatero.

Selecciona la herramienta g Segmento entre dos puntos y traza las dos diagonales

del cuadrildtero que has construido. Cambia sus propiedades: elige un tipo de linea

discontinua.

%

cuadrilatero, para cambiar asi la forma del cuadrilatero que has construido.

Selecciona ahora la herramienta Elige y mueve. Mueve alguno de los vértices del
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En funcién de la posicién de los vértices, puedes obtener cuadrilateros convexos
(todos sus angulos interiores miden menos de 1802) o céncavos (uno de sus angulos interiores

mide mas de 1802), como los representados a continuacion:

Cuadrildtero convexo Cuadrilatero céncavo

Pero, dado que los vértices se pueden mover libremente, también podemos obtener

figuras similares a la siguiente, en la que los lados aparecen entrelazados:

Cuadrildtero entrelazado

¢Como deberiamos definir un cuadrildtero si esa tercera situacién, con los lados
entrelazados, también ha de considerarse como cuadrilatero? ¢Y cudl deberia ser la definicidn

en caso contrario?

En lo que sigue consideraremos Unicamente cuadrilateros cdncavos y convexos, a los

que llamaremos cuadrilateros simples.
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Clasificacion de los cuadrilateros

Las relaciones entre los lados y los angulos de los cuadrildteros nos sirven para
clasificarlos. En esta actividad vamos a tratar de revisar los criterios de clasificacién que

utilizamos habitualmente para la clasificacién de los cuadrilateros.

Carga la actividad “Clasifica cuadrilateros”

(http://www.geogebratube.org/student/m62825)

Mueve los puntos y trata de formar todos los cuadrildteros posibles. Te aparecerd en
cada caso el nombre del cuadrildtero construido. Fijate en las caracteristicas de cada uno de
ellos: activa las casillas correspondientes y observa como son sus lados y sus angulos (si son
paralelos o no, si son iguales, si son iguales dos a dos, etc.) y sus diagonales. A continuacion

contesta a las siguientes preguntas:

¢Qué cuadrildteros tienen los 4 lados iguales?

e ¢Qué cuadrilateros tienen los 4 dngulos iguales?

e ¢Hay algun cuadrildtero que tenga los 4 lados y los 4 dngulos iguales?

e ¢Qué cuadrildteros tienen lados paralelos?

e ¢Soniguales los lados opuestos de un trapezoide?

e ¢Soniguales los dngulos opuestos de un romboide?

e ¢Qué cuadrildteros tienen los lados no paralelos?

e ¢Qué cuadrildteros tienen los angulos opuestos iguales?

2. CUADRILATERO DE PUNTOS MEDIOS

Carga la actividad “Cuadrilatero medio”.

http://www.geogebratube.org/student/m62865

Los vértices del cuadrilatero son puntos libres, de modo que puedes moverlos y

cambiar la forma del cuadrildtero. Elige la herramienta ®  Punto medio y marca los
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L N
, . . " ,
puntos medios de los lados del cuadrilatero. Elige ahora la herramienta ¢~ Poligono y

construye el cuadrildtero formado por los puntos medios. Vamos a llamar cuadrilatero
medio al cuadrilatero asi obtenido. ¢Reconoces su forma? ¢Qué tipo de cuadrilatero es?

¢Te atreves a hacer alguna conjetura?

e Mueve los vértices del cuadrildtero inicial y forma otros cuadrilateros convexos.

Observa qué ocurre con el cuadrilatero medio, ése cumple lo que habias pensado?
e Prueba ahora con cuadrildteros céncavos, ésigue cumpliéndose tu conjetura?

e Vamos a tomar ahora algunas medidas para contrastar lo que observas. Utiliza la

cm

herramienta * Distancia o Longitud para medir las longitudes de los lados y la

herramienta * e Angulo para medir la amplitud de los dngulos del cuadrilatero

medio. Mueve ahora los vértices y observa la variacién de las medidas que has

tomado. A la vista de tus observaciones, ¢qué tipo de cuadrilatero es?

e Traza ahora las diagonales del cuadrilditero medio y marca su punto de

»

o«

interseccion. Utiliza para ello las herramientas Segmento entre dos puntos e

X Interseccion de dos objetos. Observa atentamente la construcciéon. ¢Puedes

demostrar ahora tu conjetura?

e También hay una relacién importante entre las areas del cuadrildtero inicial y de su

~ ;
cuadrildtero medio. Haz clic en == reiniciar. Activa la casilla Areas y mueve el
deslizador que aparece. Observa lo que ha ocurrido. ¢Qué relacidon hay entre el
area del cuadrilatero inicial y el drea de su cuadrilatero medio? Mueve ahora los

vértices del cuadrilatero inicial. ¢Se verifica siempre esa relacion?

Ahora seguramente entenderds por qué al cuadrildtero de puntos medios se le
conoce por el nombre de Paralelogramo de Varignon. Mds adelante estudiaremos algunas

cosas mas sobre este paralelogramo.
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3. CUADRILATERO cCicLICO

Abre un archivo nuevo de GeoGebra. Selecciona la herramienta @ Circunferencia
dados su centro y radio y construye una circunferencia de centro en un punto cualquiera de la

vista grafica y radio 4 unidades (procura que la circunferencia quede centrada en la vista

A
grafica). Crea ahora 4 puntos sobre la circunferencia, utilizando la herramienta ®  Punto

nuevo. Construye ahora el poligono formado por estos 4 puntos.

Llamamos cuadrilatero ciclico a aquél que se puede inscribir en una circunferencia. El
cuadrilatero que has construido es, por tanto, un cuadrildtero ciclico. Pero, éson ciclicos todos
los cuadrildteros? ¢Qué condicidn se ha de cumplir para que un cuadrildtero sea ciclico?

Vamos a investigarlo.

l’:x F'e ’ . .
Selecciona la herramienta ~® Angulo y crea los cuatro angulos interiores del

cuadrilatero. Para ello, una vez seleccionada la herramienta, sefiala tres vértices consecutivos
del cuadrilatero, en el sentido de las agujas del reloj, para construir el angulo formado en el

segundo de los vértices seleccionados.

Calcula la suma de los dngulos opuestos: a+y y también B+d. Para ello, escribe en la

barra de entrada, uno tras otro, los siguientes textos:

"a+y="+(a+y) "B+6="+(p+06)

Mueve los vértices del cuadrilatero, ise mantiene constante el valor de esas sumas?
¢Sabrias justificar por qué? Tal vez te venga bien recordar la relacidon que existe entre el angulo
inscrito en una circunferencia y el angulo central que abarcan el mismo arco, que has visto en

un tema anterior.

Basdndote en lo que has descubierto, ées posible que un cuadrildtero céncavo sea

ciclico? ¢Por qué?

4. CUADRILATERO TANGENCIAL

Un cuadrilatero tangencial es aquél en el que se puede inscribir una circunferencia, de
modo que todos sus lados sean tangentes a dicha circunferencia. Vamos a tratar de descubrir

cuales son las caracteristicas de los cuadrilateros tangenciales.
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Abre un archivo nuevo de GeoGebra. Selecciona la herramienta @ Circunferencia
dados su centro y radio y construye una circunferencia de centro en un punto cualquiera de la

vista grafica y radio 3 unidades (procura que la circunferencia quede centrada en la vista

A
grafica). Crea ahora 4 puntos sobre la circunferencia, utilizando la herramienta ®  Punto

O

nuevo. Selecciona la herramienta s~ Tangentes para trazar las tangentes a la circunferencia

por los cuatro puntos que has creado. Para ello, en cada caso, haz clic sobre el punto y sobre la

circunferencia. Crea ahora los puntos de interseccién de las rectas tangentes, utilizando la

herramienta X Interseccion de dos objetos. Construye ahora el cuadrildtero formado por
.
. ., - . [ o , -
los cuatro puntos de interseccién, utilizando la herramienta * Poligono. Por ultimo, oculta

las rectas tangentes.

CITI'

-~

Utiliza ahora la herramienta Distancia o Longitud para hallar las longitudes

de los lados.

c FG = 7.33 g

P
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Suma las longitudes de los pares de lados opuestos. ¢ Qué observas? Mueve ahora los
puntos de tangencia con la circunferencia, para modificar el cuadrildtero. iSe mantiene
constante dicha suma? ¢Sabrias justificar por qué? La siguiente figura te proporciona alguna

pista:

e ¢Qué relacidn hay entre las longitudes de los segmentos que tienen el mismo color?

¢Por qué? ¢Qué ocurre cuando sumas las longitudes de dos lados opuestos?

5. UNA PROPIEDAD DE LAS BISECTRICES

.
"

.--\. , 1z
Utilizando la herramienta * Poligono construye un cuadrildtero convexo.

Selecciona a continuacién la herramienta < Bisectriz y crea las bisectrices interiores de los

angulos del cuadrildtero. Observa que las bisectrices, al intersecar entre si, forman un
X

[ e i

cuadrilatero. Utiliza las herramientas Interseccion de dos objetosy * Poligono para

crear dicho cuadrildtero.
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Mueve los vértices del cuadrilatero original y observa qué ocurre con el cuadrildtero

formado por sus bisectrices interiores.

¢Puedes conseguir que las bisectrices sean concurrentes y, por tanto, el cuadrilatero
formado por su interseccién quede reducido a un punto? ¢Cédmo tiene que ser el cuadrildtero

inicial para lograrlo?
6. CLASIFICACION CON NUEVOS CRITERIOS

'
[ e
Abre un fichero en blanco de GeoGebra. Selecciona la herramienta *  Poligono y

construye un cuadrildtero. Cambia sus propiedades, utilizando la barra de propiedades:
aumenta su grosor y cambia, si te parece oportuno, su color. También puedes cambiar el

tamafio y color de los vértices del cuadrildtero.

El siguiente diagrama representa una nueva forma de clasificar los cuadrilateros

utilizando diferentes criterios de

clasificacion a los empleados en el
apartado inicial. M
Cusdrilétero
Analiza los criterios de w ‘/ N ZS
clasificacién, sigue las conexiones y Conplipo Spl:

N
construye los diferentes tipos de ‘/
Céni
Coavexo

cuadrilateros. Observa las

caracteristicas de aquellos Q ‘/ \

cuadrildteros, como el cuadrado,

Trpecio
que pertenecen a varias categorias. - \ /
sdmcles Yy
Y
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CUADRILATEROS

RETOS PROPUESTOS

C} Reto 5.1.

00 ¢En qué cuadrildteros son siempre iguales las dos diagonales?
00 ¢En qué cuadrildteros se cortan siempre en dngulo recto sus diagonales?

00 ¢En qué cuadrildteros las diagonales se cortan siempre en su punto medio?

0 Reto 5.2.

Traza las bisectrices de los angulos formados por las prolongaciones de los lados de un
cuadrildtero ciclico. Marca ahora los puntos de interseccién de las bisectrices con los lados del
cuadrildtero. A continuacién construye el cuadrildtero que determinan los cuatro puntos de
interseccion que has obtenido. Comprueba que el cuadrilatero que se forma es siempre un

rombo. éSabrias demostrar por qué?

¢Cémo ha de ser el cuadrildtero inicial para que el cuadrildtero formado por los puntos

de interseccidn de las bisectrices con sus lados sea un cuadrado?

QQReto 5.3.

Se llaman cuadrilateros bicéntricos a aquellos que pueden inscribirse o ser inscritos en
una circunferencia y, por tanto, son ciclicos y tangenciales. Uno de ellos es el cuadrado.

Investiga otros casos.

OO

Comprueba que si las bisectrices interiores de un cuadrildtero convexo determinan un

cuadrilatero, éste es ciclico. ¢Sabrias demostrarlo?

Comprueba que si las bisectrices interiores de un cuadrildtero convexo son

concurrentes, el cuadrilatero es tangencial. ¢ Sabrias demostrarlo?
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Reto 5.3.

En el cuadrildtero ABCD los lados AB, BC y CD tienen la misma longitud. Ademas

conocemos los angulos que forma la diagonal AC con los lados AB y AD, que miden 402 y 309,

respectivamente. Calcular la medida del angulo ADC.

B
C
A
D

@ C} Reto 5.4.

Sean dos circunferencias de centros O1 y 02, secantes en los puntos A y B. Por los
puntos A y B trazamos dos rectas, que intersecan a las circunferencias, ademas de en estos dos

puntos, en los puntos C, D, E y F. Demostrar que son paralelos los lados CF y DE del

cuadrildtero CDEF.




ESTADISTICA

INTRODUCCION

GeoGebra ofrece diferentes comandos y opciones para facilitar hasta extremos
insospechados, una vez mds, todos los calculos pesados y repetitivos que supone el trabajar
con datos y su analisis. Ademds se usaran las posibilidades de la Hoja de calculo y sus
herramientas para trabajar con datos y presentar resultados de forma gréfica.

También presentaremos los graficos con otras herramientas directas (y algunas
indirectas aprovechando las posibilidades graficas de GeoGebra).

Ofrecemos una primera parte de Iniciaciéon. En la segunda parte abordaremos el
calculo de pardmetros estadisticos y construccién directa de graficos.

RECUENTO. TABLAS DE FRECUENCIAS

Hemos anotado el nimero de hermanos y hermanas que tiene el alumnado de dos
clases de un Colegio. Queremos construir la tabla de frecuencias.

1314212132
2131023211
3204210123
1142131232
0102321032

En GeoGebra accedemos a Hoja de calculo a través del menu disponible en Vista.
Introducimos los 50 datos anteriores.

A B [ ] E F G H | J
1 1 3. 1 4 2 1 2 1 3 2
II 2 1 3 1 i} 2 3 z i 1
I3 3 2 1] 4 2 1 0 1 2 3
[ 4 1 1 f 2 1 3 1 2 3 2
| 5 0 i 0 2 3 2 1 0 3 2

Estadistica 2



{1,2}
Seleccionamos ahora todas las celdas de la hoja y usamos la herramienta ¥ para

crear una lista de datos a la que llamaremos hermanos. Debemos tener activa la Vista
Algebraica para que aparezca dicha lista en ella.

~ \fista Algebraica
=R

= Lista
(@ hermanos = {1,3,1,4,2,1,2,1,3,2,2,1,3,1,0,2,3,2,1,1,3,2,0,4,2,1,0,1,2,3,1,1,4,2,1,3,1,2,3,2,0,1,0,2,3,2, 1,0, 3, 2}

Para obtener los valores de las frecuencias absolutas usamos la barra de entrada en la

forma

Entrada: |Frecuencial BN G EXE O T (]

Escribimos el nombre de nuestra lista

Entrada: |Frecuencialhermanos]

~ \fista Algebraica

B G-

-l Lista

w3 hermanos={1,3,1,4,2,1,2,1,3,2,2,1,3,1,0,2,3,2,1,1,3,2,0,4,2,1,0,1,2,3,1,1,4,2,1,3,1,2,3,2,0,1,0,2,3,2,1,0, 3, 2}
 lista1 = {6, 16, 15, 10, 3}

Cambiamos el nombre de la listal con el botén derecho y usando Renombra.

~ \ista Algebraica

El| El~

= Lista

-~ O alumnos = {6, 16, 15, 10, 3}

‘@ hermanos ={1,3,1,4,2,1,2,1,3,2,2,1,3,1,0,2,3,2,1,1,3,2,0,4,2,1,0,1,2,3,1,1,4,2,1,3,1,2,3,2,0,1,0,2,3,2,1,0,3, 2}

GeoGebra presenta las frecuencias con datos ordenados de la lista hermanos de
menor a mayor, o sea, hay 6 alumnos con 0 hermanos, 16 con uno, etc.

Ill

Ahora vamos a construir una tabla de frecuencias al “estilo clasico” pero ayudandonos
con GeoGebra. Para ello podemos abrir una Nueva Ventana para tener una nueva Hoja de
calculo o seguir trabajando en la ventana actual para tener los datos a la vista. Haremos esto
ultimo. A partir de la celda A7 ponemos los datos (nimero de hermanos) y en la columna de la
derecha, a partir de B7, las frecuencias absolutas (nimero alumnos con ese numero de
hermanos). En B12 escribimos ="N =" Suma[B7:B11] para presentar la suma. (Atencidn a las

comillas y a los espacios. Todo lo que va entre comillas es texto, lo demas son férmulas).

Estadistica 3



También podriamos haber resaltado todos los datos de la columna y usar la

herramienta de la Hoja de cdlculo .

A partir de la columna C7 ponemos las frecuencias relativas escribiendo =B7 / 50 y
arrastrando el botdn de control de la celda para rellenar el resto de celdas.

./

Por ultimo para tener una columna de porcentajes escribimos en la celda D7 la
siguiente expresion = C7 *¥100 " %" y volvemos a arrastrar su botdn de control.

Nos debe quedar algo como esto:

B | B hermanos | F.ahsolutas | F.orelativas | Porcentajes
7 0 B 012 12 %

8 1 16 0.32 2%

g 2 15 0.3 30 %

10 3 10 0.z 20 %

11 4 3 0.06 B %

12 =40 Total=1

GRAFICOS ESTADISTICOS

Ahora vamos a organizar los datos mediante representaciones gréficas. Como es una
variable cuantitativa discreta usaremos el Diagrama de barras. Necesitamos tener los datos de
la variable y sus frecuencias absolutas distribuidas en listas. La segunda lista la tenemos
construida ya; es la que habiamos Ilamado alumnos. Para la otra, seleccionamos el rango
A7:A11 de la Hoja de cdlculo y con el botdn derecho en la opcidn Crear, seleccionamos Lista.
Vamos a llamarla Hermanos. Tenemos entonces:

Lista
-@ Hermanos ={0,1, 2, 3, 4}
) alumnos = {6, 16, 15, 10, 3}

Para crear el grafico activamos la vista grafica y basta teclear en la barra de entrada
Barras[Hermanos, alumnos]. Aparecera el diagrama y podemos cambiar su aspecto a través
de sus propiedades (botdn derecho a doble clic).

Estadistica 4
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T: 10
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£
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1 2 3 4 ]

Numero de hermanos

-2

También podemos unir los extremos superiores de las barras mediante lineas,
obteniendo una linea poligonal que se llama poligono de frecuencias.

Podemos hacerlo con la herramienta Segmento o con Poligono y ocultando
adecuadamente los elementos que no queramos que aparezcan.

Estadistica 5



Numero de alumnos

Numero de hermanos

En la segunda parte de este tema haremos todo la anterior de manera directa con

herramientas propias de GeoGebra.

Asi nos ha quedado nuestra ventana de trabajo.

= Lista
@ Hermanos = {0, 1,2,3, 4
O alumnos - {6, 16, 15, 10, 3}

@ hermanos={1,3,1,4,2,1,2,1,3,2,2,1,3,1,

Mimero

0 a=6
O b=16
@

—@
= Pentdgono
3 poligonot - 27.23
Punto
O A=(0,6)
O B=(1,16)
O €=(192,1503)
O D=(3,10)
=0 E=1(3.99,3.04)
Seamento
5 a,=1005
iy b=134
“ c=5.14
5 d,=7.03
() & =407

Estadistica

Niumero de alumnos

Numero de hermanos

| |2 v
A | = c D

1 1 3 1 4
T 2 1 3 1
T 3 2 ) 4
[+ ] 1 1 4 2
(5] 0 | 0 2
T N°hermanos | F. absolutas | F.relativas  Porcentajes
T ) B 012 12%
T 1 16 03z 32%
T 2 15 03 30 %
[0 | 3 10 02 20%
(] s 3 006 5%

MN=450 Total =1



ESTADISTICA

22 Parte

MEDIDAS DE CENTRALIZACION

En la primera parte hemos contado, agrupado, organizado y representado los datos
del siguiente problema:

Hemos anotado el nimero de hermanos y hermanas que tiene el alumnado de dos
clases de un Colegio.

1314212132
2131023211
3204210123
1142131232
0102321032

Ahora vamos a calcular una serie de valores que nos ayudaran a interpretarlos; son las
medidas o parametros de centralizacién: media, moda y mediana.

Recordemos que tenemos los datos en bruto en la lista hermanos.

Ertracia: Medialhermanos]|

En la barra de entrada tecleamos obtenemos

-0 media = 1.76

El nombre media lo hemos definido nosotros renombrando la expresién obtenida.

Entrada; Moda[her ||m|m$]| ------ 2 moda = {1}

Ahora tecleamos obteniendo

GeoGebra presenta la moda como una lista y no como un ndmero. Esto ocurre porque
puede haber mas de una moda.

Entrada: |Medianafhermanos] . e ' mediana =2

Por ultimo, tecleamos cuyo valor es

UNA HERRAMIENTA DE GeoGebra PARA TODO

Aprovechando que tenemos todos los datos del ejemplo en la Hoja de calculo vamos a
obtener de forma sencilla el grafico y los parametros estadisticos. Para ello seleccionamos el

Estadistica. 22 parte 2



rango A1:J5 (los 50 datos) y pulsamos en la herramienta “), y a continuacion elegimos

Andlisis de una variable.

il 2] T

EE[I]] Andlisis de unavariable

E;%‘ Analisis de Regresion de dos variahles
rm | andlisis Multivariable

===

A Calculadora de probabilidades

En la ventana que aparece pulsamos en Analiza:

" Fuente de datos

x]

Ed:l]] Analisis de una variahle
'-:_r\-;:
7
Af:uS ‘
1 -
2
5 3
1
0
3
1
2
1 o
Cancela ]| Analiza

Debemos obtener la siguiente ventana. Seleccionamos el grafico Diagrama de Barras.

Estadistica. 22 parte 3



* Andlisis de datos - hermanos.ggh

L 2
o oIx BE =
|Diagrama de Barras V| El E
164
144
124
104
5
o
44
o
—I“I —DI ) 6 D|5 'II ‘1|5 é 2‘.5 1‘3 3‘5 :1 4‘5 IG
Para obtener diferentes valores de las medidas estadisticas pulsamos Ix (con lo que
obtenemos:
' Andlisis de datos - hermanos.ggh
T ol|[xEE =
Estadisticas v| Diagrama de Barras A [ET) s
n a0
Media 1.76
T 1.0874
g 1.0874 81
33 a8
B 214
Min i s
Q1 1
Mediana | 2
Q3 3 124
My 4
104
o
o
o]
2
N 3 1 z 7 5 :

Estadistica. 22 parte



Observamos que aparecen los datos hallados anteriormente y otros mds que nos
pueden servir para hacer un analisis mas exhaustivo.

Si queremos ver los datos en la misma ventana pulsamos en

. Andlisis de datos - hermanos.ggh

]| &

AR EE g

B

Estadisticas "‘ Datos Diagrama de Barras v Kl &
2 a0 ~ A1JS

Media | 1.76 1

T 1.0874 v 2

5 1.0984 v 3

2% 28 [ 4

nE 214 v 5

Min 0 W &

V7

2]

v a

v 10
V11
V12
13
V14
15
¥ 16
V17
13
V19
¥ 20
¥ 21
v 22
W 23
Vv 24
v 25
v 26
v 27
v 28
[ 70

>

Mediana
Q3
M

e[ Ra [ =

R N N e R = o N k=R N =R R A e e R e VU =R VR )

I -1 o 1 2 a3 4 5

Por ultimo, hay que tener en cuenta que si guardamos el fichero, GeoGebra no
guardara la ventana de Analisis de datos. Si queremos que se guarde el grafico pulsamos con el
botdn derecho en él:

N =

Copiar en Vista Grafica
Copiar al Portapapeles

104 Exportar como imagen...

Estadistica. 22 parte 5



y elegimos Copiar en Vista Grafica.

Podemos tener toda la informacién en la ventana de trabajo:

b Vista Grafica
16 T
14
124
104
ad
e .
44
2]
T o T
1 o 1

Estadistica. 22 parte

I

A

~ Hoja de Calculo

N BIEE =~

E

C

o = W

= = g = @

To @B

Estadisticas

n

50

Media

1.76

1.0874

1.0954

a8

214

0

ENERE PN

(SRR S
W= o
oW = =

- = o w

o = =

~

W =W

MR W =



ESTADISTICA

APPLETS RECOMENDADAS

Todas las applets que recomendamos a continuacién estan disponibles en el Proyecto
Gauss del Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte del Gobierno de Espafia.

http://recursostic.educacion.es/gauss/web/

Las actividades se pueden utilizar tanto en los niveles de Primaria como en Secundaria.

Recuento

http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales didacticos/primaria/actividade
s/estadistica recuento.htm

Estimacion

http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales didacticos/primaria/actividade
s/estadistica_estimacion.htm

http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales didacticos/eso/actividades/est
adistica_estimacion.htm

Recuento y hoja de cdlculo

http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales didacticos/eso/actividades/est
adistica_y probabilidad/recuento/hoja_de calculo/actividad.html

Estadistica 2
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http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/primaria/actividades/estadistica_estimacion.htm
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http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales_didacticos/eso/actividades/estadistica_y_probabilidad/recuento/hoja_de_calculo/actividad.html

ESTADISTICA Y PROBABILIDAD
APPLETS RECOMENDADAS

22 Parte

Applets disponibles en el Proyecto Gauss del Ministerio de Educacién, Cultura y
Deporte del Gobierno de Espaia.

http://recursostic.educacion.es/gauss/web/

Las actividades se pueden utilizar tanto en los niveles de Primaria como en Secundaria.
Media, mediana y moda

http://recursostic.educacion.es/gauss/web/materiales didacticos/primaria/actividade
s/estadistica_medidas.htm

En GeoGebraTube tenemos esta actividad de los pardmetros estadisticos que se
obtienen al lanzar n veces un dado:

http://www.geogebratube.org/student/m7451

Otra interesante actividad de Manuel Sada: la idea gréfica de la media.

http://docentes.educacion.navarra.es/msadaall/geogebra/figuras/elmedia.htm

Estadistica 2
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ESTADISTICA

RETOS PROPUESTOS

0 Reto 11.1.

Lanza un dado 40 veces y anota los resultados. Después haz un recuento y organiza los
datos en una hoja de cdlculo y construye una tabla de frecuencias en la que aparezcan los
valores de la variable, la frecuencia absoluta, la frecuencia relativa y los porcentajes
correspondientes.

O O Reto 11.2.

Realiza un Diagrama de barras correspondiente a la actividad anterior.

Intenta decorar y poner titulos.

Estadistica 2



ESTADISTICA
RETOS PROPUESTOS

22 parte

(:} Reto 11.3.

Las edades de los padres de 20 alumnos de una clase son:
43 40 44 46 50 51 52 46 47 45
40 43 44 46 44 46 48 49 48 46

Sin usar la herramienta Analisis de una variable, calcula la media, la mediana vy la
moda.

O O Reto 11.4.

Realiza la actividad anterior usando la herramienta Analisis de una variable.

Recuerda que para enviar esta actividad deberas adjuntar en un documento la ventana
que aparece y en la que ademas del grafico se vean los datos de Mostrar estadisticas.

Estadistica 2



ESTADISTICA Y PROBABILIDAD

DIAGRAMA DE SECTORES
GeoGebra no hace diagrama de sectores. Por ello vamos a construirlo “manualmente”

Recuperamos el problema que ha servido de ejemplo en las dos entregas de
materiales.

Hemos anotado el nimero de hermanos y hermanas que tiene el alumnado de dos
clases de un Colegio. Queremos construir la tabla de frecuencias.

1314212132
2131023211
3204210123
1142131232
0102321032

Recuperamos también la tabla que de frecuencias que habiamos construido.

G | M*hermanos | F.absolutas | F.orelativas | Porcentajes
7 0 B 012 12 %

8 1 16 0.32 2%

g 2 14 0.3 30 %

10 3 10 0.z 20 %

11 4 3 0.06 6%

12 M =40 Total=1

Vamos a afiadir una nueva columna con la amplitud en grados de cada sector que
formaran el grafico. Para ello multiplicamos las frecuencias relativas por 360. En la celda E7
tecleamos =C7*360 y después arrastramos la casilla de control.

Nos debe quedar:

B | WN*hermanos | F.absolutas | F.relativas | Porcentajes ﬁ«nguln =

7 0 B 012 12 %
2 1 16 0.3z 32 % 1152
9 2 15 n.3 30 % 108
10 3 10 n.z2 20 % 72
11 4 3 0.06 E % 216
12 M =50 Taotal=1 360

Estadistica 2



Por comodidad y para no tener que borrar el diagrama de barras, vamos a abrir una
nueva ventana en GeoGebra en la que tendremos activa Vista Hoja de Calculo, Vista
Algebraica y Vista grafica. Ocultamos los ejes.

Vamos a copiar los datos de amplitud anteriores (columna Angulo) en el rango B1:B5
de la nueva hoja de calculo:

s | B |
432

115.2

108

72

1.6

| &= | | kD —

Ahora, en la Vista grafica dibujamos una circunferencia con la herramienta adecuada
dados su centro y uno de sus puntos

Renombramos el punto B con el botdn derecho y le llamamos Al. Obsérvese que salen
sus coordenadas en la celda Al.

En la barra de entrada escribimos: A2 = Rota[A1l, B2°, A], con lo que obtenemos en la
celda A2 el punto que se obtiene al rotar el punto Al, una proporcién de circunferencia
correspondiente al porcentaje del segundo dato (115.2 grados), con respecto al centro de la
circunferencia, el punto A.

Arrastramos la casilla de control de la celda A2 hasta A5 y tendremos todos los puntos.

Estadistica 3



Al A &
1 (314, 2.8 432
2 | (-238,-054 1156.2
3 | (254,-429) 108
4 (5.26,-0.7) 72
AS 5 | (6.02071) 216
B
7
Ad g
q
10
11
12
13
14
14
16
Ocultamos todos los puntos (objeto y etiqueta).
Para dibujar los sectores usamos el comando
Entrada:|Sector[ <Cénica>, < { )=, < { =1

Escribimos C2 =Sector|[c, A1, A2], con lo que en la celda C2 aparece un valor (area) y en
la circunferencia ¢ aparecerd un sector de 115.2 grados de amplitud con primer punto Al,
segundo punto A2 y centro el de la circunferencia.

c2 S |=Sectar]e, AT, A2]
A | B | e |
1 (314, 2.8 432
2 |(238,-0.54 1152  1466]
Sector C2: Sectorfc, A1, AZ] 5 (2.54,-4.28) 108
4 {526, -0.7) 72
§ | (5.02071) 6
B
7
]
q
10
11
12
13
14

Arrastrando la casilla de control de la celda C2 tendremos los demds sectores.

Obsérvese que no es necesario dibujar el primer sector.
Estadistica 4



G15 4 |

A B c
1| (314,28 432
2 | 238 -054) 115.2 14.56
3| (254,-4.28) 108 1375
4 | (526,-0.7) 72 9.16
5 | (5.02,0.71) 216 275
B
7
8
9
10
11
12
13
14
[1s ]

Ya sélo queda decorar el diagrama de sectores a nuestro gusto, con las opciones de las
que se dispone en Propiedades de los objetos.

1 Hermanos 115.2 %%

0 Hermanos 43.2 %

4 Hermanos 21.6 %%

2 Hermano 108 % 3 Hermanos 72 %
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Lo que sigue es el Protocolo de Construccion en GeoGebra

Nombre Definicion Valor Rétulo
[1 [Numero B B1=432

Nimero B2 B2=115.2

3 [MimeroB3 | B3 =108 |
4 [NimeroB4 || [B4=72 |
Numero BS B5=216

6 [Punto A A =(144,-062)

7 [[Punto &1 | [81=(3.14,28) |
|Circunferencia c||Circunferencia que pasa por A1 con centro A||c: - 1 A4R + y + DB2)PR = ‘14.59”
[9 [Punto a2 |41 rotado por el angulo B2 |82 =(-2.38,-054) |
Funto A3 AZ rotado por el angulo B3° A3 = (254, -4728)

Funto Ad A3 rotado por el angulo B4® Ad=(526-07)

[12][Punto 45 |44 rotado por el angulo B5® [a5=(502,071) |
%I | | |
Sector C4 Sector[c, A2, Ad) C4 =916

[16][Sector C5 [Sectorlc, A4, A5] [c5=275 |
|Te><to textol "1 Hermanos " + B2 + " %" [t Hermanos 1152 % |
[19] | | |
Texto textod "3 Hermanos "+ B4+ %" 3 Hermanos 72 %

Texto textod "4 Hermanos "+ BS+ " %" 4 Hermanos 21.6 %

[21][Sector d [SectorCircular[a, A5, A1] |d=55 |
|Te><to texto5 'O Hermanos "+ B1+" %" [0 Hermanos 42 2 % |

Estadistica






