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TEMA 9 — DERIVADAS

DERIVADA DE UNA FUNCION EN UN PUNTO, APLICANDO LA DEFINICION

EJERCICIO 1 : Halla la derivada de la siguiente funcién en x =1, aplicando la definicién de derivada:

f(x)=x?+1
Solucién: f'(1)= lim FOIAQ i 65 4D=2 i X2 DDy
x—>1 x-1 x—1 Xx-1 x—1 X=1 x-51 x-1 x—1
EJERCICIO 2 : Calcula,utilizandola definiciénde derivada, f (1) paralafuncién f(x)sz_l.
x-1 4
Solucién: f'(1)= lim f(x) f(l) _imiZl
x—1 x—>1 x-1 x>13 3

EJERCICIO 3 : Halla la derivada de la funcién f(x)=(x — 1)2 en x=2, aplicando la definicion de derivada

2 2
Solugién: @)= fim T8)=F@)_ ) &-1F -1 Doty X2t X2 o2x e xe2)
x—2 X-=2 x—>2 X-2  x52 X—=2 Xx—2 X=2  x52 X-2  x-2
EJERCICIO 4 : Aplicando ladefiniciénde derivada, calcula f' (1), siendo f(x)=§
3_2 2-2x
Solucién: f'(1)= lim -t _, — lim —X— — Jim 222 i 282X 22
AT KT XL X1 YL (X—1X  xDL(X-DX  x1 X
FUNCION DERIVADA, APLICANDO LA DEFINICION
EJERCICIO 5: Halla f'(x), aplicando la definicién dederivada:
a) f(x)=x2+1 b) f(x)= X;rl c) f(x)=2x2 d) f(x):% e) f(x):%x
Solucion: ‘
2 2 2 2 2
a) ' ()= lim f(x+h)—f(x): lim (x+h) +1—$< +1, lim = +h®+2xh+1-x" -1 _
h h—0 h h—0 h
2
~lim D2E2XD i o +2x)_ lim (h+2x)=2x
h—»0 h h—»0 h h—0
x+h+l (x+1) X+h+1-x-1 h
b) f'(x)= lim P f6) iy 3 3 lim 3 —im 3= fim =L
h—0 h h—0 h h—0 h h—»oh h—-03h 3
2 2 12 T 5y 2 2 op2 2
f(x) i f(x+h) f(x) lim 2(x+h)2—2x _ lim 2‘( +h“ +2xh —2x _ lim 2x" +2h" +4xh—2x" _
h h—0 h h—0 h h—0 h
2
_ fim 20X @R A o )< ax
h—0 h h—0 h h—s0
1 1 X—(X+h] X —X — —h
d) £(x)= lim fx+h)-f(x) fim X+ X _ i x(x+h) _ lim x(x+h) lim x(x+h) Cim o
h—0 h h>0 h h>0 h h>0 h h>0 h h—0 hx(x+h)
—1
= lim ———
h_>ox(x+h) N
2(x+h)_ 2x 2x +2h - 2x 2h

2
h h—0 h h—0 h h—0 h  h-03h 3

&) ()= lim Ty 8 8 38 3 20
h—0



Tema 9 — Derivadas. Técnicas de derivacién — Matematicas 1l — 2° Bachillerato 2
CALCULO DE DERIVADAS INMEDIATAS

EJERCICIO 6 : Halla la funcién derivada de:

a) f(x)=3x*-2x +5 b) f(x)=e* c) f(x)=2x3-x2+1 d) f(x)=1Inx
e)f(x)=2x5+§ f) f(x )=sen x g)f(x)=x3—3x2+% h) f(x )=cos x
i) f(x)=4x3-3x2 +2 i) f(x)=tg x k)f(x)—x2+2 1) f(x )= xeX
- : -9 C2x+1 -
2
m) f(x )= 3x -1 n) f(x )= x?sen x ﬁ)f(x)zl_x 0) f(x)=xInx
x2 -2 x -3
B 2 3x+1 _3x? e
o)1) +2 01022 -2 5 16045 -sen
Solucion:
a) f'(x)=12x3-2 b) f'(x)=e c) f'(x)=6x2 —2x d) f'(x)=§
e) f'(x)=10x* +% f) f'(x)=cos x 9) f'(x)=3x2 —6x h) f'(x)=—senx
i) £'(x)=12x2 - 6x j) f'(x)=1+tg%x =
. cos “X
0 60 2x(2x+1)-k2 122 ax?+ox-2x® -4 _ 2P +2x-4 ) 6= e = (Le x)e"

(2x+1) ex+12  (2x+1p
) k2 -2 —(3x—1)2x 3% -6-6x2+2x _-3x"+2x-6

2 e e

n) f'(x)=2x senx+x2cos x

m) f'(x

2 2 2 2
ﬁ)f,(x):—ZX(x—3)—‘1—x _—2x?abx-1ex® _ —x®16x-1 R S
(x—-3) (x—-3) (x-3)% X
, 12 , %X -(3x+1)e® eX(3-3x-1) 2-3x
fl(x)z—-——= ' (x)= = =
p) f'(x) TR q) f'(x) éx)z éx)z ~
) ()= 6x(2x+3)-3x? -2 _12x” +18x—6x> _ 6x* +18x
(2x+3)2 (2x+3)2 (2x+3)2

1 _
s) f'(x)=§x *senx +x¥* .cosx = sen x +3/x - cos x

1
33x?
CALCULO DE DERIVADAS

EJERCICIO 7 : Halla la funcién derivada de:

a)f(x)=(3x2+x]4 b) f(x)=+v4x? +1 c) f(x)=e™ d)f(x)=|n(3x4—2x]
X +1 4 9x2 3x2 -2
e)f(x)zsen[zx_gj f) f(x)=3x -5 9) f(x)= 7, h) f(x )= xe*
\ 4 3
i) F(x)=8x5—2x3+ = ) F6)=h4 —3x e k)f(x)zsen( X ] ) F(x)=X_ 8%
3 / <2 1 2 5
2 3 4 2
m) f (x )= = 3_3 M fE)=Ink4-2x  ®ix)=-"Z I o)1)= 32"‘4
2x° +1 5 X< +3X
p) F(x)=42x3-3 q)f(x)=%x4—§x7 r) f(x)=e* -senx s)f(x)=cos( gx ]
X< +2

t) f(x)=4x5—2?x u) f(x)=$<2—3x:ex V) f(x)zsen( Xz_l]

X< +1
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3 a
w) f(x)=—x7+§x—1 x) f(x)= ax” -3 y) f(x)=e’* 3
4 x2—1
3 \
2) f(x)=9x2—3x4+l 1) f(x)= 3x 2) £(x)=In kx5 +3x
3 4-x2 g
3x5 42 x4l
3) f(x)=# 4) £(x)=x“cosx 5) f(x)=e x-1
6
6) f(x)=2" _2x+5 7) f(x)= 8) f(x)=v2x-3x*
+1
Solucion:
a) f'(x)= 4(3x +x -(6x +1)
2 2
b)f(x)_—~12x2= 1 &
2Vax® +1 Wax® 41 Vax® 1
c) f'(x)=e* 2. (12x? —2\
1 12X -2
d) f'(x)= -(12x° -2
) 116) 3x4—2x( d ) - 2X

e)f'(x)zcos[ X +1 )(2x—3)—(x+1)2 _ 2x—3—2x—2.cos[ X+1 j: -5 .COS[ x+1j

2x -3 (2x -3 (2x-3) 2x=3)  (2x-3) 2x -3
f) f'(x)=12x> —18TX

)_6x$<2—1 (3x2 —2 2x _ 6x° —6x—6x3 4 4x _

$<2—1)2 $<2—1)2 $<2—1)2
hy f'(x)=eX +xeX =eX(1+x) i) f'(x)=40x* —6x?
j) frx)= ‘4x3—3/ex +$<4 —3x/ex = ¢1X3 ~3+x% -3x eX = ‘(4 +4x3 -3x-3 eX

k) f'(x)= COS(XZX_J. Xl_zl__Szzx ) COS(X —1] 2‘(21 12))2( i &2 21)12 Cos(xzx—l]

9) f'(x

3 2 2
I)f'(x):lzx _18x =6x3—18X
2 5
. 2x(2x3 +1 - &2 -3 .6x2 _axteax-ext r18x? —2x +18x? 4 2x
(2x3 +1)2 (2x3 +1)2 (2x3 +1)Z
A 3
n) f'(x)= ‘4x3—2/= -2
x4 —2x X' =2X
ﬁ) f'(X)Z —8X5+6X
0 ()= 3‘(2+3x/—(3x—4)(2x+3): 32 +9x—6x —9x+8x+12 _ _ —3x’ +8x+12
$<2+3x)2 ‘><2+3x)2 (X2+3X)2
1 ) 6x2 3x2
o) 160 — e - -
2y 2x3 -3 2 23-3 V2x3 -3
Q) ' (x)=2x" - 251 x®

r) f'(x)=e* -senx+e* -cosx = (senx+ cosx Je*
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N
2 2 2
S)f'(X)=—Sen( 3x ]3& +2-3x-2x _ | 3% +6-6x .Sen( 3x ]:

2 2

X +2 2 )g X +2
€2+2)2 Q +2

_ —3x? +6 ( 3X j_ 3x2 ( 3X ]

NG 2 - 2

Q +2)z X< +2 Q +2)z X< +2

t) f'(x)=20x*

u) ()= (2x—3)eX +(x2 —3x:ex —eX(2x-3+x2 —3x:=ex (x2 —x—3:

x-1

—x2 +2x+1_

" f'(x)zcos( x2—1 J'XZ +1-(x-1)2x =cos( x2—1 ].x2+1—2x2+2x =cos(
X“+1 (X2 +1y X“+1 (X2+1f
=xZ+2x+1 x—1
) (x2+1)2 . [X2+1j

w) f'(x)= —7x5 +%

2(v2 1 b3 = 4 2 ol 4 2
TR (x? -1 -bx® -3 2x _12x* —12x2 —8x* +6x _ ax* —12x% +6x
() (-1 (-1
y) £(x)=e 3. (28x3 = 28x3 7x'-3
7) f'(x)=18x—12x3

2 2" 4.3 2 oud 4 2 L 4
B 6= (4-x2 —3x3(C2x) 36x2-9x* +6x*  36x% —3x

(4—x27 IO ED

N 4
2) £()=—— lox? +3 = 22X *3
2x° +3x 2x° +3x

3) f(X)_M
4) f'(x)=4x3cosx +x* (= senx)= 4x3cosx — x*senx

x2+1 Y ox+l x2+1

27 2 L= 2 2 2
5) f(x)=e xL. 2x(x - 1)—‘( *1,_oxa1 2XT-2x-xT-1 g xS -2x-1

(x-1)? (x-1)? (x-1)?

5
6) f'(x)= 24;‘ —2=8x° -

2.9 2 2 2
7 (%)= Z‘X +1-2X-2X  2X“ +2-4X —2X°+2

(x2+1)2 ) (x2+1)2 :(x2+1)2 \

o122 12«3 2h-6x® 1-6x°

1
2 2x —3x4 2x/2x 3  22x—3xd  yax—3x?
EJERCICIO 8 : Halla la derivada de estas funciones:

a) f(x)= (ax+x5:3 b) f(x)=

8) f'(x)=

c) f(x)= &2 +\/;; Inx

(x+2)
e) y=e2*1. senx f) y=|n[x+3] 9 y= 3x+1

) F)-k2-2 e ) )

4x+

2

X +1

].

(x2 +1)2

d) f(x)= In[:T_;]

h) y= cos? ‘<4 -2,
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Solucion:
2) £ =3 +x°)2 (" +5¢%
2 ) - —_ —_—
b) f'(x)= 2(x+2)" -2x - 2(x+2) _ (x+2) [2(x+2)-4x] 2x+4-4x -2x+4

(x+2)% (x+2)* x+23  (x+2)3
\
c) f'(x)=(2x+ij nx+ k24X -l=(2x+ij Inx+x+£
2% ‘X 24/x X
d) f'(x): 1 x+2-(x-1) _ (x+2) (x+2-x+1) _ 3 _ 3
x-1 (x+2)2 (x-1) (x+2)2 (x-1) (x+2) x21x_2
X+2
e) vy =e2L. 2 senx+ et . cosx =262 senx + e2¥tL . cos x = = €21 (2sen x + cos x)
f y= 1 2x+1-(x+3) -2 (2x+1) (2x+1-2x-6) _ -5 L -5
X+3 (2x +1)2 (x+3) (2x+1)2 (x+3) (2x+1) 2x% +7x+3
2x+1
0 y= 3(x—1)2 -(Bx+1) - 2(x-1) (x-1)[B(x-1)-2(3x+1)] 3x-3-6x-2  -3x-5
(x-1)* (x-1)* (x-1)3 (x-1°

h) y “ = 2cos (x4 —2)-[-sen (x4 -2)]: 4x3 = —8x3 cos (x4 —-2)-sen (x4 -2)

) Fr)=2x- X+ (x2—2) eX=(2x+x2—2) X = (x% + 2x - 2) &

) f@)=[3x"1]U2

4X +2
f,(x)_l[Ex—lj1/2_3(4x+2)—(3x—1)-4_1[4x+2j1/2_12x+6—12x+4_
2 \4x+2 (4x +2)? 2 3x-1 (4% +2)?
_ 1 (4x+2)Y? 10 5 5

T2 Bx-DY7 (4x+2)? (3x-1VZ.(4x+2)°7 J@x-1 (@x+2)

EJERCICIO 9 : Halla la derivada de estas funciones:

a) f(x)=1tg? (2x* - 1) b) f(x)=(sen x)**1 ¢) 5x2 + 5y2 = 4xy

d) f(x)= In(x_;] e) f(x)=x**? f) 3x* -2y +xy=1
X+

9) y=e2*1 . sen (x- 1) h) y=(3x2 + 1)2X i) x2-y2 4+ xy=5

i) v=cos? (x* - 2) k) y = (cos x)2X ) 2x%y2 4+ 3x2 +y2 =2

2

m) f(x)=3 34X > n) f(x)=(@x+1) ) x2+3xy+y2=0
X —_

Solucion:

a)f () =2tg (x4 - 1) (1+1g2 2x* - 1)) - 8x3 = 16x3 tg (2x* - 1) + 16x3 tg° (2x* - 1)

b)y=(senx*1 = Iny=In(enx**1 & Iny=@x+1)-In(senx)=

' COSX
Y Cnenx)+ (x+1): ——x = y'=(sen x )" [In (sen x)+ (x +1) cotg x ]
y senx
€)10x+ 10y -y'=4y+4x-y' =10y -y'—4x -y '=4y - 10x =y ' (10y — 4x) = 4y — 10x
. 4y -10x , 2y —5x

= —> =

10y —4x 5y —2x

. 1 1 X+2-X+1 3
d) f)=In(x—1)—In(x+2) =f (x):x l_x+2:(x 5 (X+2): . .
- - XS +X—

' 1
&)y=x*?2 5 Iny=Inx*?2 - Iny=(x+2)|nx:>x:|nX+(X+2)-—:> y'=x**+2 {Inx+x+2}
y X X
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—12x3 - y
X — 6y2

0)y' =e2*+L. 2 sen (x— 1) + €2+ cos (x - 1) = 21 [2 sen (x — 1) + cos (x - 1)]
hy=@¢+1)% 5 Iny=In(3x%+ 1% 5 Iny=2xIn(3x%+1) =

N1 -6y2 -y +y+x-y' =0y x-6y2) =-12C -y = y'=

' N A 2
l=2lnx‘3x2+1+2x- :>y'=t3x2+1\2X- 2Int3x2+1+ 12x
y ’ 3x? +1 ’ ’ 3x% 41
N2X-2y y'+y+x:y'=0=-2y - y'+X y'=-2X-y =2y ' (X-2y)=-2X -y
. —2x-y
- X -2y

j) y'=2cos (x4 —2)-(-sen (x4 -2)): 4x3 = —8x3 cos (x4 —2)-sen (x4 -2)

Ky =cosx)Z* — Iny=In(cosx)>X — Iny =2xIn (cosx) = %= 2In (cos x)+2x - (_CZTXXJ

y'=(cos X)2X - [2In (cos X) — 2x tg X]
1) 4xy2 +2x2 . 2y y'+6x+2y-y'=0=> 4x2yy' + 2yy' = —6X —4xy2 =y (4x2y +2y) =—6x — 4xy2
_ —bx- 4xy2

4x2y+2y

m) f(x)z[ 4 }%:

3x -2

2
f'(x):l[ ax2 ) A 8x (3x — 2)-4x2 - 3 :13[3x—2j2 24x2 —16x —12x°
3

2 2
3(3x—2] 12x“ ~16x
3x -2 (3x —2)2 3V 4x? (3x - 2)2

(3x—2)?

ny=@x+1* - Iny=In(2x+1* > Iny=x|n(2x+1):>lzln(2x+1)+x-22 n
y X+

y'=@x+1) {|n(2x+1)+ 2x }

2x+1
-2X -3y

A)2X+3y+3X Yy +2y - yV=0=3x -y +2y ¥ =-2X-3y =y (BX+2y) =-2Xx-3y=> y'= X+ 2y
+

ESTUDIO DE LA DERIVABILIDAD

EJERCICIO 10 : Estudia la derivabilidad de esta funcién, segun los valores de a y b:
3x?2+1 si x<0
f(x)=ix*+ax? si 0<x<1
bx +Inx si x>1

Solucidn:
¢ Continuidad:
- En x#0 y x=1: f(x) escontinua, pues esta formada por funciones continuas.

lim f(x)= Iim Bx?+1=1
Xx—0" ) x—>0’tg g

- En x=0: lim f(x)= lim €3+ax2):0 f(x) noes continuaen x = 0.
x—0" x—0"

f(0)=0
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lim f(x)= lim ‘(3+ax/=1+a

X—1" X—1"
- En x=1:9 lim f(x)= lim (bx+Inx)=b
x—=1" Xx—1"

f@)=b

Para que f(x) seacontinuaen x=1, hadeser b=1+a.

e Derivabilidad:

6Xx si x<0

- Si x#0y x=1: f(x) esderivable, y su derivada es:f'(x)= 3x2+2ax si O<x<1

b+ 1 si x>1
X
- En x=0: f(x)no es derivable, pues no es continuaen x =0.
- En x=1: Paraque f(x) seaderivable en x =1, han de ser iguales las derivadas laterales:

'@ )=3+2a
P )b+l
b=1+a

- Por tanto, f (x) seraderivable en R — {0} cuando y solo cuando: }
3+2a=b+1

3+2a=b+1

a=-1

b=0
- En x=0 no es derivable, cualesquiera que sean a y b.

EJERCICIO 11 : Calcula a y b para que la siguiente funcion sea derivable en todo R:

a .
2= si x<-1

X
f(x)= X
—bx?2+2x si x>-1

Solucidn:
¢ Continuidad:
- En x=-1: f(x) es continua, pues esti formada por funciones continuas en los intervalos en los que estan definidas.

lim f(x)= lim [x2+3]=1—a
X

X—>-1 X—>-1

- En x=-1:{ lim f(x)= lim (bx2+2x):—b—2
X—>-1" X—>-1"
f(-1)=-b-2

Para que f(x) seacontinuaen x=-1, hadeser 1—-a=-b-2.

e Derivabilidad:

2x—i si x<-1

2
- Si x#-1: f(x) esderivable, y su derivada es: f'(x)= X
-2bx+2 si x>-1

- En x=-1: Como f'(-17)=-2-a y f'(-17) = 2b +2, para que f (x) sea derivable en
x=-1,hadeser -2—-a=2b+2.

¢ Uniendo las dos condiciones anteriores, f (x) sera derivable en todo R cuando:

2
l1-a=-bh-2 }a—b=3 }a=§
b=_—7

3

—-2-a=2b+2 ) a+2b=-4
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—x4+3x2 si x<1

EJERCICIO 12 : Estudia la derivabilidad de la funcién: f(x)= 2x2 si 1<x<2

X2 +4x—4 Si x=>2

Solucidn:
¢ Continuidad:
-En x#1 y x=2: f(x) escontinua, pues esta formada por funciones continuas.

lim £()= lim x*+3x2

X—1" X—1"
- En x=1: lim f(x)= lim é ):2 f(x) escontinuaen x =1.
x—=1" X—=1"

fl)=2

lim f(x)= lim ‘Zx =
X—2" X—2"

- En x=2: lim f(x)= lim Q +4x — 4):8 f(x) es continuaen x = 2.
X—2" X—2"

f(2)=8

e Derivabilidad:

—4x3+6x si x<1
- Si x#-1y x=0: f(x) esderivable, y su derivada es: f'(x)= 4x si 1<x<2
2x+4 si x>2

- En x=1:Como f'(17)=2=f'(1") =4, f(x) noesderivableen x=1.
- En x=2:Como f'(27)=8="1'(2"), f(x)es derivable en x=2, ysu derivada es f'(2) =8.
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EJERCICIO 13 : Halla los valores de a y b para que la siguiente funcion sea derivable:

32 —ax+b Sl x<1
f(x)=

—bx+2 si x>1

Solucidn:
¢ Continuidad:
- Si x#1: f(x) escontinua, pues esta formada por polinomios, que son funciones continuas.

lim fx)= lim 6x? —ax+b—3 a+b
X—1" X—1"

- En x=1:1 lim f(x)= lim €x3—bx+2):a b+2
x—=1" x—1"

fl)=a-b+2

Para que f(x) seacontinuaen x=1, hadeser 3—a+b=a-b+2; esdecir,2a—-2b=1.

e Derivabilidad:

6x —a si x<1
- Si x=1: f(x) es derivable, y su derivada es: f'(x )=
3ax2 -b si x>1

-

f 6-a
- En x=1: Paraque seaderivable en x =1, las derivadas laterales han de ser iguales: { 6-a=3a-b
f' (+ ) 3a-b
.. . Lo . 2a-2b=1
e Uniendo las dos condiciones anteriores, f (x) sera derivable si: } = E; =—
6-a=3a-b

3x?-2x si x<-1
EJERCICIO 14 : Estudia la derivabilidad de la siguiente funcién: f(x)= x? +4 si —1<x<0

2X —x+3 si x>0
Solucion:

¢ Continuidad:
Si x#-1yx#0 — f(x) escontinua, pues est4 formada por funciones continuas.

lim f(x)= Ilim bx? -2x =5
X—>-1 X—>-1"

- En x=-17 lim f(x)= Iim €2+4):5 f(x) escontinuaen x = -1
X—>-1" X—>-1"

f(-1)=5

lim f(x)= lim $<2+4 4
X—0" X—0"

En x=0: I|m f(x)=lim é —x+3):4 f(x) escontinuaen x =0

—0" x—0"
f(0)=4
o Derivabilidad:
6x -2 si x<-1
- Si x#-1y x#0 — f(x) esderivable, ysu derivadaes:f'(x)= 2X si —1<x<0

2XIn2-1 si x>0

En x=-1:Como f'(-17) =—-8=f'(-1%) =-2; f(x) noes derivableen x=-1.
En x=0: Como f'(07)=0=f'(0")=(In2)-1; f(x) tampoco es derivable en x = 0.



