LIBRO 4







MATEMATICAS 10 ESO

PROGRAMA EXPERIMENTAL PARA LA MLJORA DEL
RAZONAMIENTO Y LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS.

LIBRO 1.

NN
— -
&)

LS g

Castillay Leon

Junta de



Este documento es una publicacion de la Consejeria de Educacion de la Junta de Castilla y Ledn.

Citar esta publicacion asi:

Consejeria de Educacién de Castilla y Ledn. Matematicas 12 de ESO, 2023. Programa Experimental
para la mejora del razonamiento y la enseianza de las Matematicas. Libro 1.

Texto finalizado en julio de 2023.

© Consejeria de Educacioén de Castilla y Ledn.

Autores:

ALIENDE CORNEJO, BEATRIZ

ALONSO MESA, PABLO

ALONSO SANTAMARIA, DIEGO
ARCONADA CUADRADO, LUISA MARIA
BERGES IBANEZ, LAURA

BLAZQUEZ MARIN, MARIA SONSOLES
BOAL FERNANDEZ, LAURA

BRAVO DE DIEGO, M. PINAR
BRITA-PAJA HOYOS, MARIA ANGELES
CARBAJO OLEA, CESAR

CASTRILLO MATEOS, ABEL

CEA MANUEL, RAQUEL

CUBERO DE LA FUENTE, JUAN ANTONIO
DEL RiO MENDEZ, PILAR

DE AVILA DE LOS RIOS, LUIS ANGEL

DE LA HERMOSA GARCIA RAYO, ELISA RUIZ
DE LAS CUEVAS GIL, FERNANDO
DOMINGUEZ VICENTE, MARIA ELENA
FERNANDEZ FERNANDEZ, JOSE IGNACIO
FERNANDEZ FLOREZ, ANA MARIA
FERRERO ALVAREZ, MARIA JESUS
GALLO DOMINGO, ISABEL

GARCIA GONZALEZ, M2 CARMEN
GARCIA LEMA, ANA

GARCIA MARTIN, JAVIER

GARCIiA MORAL, BEATRIZ

GARNACHO PASTOR, ANA

GOMEZ CENDRERO, ISABEL

GOMEZ PAREDES, JOSE MARIA
GONZALEZ BUSTO, ANA MARIA
GONZALEZ DE LEON, MANUEL
GONZALEZ LOPEZ, RAQUEL
HERNADEZ FRAILE, MERCEDES
HERRERO PEREZ, JUAN LUIS

HERRERO SANCHEZ, DANIEL
IGLESIAS GONZALEZ, DOLORES
IGLESIAS RODRIGUEZ, MARIA JOSE
JIMENEZ JIMENEZ, RUBEN
LORENZO CARTON, MARTA
MARTIN JUNCO, PABLO

MEDINA PORTALES, M. VICTORIA
MEILAN RODRIGUEZ, M2 VICTORIA
MONTERRUBIO PEREZ, M2 CONSUELO
MORALEJO GUTIERREZ, MARIA DE LA VEGA
ORZAEZ HERNANDEZ, JOSE DANIEL
PENA PARAMO, MARTA

PILA COBO, MARTA

PONTON OCA, ANA MARIA

RAMOS ALONSO, PEDRO

ROBLES SAHAGUN, JAIRO
RODRIGUEZ GARCIA, VERONICA
RODRIGUEZ HERNANDEZ, MERCEDES
RODRIGUEZ PEREZ, MANUEL
ROLDAN ARTEAGA, ANA CARMEN
SAGRADO FERNANDEZ, JAVIER
SANCHEZ BELZA, JULIO

SANTA OLALLA TOVAR; JOSE MARIA
SANTAMARIA GALLEGO, AMAYA
SANTANDER GARCIA, DAVID

SANZ SANZ, JOSE LUIS

SERNA DEL POZO, MANUEL

SOTO DE ROA, RUBEN

TOVAR HERNANDO, LUCIANA C.
VEGA FERRERAS, ALICIA

VIADAS ALIENDE, MARTA
ZAMARRO SANZ, M. ARANZAZU
ZAPATERO MARTIN, MARIA



Asesoramiento:

UNIVERSIDAD DE BURGOS:
DE LAS HERAS GONZALEZ, M2 PILAR
HERNANDO ARNAIZ, ENRIQUE

UNIVERSIDAD DE LEON:

CARRIEGOS VIEIRA, MIGUEL

DE CASTRO GARCIA, NOEMI

MURNOZ CASTANEDA, ANGEL LUIS
SUAREZ CORONA, ADRIANA

TROBAJO DE LAS MATAS, MARIA TERESA

UNIVERSIDAD DE SALAMANCA:
CACERES GARCIA, MARIA JOSE
CHAMOSO SANCHEZ, JOSE MARIA
GONZALEZ ASTUDILLO, MARIA TERESA
MOLINA GONZALEZ, MARTA
RODRIGUEZ SANCHEZ, MERCEDES
SANCHEZ BARBERO, BEATRIZ

UNIVERSIDAD DE VALLADOLID:
ARCE SANCHEZ, MATIAS
CONEJO GARROTE, LAURA
CUIDA GOMEZ, MARIA ASTRID
MARBAN PRIETO, JOSE MARIA
MAROTO SAEZ, ANA ISABEL
PALOP DEL RiO, BELEN

UNIVERSIDAD DE ALCALA DE HENARES:
RAMOS ALONSO, PEDRO

Revision de la maquetacion:

LOBO DE LUCAS, JUAN LUIS
SERRANO CABALLERO, MANUEL ERNESTO
MANJARRES GOBERNADO, LAURA
GARCIA DAVIA, MARIA ANTONIA

VALERO TEJEDOR, ISABEL

MERINO DONCEL, MARIA

ALONSO SANZ, ERNESTO

RUIZ NUNEZ, ROSA MARIA

SANTA OLALLA TOVAR, JOSE MARIA

Fecha de publicacidn: diciembre de 2023
ISBN TOMO I: 978-84-9718-727-5

ISBN OBRA COMPLETA: 978-84-9718-726-8



INDICE

NUMEROS NATURALES PAGINA 6

]
NI
@
e
o e
@
@
[ ]
®
@

NUMEROS ENTEROS

—_——— e we———

Cuadro de botones de un ascensor



FRACCIONES Y DECIMALLS PAGINA 100

-

Suma de Fracciones.

PAGINA 142

ARROZ CALDOSO:
- 1 parte de arroz.
- 4 partes de agua.

Proporcién de aguay arroz en la receta para arroz caldoso

PAGINA 168

Amalie Emmy Noether

Emmy Noether, fue fundamental en el desarrollo del Algebra en el siglo XX.

ECUACIONES PAGINA 190

Podemos dibujar y manipular para entender cdmo resolver ecuaciones.



SIMBOLOS UTILIZADOS EN LAS HERRAMIENTAS MATEMATICAS

$a4

H’j R[TOS PROBLEMAS INICIALES QUE SIRVEN COMO INTRODUCCION DE LOS CONTENIDOS DEL APARTADO.

@APR[ND[ Y APLICA Exeuicacion o L0s CONTENIDOS DEL APARTADO

= 014 PRINCIPAL, EXPLICACION Y EJEMPLOS DE UN CONCEPTO MATEMATICO.

E PROCEDIMIENTO, EXPLICACION Y EJEMPLOS DE UN PROGEDIMIENTO MATEMATICO.

&,
\ PRACTICA ccreicios v PROBLEMAS PARA PRACTICAR LO APRENDIDO EN [L APARTADO,






INDIGE

PROBLEMAS QUE VAMOS A RESOLVER

jQUE SABES DL .2

HERRAMIENTAS MATEMATICAS

1. i QUE NUMEROS MAS NATURALES !
2. CALCULAR Y ESTIMAR

3. ELEVANDO LOS NUMEROS

1. COMBINANDO OPERACIONES

DE UN VISTAZO

TRABAJA EN GRUPO

NUMEROS NATURALES



PROBLEMAS QUE VAMOS A RESOLVER

1.- Los nombres mds comunes:

A continuacidn, se muestran los 5 nombres de mujer y de hombre mds comunes en Espafia:

Mujeres Hombres
Ana Maria 272 433 Antonio 666 584
Carmen 383575 Daniel 298 813
Isabel 262 845 David 366 782
Josefa 269 508 Francisco 488 901
Laura 257 015 Javier 307 329

a) Ordena los nombres de mujer y de hombre (por separado) de mayor a menor (pon el
orden junto al nombre).

b) Ordenalos nombres de mujer y de hombre (mezclados) de mayor a menor (pon el orden
junto al nombre con otro color).

c) ¢éCudntas personas en total de esa lista tienen nombre que contengan una O?

d) ¢éHay mas Carmen o David? ¢(Cudl es la diferencia?

e) Estima, sin hacer el célculo, si entre Carmen y Josefa habrd mas o menos que entre David

y Daniel, y después calcula la diferencia.
1.~ calcula mentalmente y explica cdmo lo haces:

a)82+29 b) 47 - 28 c)29-5 d) 500: 10

NUMEROS NATURALES



jQUE SABES DE .7
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VEO PIENSO ME PREGUNTO
® @ Py
a
16-5=16-10:2 =160:2 = 80
VEO PIENSO ME PREGUNTO
® @ Py
P51 (2+3)-5 )+3-5
VEO PIENSO ME PREGUNTO
@ @ Py
1+2+2+)+]=5.] 2-2-2-2-2=5'?
VEO PIENSO ME PREGUNTO
® % £y
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HERRAMIENTAS MATEMATICAS

1. i QUE NUMEROS TAN NATURALES !

e
8 RCTOS

A) Los protagonistas de Los Simpson tienen Unicamente cuatro dedos en cada mano.

Inventa un simbolo para cada uno de sus ocho dedos y explica cdmo representarias la

cantidad de caramelos que hay en el dibujo.

o R

B) He descubierto un extrafio documento que relaciona

@R C @010

simbolos con nimeros, épodrias ayudarme a descifrar el
ultimo nimero?

Il on s
Jiii@nmu 2

@APR[ND[ Y APLICA
Can

~ Los numeros naturales sirven para contar, ordenar e identificar. Los nimeros naturales
forman un conjunto representado por la letra N. Son los primeros que utilizé el ser humano para
representar cantidades, usandolos para contar objetos, personas, los animales que cazaban, etc, y
también para establecer un orden (el orden en una representacién religiosa, por ejemplo). Al
principio la representacién era muy simple: una unidn de marcas servia para representar los
distintos nimeros. Pero cuando las cantidades crecian, esa forma de representacion dejo de ser (til
y hubo que utilizar otras, de ahi que se crearan distintos sistemas de numeracion. Los sistemas de
numeracion permiten escribir cualquier nimero natural mediante una unién de simbolos. Esa
representacion se utiliza muchas veces para identificar o distinguir objetos o personas, por ejemplo,

esa es la funcidn del nimero del carné de identidad o del nimero de una camiseta de un deportista.

NUMEROS NATURALES



1. i QUE NUMEROS TAN NATURALES !

9

Un sistema de numeracion estd formado por simbolos y reglas para unir los simbolos. Uno
de los sistemas de numeracion que aun se utiliza para nombrar los siglos, los capitulos de un libro,
etc, es el sistema de numeracion romano que has estudiado en primaria. Pero ese sistema de
numeracién no era util para hacer calculos, asi que histéricamente se fue extendiendo un sistema
mucho mas eficiente para ello, el sistema de numeracion decimal, que es el que utilizamos casi
siempre. Como sabes, consta de nueve simbolos, 0, 1, 2, 3,4,5,6, 7,8y 9y se basa en agrupar las
cantidades de diez en diez (seguramente tenga que ver con el hecho de tener 10 dedos en las manos,
recuerda el reto de los Simpson), por lo que se dice que 10 es la base de la numeracidn. Otro famoso
sistema de numeracion, el sistema binario que utilizan los ordenadores, sigue las mismas reglas que
el decimal pero que tiene como base 2, es decir, tiene sélo dos simbolos, 0y 1, y las cantidades se
agrupan de dos en dos. Con esos dos simbolos se puede escribir cualquier dato y supone dos estados
distintos de los componentes de un ordenador (carga magnética positiva/negativa, carga eléctrica
de alto/bajo voltaje, picos y depresiones en la superficie de un disco). También son faciles de
transmitir. Piensa en que desde un alto podrias enviar a un amigo un mensaje de ceros y unos con
una linterna tapandola y destapandola. Otro sistema de

Color | Hexadecimal Color | Hexadecimal

numeracion utilizado en informatica es el hexadecimal, que | biack

silver | #cOc0cO

.. . . cp gray #808080 white | #ffffff
utiliza 16 simbolos, 0-9, A-F. Se usa por ejemplo para codificar _

los distintos colores que se usan en el ordenador (formado por | purle

6 digitos, cada pareja muestra la intensidad de los colores rojo
g ’ p J J ! olive yellow |#££££00

verde y azul, que mezclados proporcionan el color final). navy
teal _ aqua #00ffff
@ Los numeros naturales se pueden representar \ Rep\"esemLGCIOh grgﬁca

sobre una recta. Esta es una representacién grafica, como | | l S S —
lo son los puntos de un dado. Para la representacion en la

recta se marca el origen con un, 0, y se divide en segmentos iguales, cuyo extremo se marca con un
numero natural de forma consecutiva hacia la derecha. Asi los nimeros mas grandes estdn a la
derecha en la representacion. Esta representacion de los nUmeros naturales ayuda a poner de

manifiesto el orden, como en las lineas del tiempo que se usan en historia.

‘
‘ ; P fay .J.’::\‘ .‘:-'.
. n Printaredt
ek e 12 puthon @ Gougle (M Tube) Uber stripe 200m ~Ph

I I G o S o
yahoo! NETFLIX
S amazon @ o

2011
@ Harlem Shake ==
S ubunty A

4 info@argashub.com
A www Argoshub. com
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1. i QUE NUMEROS TAN NATURALES !

Cn

Puedes ver esa misma representacién en instrumentos de medida como reglas y metros. En
este caso se cuenta cuantas veces cabe una unidad en un objeto en el que se mide una determinada
magnitud, asi que los numeros naturales también se utilizan para medir. Lo cierto es que pocas
veces en lo que se mide caben un nimero justo de unidades y es necesario dividir la unidad, pero

eso lo verds mas adelante en el tema de fracciones y decimales. En este aspecto %

los naturales no sirven siempre y es necesario utilizar otro tipo de nimeros.

Para ordenar numeros naturales expresados en el sistema decimal se comienza por la cifra
que representa el orden mds grande, si un nimero tiene esa cifra mayor que otro ya es mas grande,
si es igual se pasa a la siguiente y se procede de la misma forma. Por ejemplo, puedes razonar que
3658 es mayor que 658 porque el primero tiene 3 unidades de millar, pero en el segundo la de mayor
valor es la centena. Se escribe 3658 > 658. También puedes decir que 658 es menor que 3658 y se
escribe 658 < 3658. El nimero 3658 es mayor que 3558 porque, aunque ambos tienen las mismas
unidades de millar (3), el primero tiene un 6 en las centenas y el segundo un 5, y el 6 es mayor. El
numero 3658 es mayor que 3656 porque tienen las mismas unidades de millar (3), centenas (6) y

decenas (5) pero el primero tiene 8 unidades y el segundo 6.

234560 € 2|37540 €
|

igual

igual
4<7

mas barata 234560€ < 237540€ mascara

"\, PRACTICA

11.- Investiga y escribe los siguientes numeros utilizando otros sistemas de numeracion:

a) 15 b) 109 c) 2057

1.2.- observa las siguientes imagenes y clasifica segun la utilidad de los nimeros que aparecen:

il" : myBANK |
. -y o
. 2 W~ 9999 9999 999 9
Tt 7884921808274

A D.
conghesaM
nacional B34 ) P
. LARES 2N WA (7
TR G wod 29| (<7
Foom 6. e K= e 1] I 2 3 45461
Ordenar: Identificar:

NUMEROS NATURALES



1. i QUE NUMEROS TAN NATURALES !

1.3.— Representa en la recta de forma aproximada las siguientes fechas:

» 1202: Fibonacci publica el Liber abaci (‘Libro de los dbacos’ o ‘Libro de los calculos’)
difundiendo en Europa la numeracién arabiga.

» 550: Matematicos hindles dan al cero una representacién numérica en el sistema de
numeracion indio.

» 1924: Se instaura la Medalla Fields con el fin de premiar a matematicos destacados.

» 1882: Felix Klein inventa la botella de Klein.

» 1100: Los «numeros indios» han sido modificados por los matematicos arabes para formar
el moderno sistema de numeros arabigos.

» 1557: Robert Recorde en su obra The Whetstone of Witte inventa el sigho =y populariza en

Inglaterra los simbolos + y —.

14.,— NOMEROS TRIANGULARES,

Los numeros triangulares son aquellos que se pueden representar mediante puntos formando un

triangulo como en la imagen:

®
® e SO
9 o0
® oe o0e 0000
1® 300 6009 100006 1500000
10 20 30 40 50

¢Cudl es el siguiente nimero triangular? Dibujalo
¢Cudl es el nimero que esta en décimo lugar?

¢Hay alguna relacion entre la posicion que ocupa en la lista (primero, segundo, tercero, ...) y el

numero de puntos?

NUMEROS NATURALES



HERRAMIENTAS MATEMATICAS

2. CALCULAR Y ESTIMAR

e
8 RCTOS

A) ¢Cuales son los nimeros que faltan en esta suma? Explica lo que haces para encontrarlos.

¢éCudles faltan en la multiplicacién? Explica lo que haces para encontrarlos.

8
X
2 7 6
B) Observa como se han obtenido los
5
numeros la pirdmide de la derecha,
30 26
partiendo de los de abajo.
¢Cémo tienes que escribir los niUmeros 3, 2, v 13 1
5,7y 1enlapirdmide siguiente para que se 3 b ) b
obtenga el numero de arriba, completando [} ) 3 1 6

la pirdmide de la misma forma?

70

C) Haz un dibujo que te permita resolver el siguiente problema:

Una caja y su tapa cuestan 13 euros. Si la caja cuesta un euro mds que la tapa écudnto cuesta

NUMEROS NATURALES

cada uno?




2. CALCULAR Y ESTIMAR

QAPR[ND[ Y APLICA
O

=~ Las operaciones bdsicas con niimeros naturales, suma y resta, multiplicaciéon (o producto) y
division (o cociente) sirven para resolver multitud de problemas cotidianos. Habrds observado que
las dos primeras se relacionan pues, como has visto en el primer reto, para encontrar un sumando
que falta basta con usar la resta. Igual ocurre con la multiplicacidn y la divisidon, son operaciones
inversas. Cuando los numeros son pequefios es posible utilizar cdlculo mental, utilizando para ello
diversas estrategias. Cuando las cantidades son mds grandes se pueden usar los algoritmos que
aprendiste en primaria. Un algoritmo es una sucesidon de pasos que debes seguir para hallar la
solucion de las operaciones. No son unicos, hay muchos algoritmos para operar, aunque todos se
basan en las propiedades del sistema de numeracién que utilizamos. Cuando los nUmeros son muy
grandes conviene utilizar la calculadora, en cuyo caso es importante también aprender a estimar
los resultados. Estimar es hallar una solucidn aproximada y se hace mentalmente. Por ejemplo, al
multiplicar 4327 por 619 podemos pensar que la solucidn estara cercana al producto de 4000 por
600, que es facil de hacer mentalmente ya que basta con multiplicar 4 por 6 y afiadir todos los ceros.
La solucidn estara cercana a 2 400 000 y si, por ejemplo, obtuviéramos algo como 256 700 sabriamos

qgue nos hemos equivocado al teclear.

Cen

< Para resolver problemas debes tener claro que sumar tiene que ver con unir o afiadir cosas,
restar con quitar o buscar sumandos desconocidos, multiplicar con hacer sumas repetidas, con
disposiciones rectangulares o distintas combinaciones y dividir con repartos, con la busqueda de

factores desconocidos o con contar cuantas veces cabe una cantidad en otra.

No siempre se obtiene una cantidad exacta al dividir. Puede quedar un resto. Si la division es exacta
el dividendo es igual al divisor por el cociente. En cambio, si la divisién no es exacta, el dividendo

serd igual al divisor por el cociente mds el resto. Tenlo en cuenta cuando resuelvas problemas con

divisiones.
DIVIDENDO 504 | 10 DIVISOR
4 50 COCIENTE DIVIDENDO = DIVISOR - COCIENTE + RESTO
RESTO

Por ejemplo: 180:5=36esexacta —»180=36"5

180 :7 =25tieneresto5 —»180=25-7+5

NUMEROS NATURALES




2. CALCULAR Y ESTIMAR

@ Estrategias de cdlculo mental. Para hacer calculos mentales hay multitud de estrategias.

Vamos a explicar algunas de ellas:

>

v

\//

Y

Descomponer y recomponer en sumas: Se pueden escribir los nUmeros como suma de otros
dos (descomponer) para operar de forma mas sencilla, agrupando los sumandos de otra
manera, gracias a la propiedad asociativa y a la propiedad conmutativa de la suma. Por
ejemplo:
38+9=(7+31)+9=7+(31+9)=7+40 =47
46+52=40+6+50+2=40+50+6+2=90+8=98

Descomponer y recomponer en multiplicaciones: Como en la anterior, se pueden escribir
los nimeros como producto de otros dos (descomponer), agrupando los factores de otra
manera, gracias a la propiedad asociativa y a la propiedad conmutativa del producto. Por
ejemplo:

16-15=(8-2)-15=8-(2-15)=8-30=240
Sumar y restar la misma cantidad en una suma: Para facilitar el cdlculo de una suma con
dos sumandos nos podemos fijar en que la suma no cambia si a un sumando se le suma una
cantidad y al otro se le resta la misma cantidad. Por ejemplo:

29+57==29+1+57-1= (29+1) + (57-1) = 30 + 56 = 86

Sumar o restar la misma cantidad en una resta: Para facilitar el calculo en una resta de dos
numeros nos podemos fijar en que la resta no cambia si a ambos le sumamos o restamos la
misma cantidad. Por ejemplo:

57 -29 = (57+1) - (29+1) = 58 -30 = 28

32-29 = (32-2) - (29-2) =30-27 =3
Multiplicar por 10, 100, 1000, ...: Para multiplicar por 10 se afiade un 0 al nimero, por 100
se afiaden dos ceros, por 1000 tres ceros, etc. Por ejemplo:
45 - 1000 = 45000
Multiplicar por 5: Para multiplicar por 5 se multiplica por 10 (lo que equivale a afiadir un 0
al nimero) y divide por 2 (observa que 10:2 es igual a 5). Esta técnica se llama cero y mitad:
120-5=120-10:2=1200:2 =600
Multiplicar por 11: Para multiplicar por 11 se descompone el 11 en 10 mas 1y se utiliza la
propiedad distributiva del producto respecto a la suma, asi que basta multiplicar el nimero
por 10 (afadir un 0) y sumar el mismo nimero. Por ejemplo:
62-11=62-(10+1)=62-10+ 62 -1=620+ 62 = 682

También puedes observar que las unidades del resultado son las del numero, las decenas

son la suma de las unidades y decenas del nimero y las centenas son las decenas del

NUMEROS NATURALES m



2. CALCULAR Y ESTIMAR

numero. Esto tiene que ver con el algoritmo de la multiplicacidn. Asi, se puede calcular
directamente una multiplicacidn por 11 sumando cada pareja de cifras consecutivas:

6275 - 11 = 69025 tiene como unidad 5, como decena 5+7=12 (2 decenas y 1

centena), como centena 2+7 mds una del cdlculo anterior, 10 (0 centenas y 1 unidad

de millar), como unidad de millar 6 + 2 mds una del cdlculo anterior, 9, y como

decena de millar 6.
Multiplicar por 9: Para multiplicar por 9 se descompone el 9 en 10 menos 1y se utiliza de
nuevo la propiedad distributiva del producto respecto a la suma, asi que basta multiplicar
el nimero por 10 (afiadir un 0) y restar el mismo numero. Por ejemplo:

56:9=56-(10-1)=56-10-56-1=560—-56 = 504
Multiplicar por 15: Para multiplicar por 15 se descompone el 15 en 10 mas 5 y como antes
basta multiplicar el ndmero por 10 (afadir un 0) y sumar la mitad de ese producto (la
multiplicacidn por 5 es la mitad de la de 10). Por ejemplo:
62-15=62-(10+5)=62-10+ 62-5=620 + 310 =930
Dividir entre 2, 4 y 8: Para dividir por nimeros potencias de 2 hay que calcular la mitad (si
es entre 2), la mitad de la mitad (si es entre 4) y la mitad de la mitad de la mitad (si es entre
8). Por ejemplo:
360:8=(360:2):4=(180:2):2=90:2=45

Tus estrategias: Aflade otras estrategias que utilices en el cdlculo mental y compartelas con

el resto de la clase.

N\ PRACTICA

21.= En la sociedad actual convivimos con una gran variedad de c6digos numéricos. Los vemos en

el DNI, en las tarjetas de crédito, en los cddigos de barras, ...

En todos ellos hay una letra o un digito de control para detectar
errores al escribirlos. En el DNI, para encontrar la letra asociada, tienes
que dividir el nUmero entre 23 y considerar el resto. Cuando tengasel

resto sélo tienes que mirar en la tabla siguiente para saber qué letra

J/

v/
— HAPBLCO

RSt
ESPANA Haeruies

E 5 ™9 NOMBRE
EPNE] piucio
=P oo

[

i
|

i

corresponde al nimero del DNI.

0

1

213|456 7|8]9(10|11]12(13 )14 |15]|16|17 (1819|2021 |22

T

R

W|IA|G|M|]Y|F]P|D]|]X]|B|IN]J|Z]S|Q]|]V]|H|L]C|K]E

a) Explica cdmo hallarias el resto de la divisién entre 23 con una calculadora. Prueba con distintos

numeros de DNI (puedes inventarte el nimero o comprobar alguno de los de tu familia)

b) Disefia un algoritmo o programa que de cémo resultado la letra al introducir el nimero de DNI.

NUMEROS NATURALES




2. CALCULAR Y ESTIMAR

22.- Aqui tienes un numero de cuenta bancaria

Entidad Oficina D.C. N.2 Cuenta
4321 5678 46 1234567890

Para calcular el primer digito de control se usan las cifras de la entidad bancaria como se explica a

continuacién. Comprueba que el digito del numero anterior es correcto siguiendo los pasos.

>

A\

7
/

YV V V

\4

g
7

\4

g
7

La primera cifra de la entidad se multiplica por 4

La segunda cifra de la entidad se multiplica por 8

La tercera cifra de la entidad se multiplica por 5

La cuarta cifra de la entidad se multiplica por 10

La primera cifra de la oficina se multiplica por 9

La segunda cifra de la oficina se multiplica por 7

La tercera cifra de la oficina se multiplica por 3

La cuarta cifra de la oficina se multiplica por 6

Se suman todos los resultados obtenidos.

Se divide entre 11 y nos quedamos con el resto de la divisidn.
A 11 le quitamos el resto anterior, y ese es el primer digito de control, con la salvedad de
que, si nos da 10, el digito es 1, y si nos da 11, el digito es 0.

2.3.- utiliza estrategias de calculo mental y reta a tu compafiero/a. Contrarreloj:

Z57+13 Z89+22 Z78+24 Z17+36 Z43+26

X91+37 X34+76 X89—19 X67+15 X45+39
223-11 X24-9 256-11 X19-9 243-11

215-9 Z27-11 Z35-9 Z62-11 Z15-9
Z100:4 Z280:8 Z200:8 X800:16 Z420:4

2328:8 X34-5 X23-5 X56-5 X35-5
Z42-5 Z32-5 Z420-10 Z31-15 Z31-15

Explica alguna de las estrategias utilizadas

24.- Hemos multiplicado 127 589 por 28 172 y hemos obtenido 359 418 213 ées posible este

resultado?
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2.5._ EL EMPIRE STATE BUILDING:

El Empire State Building fue el primer edificio de mas de 100 pisos.
Lo inauguraron en 1931. Su altura es de 381 m y tiene 102 pisos. En 1953 se
instalaron la torre de emisién y la antena que le dio una altura total de 443
m. En el piso 86, a 320 m de altura, se encuentra un observatorio de la
ciudad.
El edificio cuenta con 73 ascensores, de los cuales, 8 son de alta velocidad,

que oscila entre 183 y 427 m/min. Tiene 1860 escalones, 6500 ventanas y

aloja alrededor de 1000 empresas. Hay una carrera muy famosa por sus
escaleras, hasta el piso 86. Los corredores mas rapidos suben 1576 escalones en unos 10 minutos.
a) ¢Cuantos afios pasaron desde que se inaugurd hasta que se instalaron la torre de emisidon y
la antena?
b) ¢Cuanto miden entre la torre de emision y la antena?
c) ¢éCudnto mide aproximadamente (sin sacar decimales, es decir, entre tantos y tantos
metros) cada piso?
d) ¢Cuénto se tarda en subir al piso 86 en un ascensor de alta velocidad, siva a 183 m/min? ¢Y
si va a la velocidad méaxima?
e) ¢Cudntos escalones suben aproximadamente los corredores mds rapidos en un minuto? ¢Y
en un segundo?
f) éCuantos escalones hay desde el piso 86 al 102? Uno de los corredores siguio desde el piso
86 hasta arriba y el trayecto le durd 2 minutos, écuantos escalones subid por minuto? ¢ Fue

mas rapido o mas despacio que al subir hasta el piso 867

2.6.— DESTINOS Y PRECIOS:

Juan y Maria celebran sus bodas de plata y han decidido cruzar el charco. Quieren visitar Estados
Unidos, aunque todavia no han elegido la ciudad. Les cuesta decidirse, asi que han consultado varias
opciones y han organizado la informacién en la siguiente tabla:

Ciudad Hotel (por noche) Vuelo (Ida y Vuelta) Hotel + vuelo (7 noches)
Nueva York 123 € 1073 € 1382 €
Chicago 52 € 1644 € 2677 €
Los Angeles 122 € 1701 € 3136 €
San Francisco 193 € 1332 € 1794 €

a) ¢Cudleslaciudad mas cara para alojarse? ¢Y la mas barata? Calcula el precio del alojamiento
en cada una de las ciudades para las siete noches.

b) ¢éA qué ciudad resulta mas caro llegar? Ordena las ciudades por el precio del vuelo de menor
a mayor.
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Calcula el precio total entre el vuelo y el hotel (7 noches) para cada una de las ciudades y
compara con el precio del lote hotel + vuelo de cada ciudad, éresulta este ultimo rentable
en todos los casos?

¢Qué resulta mas caro, el alojamiento (7 noches) o el desplazamiento (ida y vuelta), en cada
una de las ciudades?

¢Cuanto dinero les cuesta, como minimo, el viaje a cada una de las ciudades?
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3. ELEVANDO LOS NUMEROS

s
8 RCTOS

A) En la fruteria se realiza un pedido de Kiwis.

Los kiwis vienen en paquetes de 2 filas con 2 kiwis en cada una. Los paquetes se agrupan en cajas
de 2 filas con 2 paquetes en cada una. Han llegado 4 cajas a la fruteria. Averigua:

N
*» Numero de kiwis por paquete: .’
«*» Numero de kiwis por caja:

“* Numero de kiwis en total:

B) Se quieren colocar 64 canicas formando un cuadrado, de forma que el niUmero de canicas en

cada lado sea idéntico. ¢ Cuantas canicas tendra cada lado del cuadrado?

¢éSe podrian colocar 68 canicas formando un cuadrado?

@APR[ND[ Y APLICA
C

= Las potencias nos permiten expresar de forma abreviada un producto donde los factores son
todos iguales, al igual que la multiplicacién es una forma de resumir una suma de sumandos iguales.
Una potencia es pues una multiplicacién de un nimero por si mismo un nimero determinado de
veces, y se representa escribiendo el factor junto con un superindice (un nimero mas pequefio a su
derecha arriba) que indica el nimero de repeticiones. Por ejemplo:

% 5-5-.5.5=5%en este producto el factor es 5 y se repite 4 veces.

7

% 3-3-3-3.3=35 eneste producto el factor es 3 y se repite 5 veces.

Ca

= En una potencia llamamos base al factor o nimero que se repite y exponente al nimero de
veces que se repite:

7

% 5.5.5.5=5% potencia de base 5y exponente 4.
% 3-.3.3.3-3 =35 potencia de base 3 y exponente 5.
Generalizando, si a y n son ntimeros naturales, se define la potencia a" como el resultado de
multiplicar a por si mismo n veces:
7:-7-7-7=7* a-a-a----- a=a"
4 veces n veces

Para leer correctamente una potencia se lee la base “al o a la” o “elevado a” y el exponente.
Existen algunos exponentes que tienen lecturas especificas que justificaremos mas adelante. El
exponente 1 en potencias no se escribe y no suele leerse. Podemos ver ejemplos en la siguiente

tabla.
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DESARROLLO POTENCIA RESULTADO LECTURA
2 2 2 Dos
2:2 2? 4 Dos al cuadrado
2:2-2 23 8 Dos al cubo
2:2-2-2 24 16 Dos a la cuarta
2:2-2:2-2 25 32 Dos a la quinta
2:2:2:2-2-2 2° 64 Dos a la sexta

= Cuadrados y cubos. Fijate en los exponentes 2 y 3, el exponente 2 se lee “al cuadrado” y el

exponente 3 se lee “al cubo”. Esas denominaciones son debidas a las siguientes relaciones con la

geometria:
AREA DEL CUADRADO REPRESENTACION GEONETRICA POTENCIA
A=3-:-3=3? Tres al cuadrado
3
A=L-L=1? L Lado al cuadrado
L

Es decir, 3%es el drea de un cuadrado, de lado igual a 3 unidades. Fijate en las unidades de medida,

en las dreas aparecen siempre elevadas al cuadrado; m?, cm?, etc.

VOLUIMEN DEL CUBO REPRESENTACION GEONETRICA

POTENCIA

V=4-4-4=43

Cuatro al cubo

V=L-L-L=L3

Lado al cubo
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Es decir, 43 es el volumen de un cubo cuyo lado mide 4 unidades. Fijate en las unidades de medida,

en los volimenes aparecen siempre elevadas al cubo; m3, cm3, etc.

Cen

= Raices. Al igual que la resta puede definirse como la operacién inversa de la suma, la divisién
como la inversa de la multiplicacidn, las raices son las operaciones inversas de las potencias. Las
raices son operaciones matemdticas muy antiguas aparecen referencias en el Papiro de Ahmes
(1650 a.C), concretamente aparece la raiz cuadrada, lo que demuestra que esta operacion era
conocida y usada por la civilizacion egipcia. Nosotros estudiaremos las raices cuadradas y cubicas.

Elementos de las raices:
indice /125

b

radicando

radical

Cn

= Raices cuadradas: una raiz cuadrada de un nimero (radicando) es otro nimero que elevado
al cuadrado es igual al radicando. Todos los cuadrados perfectos (1, 4, 9, ...) tienen raices cuadradas
gue son numeros naturales (raices exactas). La mayoria de las raices, sin embargo, no son nimeros

naturales como se vera mas adelante.

Potencia Cuadrado Raiz lizando. la definicion de raf drada:
perfecto cuadrada Generalizando, la definicidon de raiz cuadrada;
_ 2 _

) Las raices cuadradas estan relacionadas con el
2 4 V4 =2 area de un cuadrado, A = L2 . Si tenemos el drea
32 9 Vo =3 de un. cuadrado y queremos con,ocer su lado,

necesitamos calcular una raiz cuadrada.
42 16 \/1_6 =4 Ejemplo:
El lado del cuadrado:
52 25 \/25 =5
L=+81cm?2=9cm
62 36 V36 =6
72 49 V49 =7
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@ Para calcular raices cuadradas existe un algoritmo, pero la mayoria las resolveras con ayuda
de la calculadora, que tiene una tecla para hacer dicho calculo. Conociendo los cuadrados perfectos
podemos calcular raices exactas y estimar el valor de otras raices que no lo son, buscando cuadrados

perfectos mayores y menores que el radicando. Por ejemplo:

\/59 V130 La raiz de 59 es un numero comprendido
72 <59 <82 112 < 130 < 122 entre 7y 8.
V49 < V59 < V64 V121 < /130 < V144 | Laraiz de 130 estd comprendida entre 11
7<V59<8 11 <130 < 12 iz,

Ca

es igual al radicando. Todos los cubos perfectos (1, 8, 27, ...) tienen raices cubicas que son numeros

Raices cuibicas: una raiz cUbica de un nimero (radicando) es otro nimero que elevado al cubo

naturales.
Potencia Cubo Raiz cuibica Generalizando, la definicién de raiz cubica;
perfecto
13 1 31=1 %:b- b3 =a
Las raices cubicas estan relacionadas con el
23 8 38 =
V8 =2 volumen de un cubo, V=L -L- L =L3. Sitenemos
33 27 327 = 3 el volumen de un cubo y queremos conocer su
lado, necesitamos calcular una raiz cubica.
43 64 364 = 4 Ejemplo:
53 125 3 =
12 > - El lado del cubo:
6° 216 3216 = 6
125 cm? L=3125cm3 = 5cm
73 343 3343 =7

@ Para calcular raices cubicas hay que tener presentes los nimeros que son cubos perfectos.
También la calculadora posee una tecla para hacer dicho cdlculo. Conociendo los cubos perfectos,
ademads, podemos estimar el valor de otras raices, buscando cubos perfectos mayores y menores

que el radicando. Por ejemplo:

V20 3200 La raiz cubica de 20 es un ndmero
23<20< 33 53 <200 < 63 comprendido entre 2 y 3.

V8 < 320 < 27 Y125 < 3/200 < 3216 |la raiz cubica de 200 esta
2<320<3 5 < 3200 < 6 comprendida entre 5y 6.
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N\ PRACTICA

3.A.— Problemas:

A) En un juego, el nimero de puntos obtenidos al superar un nivel es el doble de los puntos

obtenidos al superar el nivel anterior. Sabemos que en el primer nivel ganas dos puntos.

¢Cudntos puntos tendra Pablo si ha conseguido pasar el nivel 9?

B) Un virus se triplica cada minuto que pasa. Si inicialmente (minuto 0) tenemos un virus, ¢ Cuantos

virus habrd alos 1, 2, 3,4 y 10 minutos? ¢Y a los 20 minutos? Completa la tabla:

Tiempo (minutos) 0 1

N2 de virus (potencia)

Ne de virus (cifras) 1

C) En un puerto seco se almacenan varios contenedores de barco, en 20 filas de 8 contenedores.

Por motivos de logistica se decide colocarlos formando un cuadrado perfecto, {Es posible?

¢Cudntos contenedores sobrarian? ¢ Cuantos faltarian para hacer el siguiente cuadrado perfecto?

D) Un contenedor tiene forma cubica y su arista mide 200 cm. En su interior se almacenan cajas

con forma cubica de 5 cm de arista.
«» ¢Cuantas cajas pequefas necesitamos apilar para que alcancen la misma altura que el
contenedor?

«» ¢Cuantas cajas pequenias caben en total en el contenedor?

[) Se quieren plantar 84 almendros en una finca formando un cuadrado.

¢Cudntos almendros habrd en cada lado? ¢Sobra alguno? ¢Cuantos mas habrd que comprar para

plantarlos todos en forma de cuadrado?

3.0~ Investigacion: Las potencias de base 10 se pueden utilizar para expresar numeros grandes

acortando su escritura. Veamos ahora la masa de algunos planetas del sistema solar y una forma
mas corta de escribirla:

%+ Masa de la Tierra 5 975 000 000 000 000 000 000 000 kg, l6gicamente no es una cantidad
muy sencilla de escribir, pero sabemos que podemos expresar todos esos ceros utilizando
potencias en base 10. Asi la Tierra podremos decir que pesa: 5 975 - 10% kg.

*» Escribe las masas de los siguientes planetas utilizando las potencias en base 10:

Masa de la Luna: 73 600 000 000 000 000 000 000 kg = 736 - 10—
Masa de Plutén: 13 600 000 000 000 000 000 000 kg=
Masa de Mercurio: 330 000 000 000 000 000 000 000 Kg =

+«+» Busca otros numeros grandes y escribelos utilizando potencias en base 10.
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3.3.— EL CONCIERTO DE PIANO,

Sara y Alfonso van a dar un concierto de piano. Para ello, han decidido alquilar una sala y todas las

gue encuentran son cuadradas. Asi que primero van a hacer calculos para ver cual deben reservar.

El precio de las salas depende del nimero de plazas y es de 2 € por plaza.

g)

Como las sillas deben formar un cuadrado, écdmo tiene ser el nimero de filas y columnas?
¢Pueden colocar cualquier nimero de sillas sin que falte ni sobre ninguna?

Supongamos que colocan 4 filas y 4 columnas de sillas. ¢ Cuantas personas pueden asistir?
¢Y si colocan 5 filas y 5 columnas?

Han visto 5 salas y, segun sus calculos, en la primera caben 64 personas; en la segunda, 80;
en la tercera, 100; en la cuarta, 144; y en la quinta, 400. é{Son correctos todos sus cdlculos?
Justifica la respuesta.

Calcula el coste de cada sala del apartado anterior, corrigiendo los célculos erréneos, si los
habia.

Por ahora llevan vendidas 82 entradas. ¢Cuantos asientos tiene la sala que deben alquilar
para que entren todos los asistentes? ¢Cuantas entradas mas deben vender para que el
aforo esté completo? Indica el numero de filas y columnas de la sala.

Si cobran la entrada a 5 €, calcula el beneficio total en el caso de que consigan completar el
aforo. ¢ Cual es el beneficio por cada entrada?

Imagina que no consiguen completar el aforo y al final solo venden 90 entradas. éCual seria

el beneficio en este caso?

NUMEROS NATURALES



HERRAMIENTAS MATEMATICAS

4. COMBINANDO OPERACIONES

s
8 RCTOS

A) Escribe una expresion para contar los puntos de la imagen, usando solo nimeros de una cifra,

paréntesis y los signos de las cuatro operaciones basicas.

cCo0Ceee
[oNoNoN N J

00
eloloN N N

cCoQCee
cCooCee
00

CoOCeee
o0

00
co0ee
OCO0Cee
o000
C00
Qo0 ee

B) Siguiendo la idea del apartado anterior, dibuja conjuntos de puntos que correspondan a estas
operaciones:

a)2-(42-1) b)2-42-1 €)2-(3-4+2)

@APR[ND[ Y APLICA

=  Pararealizar operaciones combinadas con nimeros naturales es necesario seguir un orden a
la hora de realizar las distintas operaciones que pueden aparecer (suma, resta, multiplicacién,
division, potencias, raices, paréntesis, ...). Esto es lo que se conoce habitualmente como jerarquia
de operaciones. Utilizamos el paréntesis cuando queremos romper ese orden o jerarquia. Las

operaciones que van entre paréntesis se hacen primero.

El orden para realizar operaciones es:

. Operaciones entre paréntesis
22 Potencias y Raices
. Multiplicaciones y divisiones

. Sumasy restas

Por ejemplo, vamos a resolver: : 2° = (5-3-6) + 28:/4 -3
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. Operaciones entre paréntesis. Dentro de
los paréntesis aplicamos el orden: potencias y
raices primero, multiplicaciones y divisiones a
continuacién, sumas y restas después:
2°—(5-3-6) +28:V4-3=
24.;(15—6) + 28:\%3:

24-9+ 28:4/4-3=

22 potencias y Raices. Resolvemos potencias
y raices:

2-9+28:/4-3 =
\ 4 $

16-9+ 28:2-3

N\ PRACTICA

. Multiplicaciones y divisiones. Resolvemos

multiplicaciones y divisiones en orden, de

izquierda a derecha si aparecen varias

multiplicaciones y divisiones seguidas:
16-9+ 28:2-3=

L 4

16-9+ 14-3 =
16-9+ 42 =

. Sumas y restas. Por ultimo, resolvemos
sumas y restas en orden, de izquierda a

derecha.

16-9+ 42 =49

4.1.— Lee y relaciona (con flechas) cada texto con la expresion correspondiente y despues calculalo.

En una caja hay 3 bolsas con 4
caramelos rojosy 6 caramelos verdes en
cada una. ¢éCuantos caramelos hay en
la caja?

En una caja hay 3 bolsas con 4
caramelos rojos en cada una y 6
caramelos verdes sueltos. ¢Cudntos
caramelos hay en la caja?

En una caja hay 3 caramelos rojos y 4
bolsas con 6 caramelos verdes en cada
una. ¢Cuantos caramelos hay en la
caja?

En una caja hay bolsas con 3 caramelos
rojos y 4 caramelos verdes en cada una.
Hay 6 bolsas. ¢Cudntos caramelos hay
en la caja?

3:4+6
(3+4)-6
3-(4+6) @
3+4:-6
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4.2.‘ Resuelve las siguientes operaciones combinadas. Escribe cada paso en una linea y marca las

operaciones que vas a resolver en cada paso:

a)17-3-(5-4) b) (7+8)-4-13 c)17-3-2+5
d)4-3+2-5-6-3= e)2-(3+4)-3-(7-4) f)24:6-2-10
g) 42—-4-3-5-7 h)5-4—(16-12)-2 )9-(7-3)=2-(7+5)

4.3.— Coloca los parentesis necesarios para que las expresiones sean ciertas:

7-4-3=9 2:7-6=2 4+6:2=5 8-2+5=1

4 4.~ utiliza todos los niimeros y construye una operacidon combinada que dé como resultado “11”.

A continuacién inventa un problema que encaje con tu operacidon combinada.

75 e S o4 6

45.- Observa cémo se resuelve el siguiente problema:

Maria ha comprado para su cumpleaios 5 botellas de refresco a 2€ cada una y 10 bolsas de

bocadillos, que cuestan 3€ cada una. Si pago con un billete de 50€, ¢ cudnto dinero le sobré?

DATOS PREGUNTA
5 botellas a 2€ ¢Cuanto dinero le sobrg?
10 bolsas de bocadillos a 3€
REPRESENTA O DIBUJA EL PROBLEMA Célculos:
Refrescos: 5 botellas - 2€ = 10€
| | | | | | s0e Bocadillos: 10 bolsas - 3€ = 30€
Total de la compra: 10 + 30 = 40€
[ITTT]sbotetesaze Le sobra: 50 — 40 = 10€
[ [ I T T T 11T faobobas al i':{ Operacién combinada:
50-(5-2+10-3)=10€
SOLUCION Le sobraron 10€

Ahora resuelve tu los siguientes problemas siguiendo el mismo esquema:
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A) En una agencia de viajes organizaron una excursion a la playa que costaba 580€ por persona. Si

la agencia invirtié 305€ por persona y viajaron 6 personas, ¢ Cudnto dinero gand la agencia?

DATOS PREGUNTA
Excursién = 580€ por persona éCudnto dinero gané la agencia
Agencia = 305€ por persona por esta excursién?
6 personas
REPRESENTA O DIBUJA EL PROBLEMA Calculos:
[ ssoe | ssoe | ssoe | ssoe | ssoe [ seoe |
[205€]305¢]305¢]305€] 305¢] 305¢]

SOLUCION

B) En una granja, entre vacas, caballos y ovejas, hay 847 cabezas. Sabiendo que hay 31 caballos y

que el numero de vacas supera al de caballos en 108 unidades, écudl es el numero de ovejas?

C) Marta quiere comprarle a su madre un regalo de 80 €, pero sdlo tiene ahorrado la paga mensual

de 4 meses y 15 € que le ha dejado su hermana. ¢ cudnto dinero le falta para poder comprar el regalo
sila paga mensual es de 12€?

D) Un apicultor tiene 187 colmenas con una produccion de dos cosechas al afio, a razén de 9 kilos

de miel por colmena en cada cosecha. La miel se envasa en tarros de un kilo y se comercializa en
cajas de 6 tarros que se venden a 42€ la caja. ¢ Qué beneficio anual produce?

[) El pirata Barba Plata ha encontrado un tesoro que tenia en total 3000 monedas de oro repartidas

por igual en 3 cofres. Ademds, en cada cofre habia también 200 monedas de plata y el doble de
monedas de bronce que de plata. ¢ Cudntas monedas habia en total en cada cofre?

|:) David compra 17 paquetes de cromos y en cada uno hay 7 cromos. Separa los que no tiene que

son 39 y el resto los reparte, a partes iguales, entre sus 4 primos. ¢ Cudntos cromos recibe cada uno?

NUMEROS NATURALES



TRABAJA EN GRUPO

RUTAS 1] e

Primer paso: Individual. Sigue las casillas a partir

Casilla A 1

de la salida hacia abajo, puedes ir hacia la derecha

o hacia la izquierda, pero nunca hacia arriba.

Observa que hay un camino para llegar desde la 2

CasillaB

salida hasta la casilla A y por eso se escribe un 1

en la casilla. Hay dos caminos desde la salida hasta 1

la casilla B (el que pasa por la casilla Ay el que pasa

por la casilla ala derecha de A) y por eso se escribe

2 en la casilla. Rellena todas las casillas y responde
a las siguientes cuestiones.
1. ¢Ves alguna regla en los nimeros que has anotado? ¢Eres capaz de averiguar los nimeros
sin contar las rutas?
2. Si afadieras otra fila mas a la base del tridngulo, écuantas casillas tendrias que ponerle?
¢Qué numeros irian en cada una de esas casillas?
Segundo paso: Formemos ahora grupos de 3 o 4 personas. Lo primero que vamos a hacer en este
paso es la puesta en comun en el pequefio grupo de los resultados obtenidos individualmente por
cada uno de los miembros del grupo en el paso anterior. Si esos resultados coinciden, lo mas

probable es que estén bien; en caso

. . Fila 0
contrario, corregirlos entre todos los fa
Fila 1
miembros del grupo. Fila 2
Hemos llegado en el paso anterior al Fila 3

] Fila 4

llamado Tridangulo de Pascal, como el ] ] 1 etc

matematico que lo investigd por 1 |

primera vez. Completad las 9 primeras l |

filas (se puede seguir ampliando).
Contestad las siguientes preguntas razonando como se llega al resultado (puede ser que tengdis que
explicarlo al resto de grupos):

1. ¢Cual es el segundo numero de la fila 73? ¢Y el pendltimo ndmero de la fila 1057?

2. ¢Hay en lafila 39 alglin nimero que no se repita? ¢Y en la fila 10? ¢Cudl es?

3. Expresa con una potencia la suma de todos los nimeros de la fila 16.

4. Encuentra una linea que contenga la sucesion de nimeros naturales (1, 2, 3, ...) y utilizando una

linea paralela a ella y sumas adecuadas, encuentra la sucesion de cuadrados perfectos (1, 4, 9,

).

34 NUMEROS NATURALES



4. COMBINANDO OPERACIONES

5. Calculad las primeras potencias de 11: 11° 111, 112y 113, ¢ Veis alguna relacién de los resultados

con los numeros del tridngulo? ¢ Podriais deducir el valor de 11%?

6. Siguiendo con la pregunta anterior: ése puede deducir a simple vista el resultado de 11°?

Intentad calcularlo utilizando los nimeros de la tabla que aparecen en la fila 5, para ello, utilizad

potencias de 10. Recordad la expresidn de un niumero utilizando potencias de 10:

5137=7+3-10+ 1-100 + 5-1000 = 7-10° + 3-10" + 1-10° + 5-10°

Tercer paso: Puesta en comun en el gran grupo. Ahora cada grupo elegira a un portavoz que explique

al resto de grupos de forma clara, razonada y con la utilizacion del lenguaje matematico apropiado

el resultado de una de las preguntas anteriores y cdmo se llega a dicho resultado.

DE UN VISTAZO

@ DIBUJA LAS IDEAS PRINGIPALES DEL TEMA:

v

v

Los niUmeros naturales se usan para contar, medir, ordenar o como cédigos para expresar
otras informaciones.

Un sistema de numeracién es un conjunto de simbolos y reglas que nos permiten construir
todos los nimeros vélidos en dicho sistema.

Los numeros naturales se pueden representar graficamente. La representacién en la recta
es una de esas representaciones graficas.

Las operaciones basicas son sumay su inversa la resta, multiplicacién y su inversa la division.
Se puede hacer calculo mental con distintas estrategias, calculo con algoritmos y calculo con
calculadora, donde es importante saber estimar el resultado.

Una potencia es un producto de factores iguales.

La raiz cuadrada de un numero es la operacion inversa de elevarlo al cuadrado; y la raiz
cubica, la inversa de elevarlo al cubo. Ambas pueden ser exactas o enteras.

Para realizar operaciones combinadas hay que respetar la Jerarquia de operaciones.

NUMEROS NATURALES



Llegados al final del tema reflexiona sobre lo que has aprendido. Marca en la siguiente tabla lo que

corresponde a cada frase, haz la autoevaluacién y revisa de nuevo la tabla.

— »

Y e ol 8
§COMO LO HAGO? Mo

Estoy Lo hago Soy un

cuesta | gprendiendo bien experto
hacerlo

Utilizar los nUmeros naturales para contar, ordenar,
representar e interpretar adecuadamente
informacion cuantitativa

Reconocer los distintos sistemas de numeracion

Conocer los diferentes significados vinculados a
cada operacion y relacionar unas operaciones con
otras

Realizar calculos con nUmeros naturales utilizando
diferentes procedimientos

Usar y elaborar estrategias de calculo mental con
numeros naturales

Comprender y aplicar el significado de las potencias
y sus propiedades basicas

Calcular potencias con numeros naturales y raices
cuadradas y cUbicas sencillas

Entender la relacion inversa entre los cuadrados y
las raices cuadradas y los cubos y las raices cubicas
Escribir y resolver correctamente operaciones
combinadas con nUmeros naturales

Identificar en un problemas los datos conocidos y
los datos que hay que hallar

Realizar representaciones graficas de los problemas
que me ayuden a entender la estructura de la
situacion y la relacion entre datos conocidos y
desconocidos

Determinar qué conceptos o procedimientos
matematicos necesito para resolver un problemas
Comprobar e interpretar la solucion de los
problemas aritméticos

Crear problemas en los que se usen numeros
naturales y sus operaciones

Explicar de forma ordenada y clara los pasos que
sigo para resolver una actividad o problema
matematico

Expresar las dificultades que tengo a la hora de
resolver un problema matemaético, en caso de
tenerlas

Aprender de mis errores

Motivarme para enfrentarme a los problemas
matematicos con ganas

Razonar o argumentar las decisiones que tomo al
resolver una actividad o un problema

Trabajar en equipo para resolver problemas
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AUTOLVALUACION

AUTOEVALUACION
M Completa los huecos en cada apartado y calcula el resultado pedido en cada caso:
A) 53+417+109=(53+ __ )+__
Es la propiedad de la suma.

AL

AS.

Calcula mentalmente el resultado de la operacién:

B) 82-15=82-(10+5)=82-10+

Se usa aqui la propiedad

Calcula mentalmente el valor de 82 - 15:

C) Dividendo = . +

En una divisidon exacta, el divisor vale 310 y el cociente 4200, écuanto vale el dividendo?

Resuelve las operaciones combinadas, respetando la jerarquia de las operaciones:

A) 1+42-(3+4)—(7+3):5 B) 8-(6-2-4)-3-(10-2-3)

() 52.3-23.324+18:6-15 D) (10 - 3)2 + 3% + 4% — (/100 — 36)

En el siguiente problema, resuelve cada apartado utilizando la operacién adecuada:

Juan tiene un terreno de 326 m? de superficie en el que quiere sembrar un huerto.

A) Si quiere repartir la superficie en 8 partes iguales.

¢Cudntos m? debe medir cada trozo?

¢Le sobra algo de superficie?

B) En el terreno que le sobra de la reparticion anterior, épuede construir una caseta cuadrada
de 3 m de lado para guardar los aperos?

Si la respuesta es negativa, aporta alguna sugerencia para la caseta.

C) En una de esas particiones pondra tomates, para ello dividira el terreno en 4 partes iguales

y en cada una de ellas pondra 4 plantas de tomate.

Suponiendo que recoge 4 tomates de cada planta, ¢cuantos tomates recogio?

D) En otra de las particiones quiere sembrar 85 lechugas formando un cuadrado.

¢Cudntas habra en cada lado del cuadrado? ¢Sobra alguna?

¢Cudntas lechugas mas tiene que comprar para formar un cuadrado?
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AUTOEVALUACION

Ad. Lee el enunciado del problema y contesta a las preguntas:

Un carpintero dispone en su almacén de 35 tablas, 30 listones y 130 tornillos. Por las tablas ha
pagado 210 €; y por los listones, 90 €; ademds, cada tornillo cuesta 50 céntimos de euro. Cada

estanteria se monta con 5 tablas, 4 listones y 20 tornillos.

A) éCuanto le costd cada tabla? ¢Y cada listéon?

B) éCuanto ha pagado (en €) por los 130 tornillos?

C) ¢Cuantas estanterias puede construir?

D) Si quiere ganar 30 € por estanteria, ¢a cuanto debe venderlas?
[) ¢Cudl serd la ganancia total?

[) La tienda se cierra por vacaciones y no quiere que sobre material. {Cuanto mas debe
comprar de cada elemento para poder construir mas estanterias? ¢ Cuanto se gastara?

SOLUCION A1;

A) 53+17+109=(53+17)+109

Es la propiedad asociativa de la suma.

Calcula mentalmente el resultado de la operacién: 179 (70 + 109)
B) 82-15=82-(10+5)=82-10+82-5

Se usa aqui la propiedad distributiva

Calcula mentalmente el valor de 82 - 15: 1230 (820 + 410)

C) Dividendo = divisor - cociente + resto

En una divisidn exacta, el divisor vale 310y el cociente 4200, ¢ cuanto vale el dividendo? 1302000
(310 - 4200).

SOLUCION A2;
A) 1+2-3+4)-(7+3):5 B) 8-(6-2-4)-3-(10-2-3)
=1+2-7-10:5 =8-(12-4)-3-(10-6)
=1+14-2 =8-8-3-4
=13 =64-12=52
() 52.3-23-32+18:6-1° D) (10 -3)2+V3Z + 42 — (V100 — V/36)
=25.3-8-9+18:6-1 =72+/9 + 16 — (10-6)
=75-72+3 =49+ /25— 4
=6 =49+5-4 =50
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AUTOEVALUACION

SOLUCION A3:

A) Cada trozo debe medir 40 m?y sobran 6 m? (hay que dividir 326 : 8).

B) No se puede, la caseta puede ser cuadrada de 2 m de lado, o rectangular de 3 m x 2 m.

(hay que calcular 32 = 9 m? mediria la caseta y sélo tenia 6 m?)

C) 64 tomates (la operacion es: 4% = 64).

D) Debe poner 9 lechugas en cada lado del cuadrado y sobran 4 lechugas.
Para formar otro cuadrado (de 10 lechugas de lado), tiene que comprar 15 lechugas (hay que
calcular V85 =9, resto 4 y para la Ultima pregunta tener en cuenta que faltan 15 para llegar a

102 = 100).

SOLUCION A4

A) Cada tabla le ha costado 6 € y cada listdn, 3 € (operaciones: 210:35 y 90:30)
B) Pagd 65 € por los tornillos (operacidn: 50-130 y se pasa de céntimos a €).

C) Puede fabricar 6 estanterias (se divide 35:5, 30:4 y 130:20 y nos quedamos con el menor
resultado).

D) Debe vender cada estanteria a 82 €

(operaciones: 56 = 30 € las tablas, 4:3 = 12 € los listones, 20:50 = 1000 céntimos = 10 € los
tornillos, total 30 + 12 + 10 = 52 € le cuesta cada estanteria y quiere ganar 30 €, luego debe

venderlas a 52 + 30 = 82 €).
[) La ganancia total serd de 127 € (operacién: 6:82 — (210 + 90 + 65)).

F) Tiene que comprar 5 tablas, 2 listones y 30 tornillos, que le costaran 51 €
(para que no le sobre nada tiene que hacer 8 estanterias, y hay varias formas de llegar al

resultado).
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PROBLEMAS QUE VAMOS A RESOLVER

1.— Un profesor tiene 24 alumnos con los que quiere trabajar de forma colaborativa.

SIS SI SIS SIS SIS SIS SI SIS

a) ¢De cuantas maneras diferentes puede dividir la clase si quiere que los grupos tengan

el mismo numero de alumnos sin que sobre ninguno?

b) Un alumno se ha cambiado de clase, asi que ahora el profesor debe hacer la agrupacion
con 23 alumnos, épuede hacer la agrupacion si se mantiene la condicidon de que los

grupos sean iguales?

c) Sitiene 32 alumnos en una clase y 24 alumnos en otra, é{puede formar grupos con el
mismo numero de alumnos en ambas clases?, ¢ de cuantas formas? Si se quiere que sean

lo mds grande posible, ¢de qué tamafio seran?

1.~ Escribe el nimero 8 y el nUmero 25 como productos de nimeros mas pequeios y explica cémo

se puede calcular facilmente 8-25.
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jQUE SABES DE .7

H=3-5 = 1H:H5=3 = 1H:3=H
VEO PIENSO ME PREGUNTO
@ @ Py
163 _ 16=3-5+1
1 5
VEO PIENSO ME PREGUNTO
® @ Py
20=2-10 20=4-5 FACTORES
VEO PIENSO ME PREGUNTO
® % £y
P ) - D
PR AV IR s 2 & 2
X4 X4 v "s“s "t"t 't"t "u"t
VLO PIENSO ME PREGUNTO
@ @ Py
DIVISIBILIDAD




HERRAMIENTAS MATEMATICAS

1. EXPRESAMOS LOS NUMEROS COMO PRODUCTO

e
8 RCTOS

A) Dibujar todos los rectangulos que se pueden formar uniendo 12 cuadrados iguales, como el de

la imagen.

B) éDe cuantas formas se puede llegar de 0 a 12 dando saltos de la misma longitud de un nimero

a otro?

C) ¢De cuantas maneras podemos obtener 12 sumando ndimeros iguales?

@APR[ND[ Y APLICA
Can

~ Todos los numeros naturales se pueden expresar como multiplicacion de otros numeros,
llamados factores. Esa expresion no siempre es Unica, se puede hacer de muchas maneras. Por
ejemplo, hemos visto que 12 = 3 - 4 pero también 12 = 2 - 6 y podriamos escribir igualmente
12=12-1012=2-2 -3, que es igual que escribir 12 = 22 - 3 (recuerda que una potencia es una

forma de resumir una multiplicacién en la que el factor es siempre el mismo).

DIVISIBILIDAD




1. EXPRESAMOS LOS NUMEROS COMO PRODUCTO

Cen

T Descomponer un nimero en factores es lo contrario a multiplicar. Si multiplico 2 - 3 - 5
obtengo 30y una de las factorizaciones de 30 es 2 - 3 - 5. Pero no es la Unica, pues 10 - 3 también es
igual a 30, lo cual supone un problema a veces. Estaria bien tener una descomposicion factorial
especial de cada nimero, que sea sélo para ese nimero, para ninguno mas (como el DNI lo es para
nosotros). Para eso necesitaremos unos nimeros especiales, que veremos mds adelante, y que

seran como los ladrillos en esta descomposicién, los nimeros primos.

Expresion de un numero como producto como estrategia de cdlculo mental. Cuando se

multiplican nimeros éstos se pueden descomponer en dos o mas factores y reorganizar el producto
utilizando las propiedades de la multiplicacién (conmutativa y asociativa) para facilitar el calculo

mental. Ejemplos:

6-35= 15-24 = 8-15=
6-7-5= 3:5-2-12= 2:2-2-15=
6-5-7= 3-12-5-2= 2:2-30=
30-7= 36-10= 2:-60=
210 360 120

@ Expresion como producto para calcular raices. En este caso se trata de escribir el nUmero
como producto de otros dos numeros, como 4, 9, 16, ... que sean cuadrados de otro nimero

(cuadrados perfectos) como en los ejemplos:

V900 = V2500 = 144 =
V9100 = V25100 = V916 =
V9 - V100 = V25 - V100 = V9 - V16 =

3.-10 = 5.10 = 3.-4=

30 50 12

N\ PRACTICA
11.- D |:|

Completa el cuadro siguiente sabiendo que los nimeros de las casillas son D 42 30

[ a7 [

producto de los nimeros que hay en la cabecera de su fila y su columna.

Explica cémo lo haces.
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1. EXPRESAMOS LOS NUMEROS COMO PRODUCTO

1.2.‘ Explica cdmo calcular mentalmente:

a) 2:2-3-5 b) 2:3-7-5-2 ) 2:2-11-3:5-5
d) 24-75 e) 45-18 f) 75-36
g) V1600 h) 225 i) V4900

1.3.— Problema: Se dispone de un ndmero ilimitado de palillos de 1 cm de longitud, de 2 cm, de 3

cm, hasta 18 centimetros. ¢ De cuantas maneras se puede cubrir una linea de 12 cm de longitud con
palillos iguales?, équé ocurriria si la linea midiera 18 cm?, écuantos palillos se requieren en cada

caso?

14.- sabiendo que 882 =2 - 33 72, icuél es el menor nimero por el que hay que multiplicar 882

para obtener un nimero cuya raiz cuadrada sea exacta?
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HERRAMIENTAS MATEMATICAS

2. BUSCAMOS MULTIPLOS

N
&8 RITO

A) Julia ha construido un cuadrado usando rectangulos de papel de tamafio 30 cm

por 20 cm y colocandolos en la misma posicion.

¢Cuéanto mide el lado del cuadrado? ¢ Cuantas piezas rectangulares fueron necesarias para construir

el cuadrado? ¢ Puede formar cuadrados distintos? ¢ Cual es el mas pequefio que puede formar?

B) Alicia y Benito se han repartido por igual los bombones que tenian y los han metido en bolsas.

Alicia ha hecho bolsas con 6 bombones y Benito bolsas con 8 bombones. w w
| —] —

¢Podemos saber qué cantidad de bombones tenia cada uno? ¢Cual es la s s S
788 ) (soe

cantidad posible mas pequefia? ¢ Qué relacion esa cantidad con el nimero

de bombones de Alicia y de Benito?

@APR[ND[ Y APLICA
Cn

= Un multiplo de un nimero natural es otro nimero que se obtiene multiplicando el primer
nuimero por cualquier otro que no sea 0. Por ejemplo, los multiplos de 6 son 6, 12, 18, 24, 30, 36,
etc., que se obtienen multiplicando el 6 por 1, 2, 3, 4, 5, 6, etc. De la misma manera se obtienen los
de 8, que son 8, 16, 24, 32, 40, ... También se obtienen sumando el nimero de forma reiterada pues
la multiplicacién es lo mismo que una suma de sumandos iguales. Por ejemplo 2-3 es dos veces 3, lo

que significa que hay que sumar 3 y 3. Otro ejemplo:

+7 +7 +7
7— 14 —- 21 - 28..

9

Hay infinitos multiplos de un numero, puesto que el proceso no tiene fin, se puede seguir

sumando el mismo numero indefinidamente.

Cen

= Escribe al menos 10 multiplos de cada uno de los siguientes nimeros: 2, 3,5, 6, 10y 11. éQué
tienen en comun todos los multiplos de 27, iy los multiplos de 5?, ¢y los multiplos de 10? Escribe
multiplos de 6 y de 8, encuentra cuatro multiplos comunes de 6 y 8. i Cudl es el que encuentras mas

rapidamente?, ¢qué relacion ves entre ellos?, icudl es el mas pequefio posible?
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2. BUSCAMOS MULTIPLOS

Cn

= A veces interesa considerar multiplos comunes a dos 0 mas nimeros. Uno de ellos es el
producto de los dos numeros, y podemos obtener mas multiplicando cualquier multiplo comun. Es
de especial interés el mas pequefio de esos multiplos comunes, que recibe el nombre de minimo
comun multiplo, y se escribe de forma abreviada m.c.m. En el ejemplo de los bombones se ve que

24 es el menor multiplo comin de 6y 8, por lo que escribimos:

m.c.m. (6,8) = 24

@ Comprobar si un numero a es multiplo de otro numero b: se divide a entre by se comprueba
que el resto de la divisidn es 0, pues de esa manera a serd igual a b multiplicado por otro nimero,
el cociente de la divisidn. En ese caso se dice que a es divisible entre b. Por ejemplo, 15 es un
multiplo de 3 porque 15 =3 - 5, lo que significa que 15 : 3 = 5, y la divisidn es exacta, o lo que es lo
mismo, que 15 es divisible entre 3. Si queremos saber si 100 es multiplo de 35 tendriamos que
averiguar si hay un nimero que multiplicado por 35 es igual a 100, nimero que se obtiene con la

divisiéon 100 : 35. Como esta divisidn no es exacta, 100 no es multiplo de 35.

Cdlculo del minimo comun multiplo hallando de forma ordenada los multiplos de todos los

numeros y seleccionando el primero de ellos que sea comun. Por ejemplo, para calcular el minimo
comun multiplo de 4, 6, y 8 se calculan multiplos de los tres nimeros:

Los multiplos de 4 son: 4, 8, 12, 16, 20, 24, 28, 32, 36, ...

Los multiplos de 6 son: 6, 12, 18, 24, 30, 36, ...

Los multiplos de 8 son: 8, 16, 24, 32, 40, ....
Por lo que 24 es el minimo comun multiplo y se escribe m.c.m. (4,6,8) = 24.
También se podria empezar por los multiplos del mayor, en este caso el 8, e ir comprobando si son
también multiplos de los otros nimeros. El 8 no lo es, aunque sea de 4 no lo es de 6, el 16 tampoco

pero si el 24, con lo que este nimero es el m.c.m.
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2. BUSCAMOS MULTIPLOS

N\ PRACTICA

2.’1.- La escalera del castillo

Para subir al viejo castillo, hay que subir una escalera larga, larga....

Tres amigos quieren llegar al castillo.

Pedro sube los escalones, despacio y de 1 en 1. Maria de 2 en 2.
Pablo, veloz, salta los escalones de 3 en 3.
Pedro empieza a subir en el escalén 1, Maria en el segundo escaldn y Pablo en el tercero. ¢Cuales

son los escalones que sdlo pisan dos personas?

2.2." La escalera de la casa de Pilar

Anabel va a visitar a su amiga Pilar.

Al llegar a su casa sube las escaleras saltando los escalones de uno en uno o de dos en dos, segun le
da. Pilar baja a su encuentro, bajando los escalones de tres en tres.

Las dos amigas se encuentran en el octavo escaldn contando desde abajo, después de haber hecho
cada una el mismo numero de saltos.

Para que se cumplan todas estas condiciones, écuantos escalones puede tener la escalera de

entrada a la casa de Pilar?

2.3._ Numeros consecutivos

Encontrar tres nimeros consecutivos tales que el primero es multiplo de 2, el segundo es multiplo

de 3y el tercero es multiplo de 4, ¢ puedes encontrar mas?, équé observas?
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HERRAMIENTAS MATEMATICAS

3. BUSCAMOS DIVISORLS

M4 RCTO

A) Para decorar una fiesta tenemos almacenado en bolsas un total de 414 globos.

Cada bolsa contiene el mismo nimero de globos. i Puede haber 4 bolsas?, ¢y 10?,¢y 3? ‘,

000

BOOB0OB0BD0OB0
B0 0

B) Tengo 12 cuentas blancas y 18 cuentas negras para hacer pulseras iguales sin

importar el orden de las cuentas y sin que sobre ninguna. ¢Cuantas pulseras puedo ‘ ;b”

formar?, écuantas cuentas de cada color hay en una de esas pulseras?

PIvIvIY
PIVIPIVIVIVIVIY
‘rrrrrerrery)
QAAQAQAQQQ
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2. BUSCAMOS DIVISORES

@APR[ND[ Y APLICA

= Un divisor de un nimero natural a es otro nimero b, menor o igual que a, que lo divide de
forma exacta (la division tiene resto 0). Se dice también que a es divisible por b. Por ejemplo, 6 es
un divisor de 60 y se dice que 60 es divisible entre 6. El nimero 3 es un divisor de 21y 21 es divisible
por 3. Los divisores se utilizan para repartir o agrupar en cantidades iguales como los de los grupos

del profesor del inicio, las bolsas de globos o las cuentas de las pulseras.

por el cociente. Por ejemplo, 7 es un divisor de 28 porque 28 : 7 =4, asique 28 =7 - 4, ytantoel 7

Un divisor es un factor del nimero pues si la divisién es exacta el dividendo es igual al divisor

como el 4 son factores de 28. Por tanto, los divisores de un nimero se pueden colocar por parejas.
Por ejemplo, como se puede dividir 60 entre 10 de forma exacta entonces 10 es un divisor, pero
también lo es 6 que seria el cociente de esa divisién. Observa que cuando se escribe un nimero

como producto, cada factor es un divisor.

Cen

=  Un divisor es un nimero mds pequefo o igual que el nimero (se tiene que poder dividir de
forma exacta) por lo que hay un niimero limitado de divisores. Siempre hay al menos dos divisores,
el 1y el propio numero, excepto para el nimero 1, que sélo tiene un divisor.

Cen

= A veces nos interesa buscar divisores comunes a dos o0 mas numeros, como en el reto de las
pulseras. Siempre hay un divisor comun, el 1, porque el 1 es divisor de todos los niumeros, pero
puede haber otros mas grandes. El mayor de todos se llama mdximo comun divisor. Por ejemplo, el
maximo comun divisor de 12 y 18 es 6, pues los divisores de 12 son 1, 2, 3, 4, 6 y 12, mientras que
losde 18 son 1, 2, 3, 6,9y 18, asi que tienen 1, 2, 3 y 6 en comun, por lo que 6 es el maximo comun
divisor y se escribe

m.c.d. (12, 18) = 6.

En el ejemplo de las pulseras ese nimero representa el nimero mas grande de pulseras que se

pueden hacer. Las pulseras tendrian 12 : 6 = 2 cuentas blancas y 18 : 6 = 3 cuentas negras.

Busqueda de divisores por parejas. Para buscar divisores se divide el nimero entre 1, 2, 3,
...y como por cada divisor aparece otro, se tiene una pareja. Se termina el proceso cuando se alcanza
uno de los divisores que han aparecido como pareja. Por ejemplo, para buscar divisores de 42, se

ha dividido entre 1, 2, 3,4, 5y 6 y se para porque aparece el 7 que seria el siguiente divisor.
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2. BUSCAMOS DIVISORES

42 =1-42
=2-21
=3-14
=6-7

Por lo tanto, los factores de 42son 1, 2, 3,6, 7,14, 21y 42. En el caso del 20:

20=
1-20=
2-10=
4.5

Por lo tanto, los divisores de 20son 1, 2, 4, 5, 10 y 20.

En la busqueda de divisores ayuda saber cémo son los multiplos de algunos nimeros como

2,50 10. Asi, 2 sera un divisor si el nUmero acaba en cifra par, 5 serd un divisor si el nGmero acaba

en 0o en 5y 10 serd un divisor si el nUmero acaba en 0.

@ El problema de encontrar todos los divisores. Cuando los nimeros son muy grandes este

procedimiento no es sencillo, pues hay que hacer demasiadas divisiones. Buscaremos mds adelante

otro método cuando podamos descomponer un nimero de forma Unica.

Cdlculo del mdximo comun divisor. Para calcular el maximo comun divisor de varios

numeros se pueden buscar todos los divisores, sefialar los comunes y escoger el mayor de todos,

como se ha hecho con 12 y 18 al explicar el concepto de maximo comun divisor. Otra forma de

encontrar el maximo comun divisor es buscar un divisor comun, dividir todos los nimeros por ese

divisor, buscar otro divisor comun de los cocientes y asi sucesivamente. De esta manera se van

encontrando divisores comunes a todos ellos. El producto de los divisores comunes encontrados

serd el mdximo comun divisor. Por ejemplo, para calcular el maximo comun divisor de 40, 60 y 100:

40 | 60 | 100 | .q0=
O 110 = 4
60:10 =6 & 6 10 2=
100 : 10 = 10
P Mo tienen otro
6:2=73 2 3 5 ) t
10:2=5 divisor comiin

mcd (40, 60, 100) =102

Se ha dividido primero entre 10, el cociente

entre 2 y como ya no tienen mas divisores comunes, el maximo comun divisor es 10 - 2 = 20.
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2. BUSCAMOS DIVISORES

@ Cualquier divisor comun de dos numeros es divisor del maximo comun divisor de dichos
numeros, por lo que éste sirve para encontrar todos los divisores comunes. Por ejemplo, los
divisores de 20, que son 1, 2,4, 5, 10y 20, son todos los divisores comunes de 40, 60 y 100. ¢ Sabrias

explicar por qué esto es asi?

N\ PRACTICA

3.1.— Problemas:

a) Tengo 50 latas de refresco y 30 bocadillos. Si quiero hacer paquetes iguales =
con latas y bocadillos, sin que sobre o falte ninguno ¢De cuantas formas distintas se @
pueden hacer los paquetes (cuantos refrescos y bocadillos hay en cada paquete y

cuantos paquetes hay)?

b) Queremos dividir dos cuerdas de longitudes 180 cm y 168

cm en partes iguales de manera que no sobre nada. ¢Cudnto debe
medir cada uno de los trozos? Y si queremos que sean lo mas
grandes posible, ¢ cudnto debe medir cada trozo?

¢) ¢Cudntos puntos de coordenadas enteras hay en el segmento de extremos (0,0) y (21,14)?

3.2~ Investigacion ¢ La cantidad de divisores de un nimero depende de su tamafio? ¢Qué nimeros

tienen exactamente 2 divisores? ¢ Cuales son esos divisores? ¢Y 3 divisores?

Completa una tabla con los divisores y el nimero de divisores de los 30 primeros niumeros y extrae
conclusiones. A modo de ejemplo, se muestran los divisores de los 4 primeros nimeros naturales.

Numero Divisores Numero de divisores
1 1 1
2 1,2 2
3 1,3 2
4 1,2,4 3
5
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HERRAMIENTAS MATEMATICAS

1. LA RELACION DE DIVISIBILIDAD

e
&8 RCTO

A) Completa las celdas de la imagen con nimeros diferentes elegidos entre 2 y 100, ambos incluidos.

L
PRIMERA PRUEBA $ Diwisop p[ 8 iyygeyp Lo

SEGUNDA PRUEBA . £ omigop p, . S . -y .

TERCERA PRULBA 5 gop ,)[ &s SR ¥ 5 sy ,)[

OTRAS PRUEBAS [1-[1-[1-[1

¢Cudl es el mayor nimero que puede ir en la primera celda?

¢Cudl es el menor nimero que puede ir en la tercera?
, o . Juega A | 2
¢Cudntas soluciones tienen un 8 en la primera celda?
1. 2. 3. 4,567
B) Juego Retirando multiplos y divisores: 8 910 11.12 13 14

Es un juego de competicidn entre dos jugadores en el que cada 15:16/17:18:19:20 21
jugador retira por turno un nimero sacandolo de la escena. El | 22! 231 24/ 25 26 27 28
numero que se retira debe ser mdltiplo o divisor del retirado |29 30/ 31/ 32 33 34 35

anteriormente y que se ve en el recuadro central (el primero i |

es siempre 2). Pierde el jugador que retire un nimero indebido o el que ya no pueda retirar mas

numeros (los nimeros retirados no se reponen). Escribe algunas jugadas.

C) Completa la siguiente tabla y encuentra relaciones entre las columnas.

a b m.c.d. (a,b) m.c.m. (a,b)
4 6

7 8

16 20

13 130

11 11

1 56
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4. LA RELACGION DE DIVISIBILIDAD

QAPR[ND[ Y APLICA
Cn

=  Siun numero a es multiplo de b entonces b es un divisor o factor de a. Esa relacién entre ambos

numeros es una relacion de divisibilidad.

60 entre 20 es igual a 3

= 60 es divisible entre 20
me 60 es multiplo de 20
‘ws 20 es divisor de 60

20 es un factor de 60

Cen

En una descomposicion en factores de un nimero cualquier factor o combinacion de ellos es un
divisor y cualquier producto que contenga todos los factores es un multiplo. Por ejemplo, el nimero
2 -3 -7 tiene como divisores 2, 3, 7,6 y 21, ademas del 1 y el mismo ndmero (42) y un multiplo puede
ser2-3-7-10,0bien2-2 -3 -7 (recuerda que los factores se pueden escribir en cualquier orden pues

la multiplicacion es conmutativa)

Encontrar a la vez el m.c.d. y el m.c.m. de varios niimeros. Para encontrar el m.c.d. se buscan
divisores comunes a los dos, dividiendo hasta que ya no se pueden encontrar mas divisores comunes.
El producto de esos factores comunes es el m.c.d. Para calcular el m.c.m., se multiplica ese m.c.d. por
el resto de los factores que han aparecido al dividir todos ellos. Observa que asi se consigue un multiplo
de ambos nimeros y es el mas pequeio pues no podemos eliminar ninguno de sus factores. Por
ejemplo, los nimeros 60y 200 se dividen alavez por 10y 2, el m.c.d. es 20, pero si ademas se multiplica

20 por los factores que quedan (que ya no tienen divisores comunes), el 3 y el 10, se obtiene el m.c.m.

60 200 110 =

6o=10-6
200 =10 - 20 6 20

6o=10-2 3 10 Mo tienen otro
zoo =10 - 2| divisor comiun

mcd (60, 200) =102 = 20

mcm (60,200)=10-2 -3 - 10

Observa que si se multiplica el maximo comun divisor por el minimo comin multiplo el resultado es el

mismo que si se multiplican los nimeros.
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4. LA RELAGION DE DIVISIBILIDAD

N\ PRACTICA

4.".— Completa el espacio con la expresién adecuada:

Es un multiplo de, es un divisor de, es un multiplo y un divisor de o no tiene relacion de divisibilidad

con.

4 36 36
45 7 7
20 5 5
6 6 1
12 1 24
30 24 11
33 11 8

9 90 90

4.].— Observa la siguiente lista de nimeros: 5—10-1-30-3-15-20-75-6

a) ¢Cuales de ellos son multiplos de 15?
b) éCudles de ellos son divisores de 15?
c) ¢Cudles de ellos son factores de 15?
d) éCudles no tienen relacidn de divisibilidad con 15?
43.- a) éEs el numero 33- 52 7 divisible entre 7? éY entre 5? ¢Y entre 2?
b) éEs el nimero 33 - 53 - 7 un multiplo del anterior?

c) Busca multiplos y divisores del nimero 23- 32 11

45
20
12
30
33

4.4.- calcula el minimo comn multiplo y el maximo comun divisor de los siguientes nimeros. Puedes

utilizar la calculadora:
a) 2250y 2520 b) 1350y 252
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HERRAMIENTAS MATEMATICAS

5. USANDO LOS NUMEROS PRIMOS

=
&8 RITO

A) Dibuja todos los posibles rectangulos que ocupan 23 cuadrados.

Agrupa 23 puntos en grupos iguales de todas las formas posibles.

B) En la pagina 21 tienes todos los divisores de los 30 primeros nimeros.

Sefiala los nimeros que tienen exactamente dos divisores, ¢qué tienen de comun esos divisores?

¢Esta entre esos numeros con dos divisores el nUmero 23?

C) Con las piezas/tarjetas en las que estan representado a los nimeros 2,3,5,7,11,13, selecciona

aquellas que multiplicadas dan 24, 26, 35, 99 y 100. Puedes seleccionar varias piezas iguales.
3 «s

éPuedes encontrar combinaciones diferentes para el mismo nimero?

24 26 35 99 100

QAPR[ND[ Y APLICA
o

= Los nimeros primos son los que tienen exactamente dos divisores, el 1 y el mismo nimero.

Los que tienen mas de dos divisores se llaman nimeros compuestos. El 1 no es primo ni compuesto,

soOlo tiene un divisor.

DIVISIBILIDAD




5. USANDO LOS NUMEROS PRIMOS

Cn

=  Los numeros compuestos se pueden escribir de manera tnica como producto de nimeros
primos. Asi, los nimeros primos funcionan como los bloques basicos (ladrillos) de todos los

numeros.

Cn

= Hay infinitos nimeros primos. Buscar nimeros primos muy grandes es importante para
cuestiones de seguridad informatica pues el método que se utiliza para encriptar en la red se basa
en la dificultad de encontrar la expresidn como producto de primos si estos son muy grandes. Sip y
g son nimeros primos muy grandes, con un ordenador podemos calcular facilmente su producto n
= p - g. Pero ni el ordenador mas potente es capaz de darle la vuelta a este proceso: conocido solo

ese numero n, encontrar sus factores.

@ Criba de Eratostenes para encontrar los numeros primos. Para encontrar los nimeros
primos el matematico griego Eratdstenes (siglo Il a. C.) ided un curioso método, que consistia en
marcar un numero, empezando por el 2 y tachar todos sus multiplos, seleccionar el siguiente
numero no tachado, marcarlo y tachar todos sus multiplos, y asi sucesivamente hasta que no
guedasen mas numeros (se supone que buscaba los nimeros primos hasta un nimero concreto).

En la web https://www.visnos.com/demos/sieve-of-eratosthenes se simula el proceso con nimeros

del 1 hasta el 900.

liifl

- I o
T AT "‘

27 89 90 |

Expresion en producto de primos utilizando diagrama de drbol: El método se basa en
escribir el nUmero como producto de otros dos, que forman dos ramas del arbol, si alguno es primo
se rodea con un circulo, si no lo es se sigue descomponiendo en producto de dos, hasta llegar a que
todos sean numeros primos. Los primos marcados son los factores buscados. Como se ve en los

siguientes ejemplos se pueden hacer distintos arboles, pero el resultado final es siempre el mismo:
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5. USANDO LOS NUMEROS PRIMOS

N\

e® © e é%
Q24 924
®/\462 5}32

/\ 924=2-2-3-7-M

@ Cdlculo de divisores: Para encontrar todos los divisores de un nimero se puede utilizar la

descomposicion factorial en factores primos. Los divisores se obtienen multiplicando los factores de
todas las formas posibles. Asi que se puede empezar tomando un factor, luego combinando 2, luego

tres y asi sucesivamente. Por ejemplo, los divisoresde 60=2-2-3-5son2,2,3,5,4,6, 10, 15, 12,
20, 30, 60:

Con un factor

Con dos factores

Con tres factores

Con cuatro factores

Cdlculo del mdximo comun divisor (m.c.d.) de dos o mds numeros utilizando la
factorizacion: como el m.c.d. es el mayor de los divisores comunes de ambos, y los divisores se
encuentran multiplicando los factores primos, para encontrar el m.c.d. se escribe la expresién como

producto de primos de cada numero y se seleccionan aquellos que son comunes a todos los

numeros, su producto es el m.c.d. Por ejemplo:
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5. USANDO LOS NUMEROS PRIMOS

240 =E|E| 2-2 E' 5 e:“’
60 =[2]-[2]- 3 -[5

_ 924 =[2][2]-3]- 7 -1 ﬁ

- m.c.d (240,924)=[2][2]-[3]= 12 12
m.c.d (40, 60, 100) = [2]-[2]-[5] =20 "

Cdlculo del minimo comiun mdultiplo (m.c.m.) de dos o mds numeros utilizando la
factorizacion: el minimo comun multiplo de dos o mds numeros tiene que ser un multiplo de cada
uno de ellos, por lo que debe contener todos los factores primos de la expresion como producto.
Podriamos multiplicar los dos nimeros y obtendriamos un multiplo de cada uno de ellos, pero no
seria forzosamente el mas pequefio. Para que sea el menor posible no se deben repetir los factores
gue sean comunes. Se puede empezar escribiendo la factorizacidon del mas grande y aifadiendo los

factores que faltan para que sea multiplo de los otros nimeros. Por ejemplo:

924 = EEE 7-1 924
— N

m.c.m (240, 924)= EHE T7-11-2-2-5 =1840 18480

o

m.c.m (40, 60, 100) = E||Z| 5 E| ; : =600 '
24

N\ PRACTICA

5.1.- Actividad sobre Sophie Germain y las mujeres matemadticas:

» Visualizar el video https://www.youtube.com/watch?v=SbE8H45sCrE

» Buscar nimeros primos de Germain (tienen que ser ny 2n+1 primos)
» Leer el articulo sobre mujeres matematicas de ayer y hoy y sefialar cuales son las mujeres
gue aparecen, de qué época son y qué han aportado a la matematica

https://elpais.com/elpais/2017/03/08/el aleph/1488970880 865812.html
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5. USANDO LOS NUMEROS PRIMOS

52~ Juego de las afirmaciones: Se necesita un conjunto de cartas como las siguientes.

Se barajan las cartas y se colocan boca abajo en la mesa. Se da vuelta a dos cartas para que todos
los jugadores las vean (2- 4 jugadores). El objetivo del juego es encontrar un nimero que satisfaga

las afirmaciones que aparecen en ambas cartas.

Se da un tiempo de 10 segundos, cada jugador dice un nimero que cumple las dos condiciones y la
siguiente ronda empieza dando la vuelta a otras dos cartas. Por cada numero encontrado se gana

un punto. Por ejemplo:

CARTA 9 y CARTA 10 algunas soluciones: 6, 10, 2¢ (3 puntos)

Algunas veces, podria ser imposible encontrar un nimero que cumpla las dos afirmaciones,

entonces son Pareja imposible. Cuando esto ocurra, se puede reemplazar una de las cartas por otra.

Por ejemplo:
GARTA 7y CARTA ¢ algunas soluciones: PAREJA IMPOSIBLE
1 2
UN PRODUCTO DL DOS PRIMOS UN FACTOR DE 4
3 4
UN NUMERO PRIMO UN CUADRADO PERFECTO
5 6
UN MULTIPLO DE7 UN NOMERO IMPAR
1 8
UN DIVISOR DL 60 UN NOMERO CUYA SUMA DE CIFRAS ES 9

9 10

UN NOMERO PAR QUE NO ES MULTIPLO DE 4 UN NOMERO TRIANGULAR

1" 17

DOS MENOS QUE UN MULTIPLO DE 10 UNO MENOS QUE UN MULTIPLO DE 5

13 1"

UN MULTIPLO DE 3 QUE NO ES MULTIPLO DE 9 UNO MENOS QUE UN CUADRADO PERFECTO
15 16

UN MOLTIPLO DE 6 UN FACTOR DE 15
7 18
UN NUMERO QUE ACABE EN 0 UN MULTIPLO DE 20

» Escribe parejas y soluciones. ¢Qué puntuacién has obtenido?
» ¢éCuantas parejas de cartas imposibles puedes encontrar?
» ¢éPuedes encontrar un nimero que cumpla 3 cartas? ¢Y un nimero que cumpla 4

cartas?
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5. USANDO LOS NUMEROS PRIMOS

5.3.— Problemas

En los siguientes problemas marca los datos conocidos y los desconocidos. Relaciona todos ellos

utilizando los conceptos = que han surgido a lo largo del tema. Después, calcula los datos que se

piden por el método mas rdpido teniendo en cuenta el tamafio de los datos. No olvides

responder todas las cuestiones del problema.

a) Un grupo de soldados puede formar en filas de 6, de 9y de 10sin Z i i i i &
que sobre ni falte ninguno. Sabemos que el numero de soldadoses EZiiiiiZii

un numero comprendido entre 150 y 200. ¢ Cudntos soldados son? LL4IiIXXZXIZX

b) Una tabla rectangular de madera mide 45 cm de ancho por 63 cm }o
de largo. Se quiere cortar en cuadrados todos iguales. Calcula el
madximo lado que puede tener cada cuadrado. ¢ Cudntos cuadrados

se obtienen?

c) Sara tiene dos trozos de tela. Uno mide 36 cm de largo y el otro 45 cm de largo. Quiere cortar

los dos trozos en tiras de la misma longitud, pero lo mds grande —T— ’;0

posible. ¢ De qué longitud tiene que cortar las tiras?

d) En el gimnasio Patricia va a nadar cada 6 dias, Luis corre en la cinta cada 4 dias y Marta monta
en bici cada 16 dias. ¢éSi hoy han estado los tres entrenando, dentro de cudntos dias volverdn a

entrenar a la vez?
@ )
2 ¥ o M
5.3.= inventa un problema

Ahora te toca a ti inventar un problema en el que se usen multiplos y/o divisores. Escribe el
enunciado, pdsaselo a un compafiero para que lo resuelva y modifica si es necesario el

enunciado para que se entienda mejor. Después resuélvelo.
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TRABAJA EN GRUPO

DOS FAMILIAS

Forma un equipo de 3 o 4 personas.

El profesor/a os repartird 10 cartas. Cada miembro del equipo se responsabiliza de sus
cartas, no puede intercambiarlas, pero si explicar o leer la informacién que contiene.

El objetivo del juego se encuentra en el propio juego.

Se puede usar la calculadora.

Hay que explicar los pasos seguidos en el grupo para resolver la actividad.

DL UN VISTAZO

@ DIBUJA LAS IDEAS PRINGIPALES DEL TEMA:

\

ANENENENEN

Los nimeros naturales se pueden escribir como producto.

Dos numeros naturales se pueden relacionar a través de la divisibilidad. En la relacién uno
es el multiplo y otro el divisor.

Los divisores son aquellos que dividen al nimero de forma exacta y son un nimero finito.
Los divisores son también factores en la expresién como producto.

El maximo comun divisor es el mayor de los divisores comunes de varios nimeros.

Hay infinitos multiplos que se consiguen multiplicando el nimero por 1, 2, 3, ....

El minimo comun multiplo es el menor de los multiplos comunes de varios nimeros.

Los nimeros primos son los que sdlo tienen dos divisores.

Los nimeros primos son como ladrillos: todo numero se puede escribir de forma unica
como producto de nimeros primos.

La descomposicién factorial es util para encontrar el maximo comun divisor y el minimo
comun multiplo.
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Llegados al final del tema reflexiona sobre lo que has aprendido. Marca en la siguiente tabla lo que

corresponde a cada frase, haz la autoevaluacién y revisa de nuevo la tabla.

et
. = A
JCOMO LO HAGO? Me

cuesta

hacerlo

Escribir nimeros como producto de otros n°

Usar la expresion de producto en célculo
mental

Reconocer miltiplos de un nimero
Reconocer divisores de un nimero
Relacionar multiplos y divisores

Hallar mdiltiplos de un ndmero

Calcular el minimo comudn multiplo de varios
nOS

Hallar divisores de un nimero

Calcular el maximo comun divisor de varios
nOS

Distinguir nimeros primos y compuestos

Escribir nimeros como producto de primos

Utilizar la descomposicidn en factores primos
para calcular m.c.m., m.c.d. y divisores
Identificar en un problema los datos
conocidos y los datos que hay que hallar
Reconocer las relaciones de divisibilidad en
los datos de un problema

Distinguir en el problema qué herramienta
matematica se necesita

Utilizar procedimientos adecuados a los
datos del problema

Inventar problemas en los que se usen
muiltiplos y divisores

Explicar la solucién de los ejercicios y
problemas

Comprobar la solucién del problema
Trabajar en grupo para resolver problemas

Aprender de mis errores
Enfrentar un reto o tarea con ganasy
motivacion

Esforzarme para hacer bien las tareas

2D
B
Estoy

aprendiendo

-
o
-
Soy un

experto
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AUTOEVALUACION

A, Lee el siguiente problema y une las preguntas con las respuestas:

“Para meter en cajas 125 latas de salsa de tomate y 175 latas de pimientos de manera que

todas las cajas tengan el mismo numero de latas y no se mezclen latas de tomate con latas de

pimiento, écudl es el numero minimo de cajas necesarias y cudntas latas habrd en cada caja?”

PREGUNTAS
1. éQué datos se conocen?
). éQué datos hay que calcular?

= e

¢Qué relaciones hay entre los datos?

¢Qué herramienta hay que utilizar?, ¢Por qué?

RESPULESTAS

El nimero de cajas es un divisor del nimero de latas de salsa de tomate y del nimero

de latas de pimientos.

Como se busca un divisor comun a dos numeros, pero ademds hay que hacer el menor
numero de cajas, por lo que hay que meter el mayor nimero de latas en cada caja, lo

gue se necesita es el maximo comun divisor.

Nimero de cajas con latas de salsa de tomate, T, nimero de cajas con latas de
pimientos, P, nUmero de latas de salsa de tomate y de latas de pimientos en cada caja
(es el mismo segun el enunciado), L.

Como se dice que tiene que haber el mayor nimero de cajas, tiene que ser el maximo
comun divisor.

Numero de latas de salsa de tomate, 125, y nimero de latas de pimientos, 175.

El nimero de latas que hay en las cajas debe ser un divisor del nimero de latas totales,
tanto de salsa de tomate como de pimientos, porque hay que hacer grupos iguales con
las latas para meterlas en las cajas. El nUmero de cajas sera el cociente entre el nUmero

de latas totales y el nimero de latas en cada caja.

A2, Ahora calcula la solucién del problema.
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AUTOEVALUACGION

A3. Lee el siguiente problema y contesta a las preguntas:

“Mis amigos Ana y Benito coleccionan monedas antiguas que guardan en un dlbum. Ana ha
guardado sus monedas colocando 12 en cada pdgina de su dlbum y le han sobrado 7. Benito, sin
embargo, ha colocado 14 en cada pdgina y le sobran 3. Entre los dos tienen menos de 100

monedas”

PREGUNTAS

A.  éCrees que el nUmero de monedas de Ana es un divisor de 12? ¢O es un multiplo de 12?
¢Puede ser 59 el nimero de monedas de Benito? Explica tu respuesta.

¢Es posible que tengan los dos el mismo ndmero de monedas? Y en ese caso, écuantas
serian? Explica qué procedimiento has usado.

A, Estoy pensando en un nimero cuya descomposicién factorial solo contiene como factores

primos los numeros 2,3y 7

PREGUNTAS

1. éCudl es el mas pequefio posible?
2. ¢Podria ser divisible entre 4? ¢Y entre 5? ¢Y entre 6? Explica tu respuesta.

3. site digo que es mayor que 300 pero menor que 400, ésabrias en cudl estoy pensando?
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AUTOEVALUACION

SOLUCION A1;

SOLUCION A2:

SOLUCION A3:

SOLUCION A4

Hay 25 latas en cada caja, 5 cajas de latas de salsa de tomate y 6 cajas de

latas de pimientos

A) El nimero de monedas de Ana no es divisor ni multiplo de 12. Es mayor

que 12 asi que no puede ser divisor. Y no es multiplo porque al dividir en

grupos de 12, el resto no es cero.

B) Si puede ser porque 59 — 3 =56. Y 56 + 14 = 4. Asi que Benito puede
colocar sus monedas en 4 paginas y le sobrarian 3 monedas.

C) Ana puede tener 12 -1+7=19;12-2+7=31;12 -3 + 7 =43, 52, etc.

Benito: 14-1 +3=17,14 - 2+ 3 =31, 31 +1 4 = 45, etc. Por tanto, si pueden
tener el mismo ndmero y seria 31. Con numeros mayores sumarian mas de

100.

A) El mds pequefioes2-3-7=42

B) Si puede ser divisible entre 4. Solo necesito multiplicar el anterior por 2,

ya que 84 es divisible por 4y 84 =2 -2 - 3 - 7. Sin embargo, no puede ser
divisible entre 5 porque ya tendria otro factor primo distinto. Por 6 si puede

serlo.

C) Solo se puede multiplicar a 42 por potencias de 2, de 3, de 7 o productos

de ellos. Las posibles respuestas son 42 - 8 =336y 42 -9 = 378.
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PROBLEMAS QUE VAMOS A RESOLVER

.- cuando nos informamos del tiempo que va a haber en un lugar, la temperatura estd
representada por nimeros positivos, negativos (cuando es “bajo cero”) o por 0.

¢Qué temperatura marcan los puntos A, By C? ¢Cual es la mas alta? ¢ Cudl es la mas baja?

A B C
o i o — ] w =~ 5]
~ = o o o o o
||\|\|1||||||||||||||1|||||||1|1||||||||||||[|[|\|||1|1|||||||||| |[|[|
= °c
||\|\|l||||||||||||||||||||||1|V||||||||||||[|[|\|||||||||||||||||[|[|
~ L — ~ w =~ w
o o o o o o o o

El 15 de marzo alas 14:00 la temperatura en Helsinki es de 22 C. A las 6 de la mafana del dia siguiente
la temperatura ha bajado 72 C. ¢{Qué temperatura hace en Helsinki a las 6 de la mafiana del 16 de

marzo?

1.~ La plataforma petrolifera Petronius esta situada en el Golfo de México.

La base de la plataforma esta a 565 metros bajo el nivel del mar. La parte de
la plataforma visible sobre el agua tiene una altura de 75 metros. ¢Cémo
puedes representar numéricamente la profundidad a la que se encuentra la

base de la plataforma? ¢ Cual es la altura total de la plataforma? Haz un dibujo

para representar esta situacion.

NUMEROS ENTEROS i
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HERRAMIENTAS MATEMATICAS

1. CONTAMOS EN DOS SENTIDOS

=
8 RITOS

A) En 1961 Donald Reid disefid y construyé un vehiculo

monoplaza capaz de volar y desplazarse bajo el agua.

El primer viaje (a 2 metros de profundidad y a 10 m de altura) se realizé el 9 de junio de 1964.

https://es.wikipedia.org/wiki/Submarino_volador

a) Imagina que tienes que disefiar el cuadro de mandos del submarino volador. ¢{Con qué
cadigo representarias la altitud cuando el submarino se desplaza por el mar como si fuera
un barco? ¢Con qué cddigos representarias la profundidad y la altitud respecto al nivel del
mar a la que se encuentra el prototipo?

b) Haz un disefio de un cuadro de mandos en el que se represente la altitud o profundidad a
la que se encuentra el aparato en cada instante. Supdn que el prototipo solo se mueve entre

los 10 metros por debajo y los 10 metros por encima del nivel del mar.

B) Escribe el enunciado de un problema en el que aparezcan los siguientes nimeros:

-4 0 12

@APR[ND[ Y APLICA
O

= Enel primer reto habras observado una situacién en la que necesitamos medir en dos sentidos
opuestos respecto a un valor de referencia que marcamos con 0. Por ejemplo, el 0 puede
representar el nivel del mar. A partir de este punto hemos medido en dos sentidos distintos: altura
y profundidad respecto al nivel del mar. En el segundo reto es posible que hayas propuesto

cuestiones como las siguientes, en las que se utilizan los nUmeros negativos:

ey g

o N

- Para hablar de temperaturas bajo cero,

- para expresar deudas econdmicas,
- para representar el nimero de un sétano al que podemos
bajar con un ascensor,

- paraindicar los pasos o metros que retrocedemos,

- paraindicar la profundidad bajo el nivel del mar, =

- para medir el tiempo en afios, contando los afios antes de Cristo (a.C.) y después de Cristo

NUMEROS ENTEROS

(d.C.)




1. CONTAMOS EN DOS SENTIDOS

Por ejemplo:
- Latemperatura minima de ayer fue de 3 grados bajo cero: -39C
- El coche estd aparcado en el segundo sétano: -2
- En este banco tengo una deuda de 100€: -100€
- Un pez nada a 25 m bajo el nivel del mar: -25 m

- Hipatia nacio en el siglo VI a.C.

= Al sentido en que los nUmeros son mayores que 0, le asignamos el signo + y al sentido en el
qgue los nimeros son menores que 0, le asignamos el signo -. Por ejemplo, cuando medimos la
profundidad respecto al nivel del mar, asignamos el signo —y cuando medimos la altura asignamos
el signo +. Si no aparece signo, entendemos que el signo es positivo. En los ejemplos anteriores
piensa qué representa el 0, qué representan los nimeros positivos y qué representan los nimeros

negativos.

Cen

Ademads, los negativos dan sentido a la resta en la que el minuendo es menor que el
sustraendo, como en el segundo apartado del problema 1 de la pagina 1. En ese ejemplo, la
temperatura baja 7° desde una temperatura de 2°C y tenemos que restar, puesto que baja, 2 -7, al

igual que restariamos si la temperatura fuera de 15°C, donde se calcularia 15 — 7 sin problema.

Cen

Los numeros enteros, representados por Z, son un conjunto formado por:

e Los numeros naturales: +1, +2, + 3, ... (recuerda que se representaban por N)
e Los numeros negativos: -1, -2, -3, -4, ...

e Elnumero 0 (no tiene signo)

Observa que el conjunto de los enteros contiene al conjunto de los

naturales que forma parte de él. Asi, es una ampliacion que permite Z

restar siempre y dar sentido a situaciones de conteo o medida en dos

sentidos a partir de una referencia, que representamos con el 0. Es

importante que las operaciones se amplien de la misma forma y mantengan las propiedades que

tienen en los naturales.

@ Podemos representar numeros positivos y negativos utilizando discos numéricos. Los
discos numéricos tienen:

- Un1lenelanverso: 1

- Un-1enelreverso:

NUMEROS ENTEROS




1. CONTAMOS EN DOS SENTIDOS

Estos discos tienen dos propiedades:

1) Sidoy la vuelta a un disco obtengo el disco con signo opuesto.

Asisidoy lavueltaa 1, obtengo:

Sidoy lavueltaa 1, obtengo: 1

2) Al colocar un disco junto a otro con su signo opuesto el resultado es 0.
-1 1 =0

Con ellos podemos construir nimeros positivos o negativos sin mas que juntar discos. Por ejemplo:

3:- OO _2:-1-1 0:111-1-1-1

Representacion en la recta. Otra forma de representar los nimeros enteros es mediante
puntos en una recta. Observa por ejemplo una linea del tiempo como la del dibujo. Una
representacién como esta nos ayuda a visualizar los acontecimientos en el orden en el que han
ocurrido. En la linea vemos una referencia a la historia de la aparacion de los nimeros enteros desde
el aflo 3000 antes de Cristo. (Realmente existen evidencias de numeracién desde la aparicidn de los

Neardentales 50.000 afios antes de Cristo.)

Uso de los simbolos +y -
por Widmann, (Europa).
1489 después de Cristo

Notacidn posicional
en Mesopotamia.

Numerales en jeroglificos|
en Egipto.
3.000 antes de Cristo.

aritmética con positivos
y negativos. (India)
623 después de Cristo.

2.400 antes de Cristo.

o
—-4500 -4000 -3500 ~3000 -2500 -2000 -1500 -1000 -500 0 500 2000 2500 3000 3500 4000

Girard interpreta los positivos como "avanzar"
y los negativos como "retroceder". (Europa)
629 después de Cristo.

En la recta se representa el punto de referencia, que es el 0. Los positivos se colocan a la derecha

de 0, como vimos en el tema de nimeros naturales. Los negativos se colocan a la izquierda de 0.

Puedes practicar otro tipo de situaciones cotidianas en recta utilizando la siguiente

animacion (escanea el cédigo para acceder).

del tiempo, la notacidn posicional ocurrié antes que la primera aparicion del cero, asi que el nimero

Orden de enteros. En la recta se puede visualizar claramente el orden. Como ves en la linea

-2400 es menor que el numero 876. Los niumeros estan ordenados en la recta de forma que:

e Siun numero se sitUa a la derecha de otro, es mayor que ese nimero.

e Siun numero se situa a la izquierda de otro, es menor que ese nimero.

NUMEROS ENTEROS D



1. CONTAMOS EN DOS SENTIDOS

Las flechas en los extremos de la recta indican que la recta continda hasta el infinito en ambas

direcciones.

N
6789/

'
o —+
\
o —+—
’
~ -+
'
o —+—
'
o —+—
'
N
'
LI B
=1 I
N
W —4—
B
0 ——

<~  Enlarecta se puede medir la distancia de cada numero al 0 como el nimero de unidades que
hay entre ambos. Ese valor se llama valor absoluto del niimero entero. Asi, en el entero -2 el valor
absoluto es 2 y el signo negativo. En +2 el valor absoluto también es 2 pero el signo es positivo. Asi,

un numero entero se distingue por su signo y su valor absoluto.

$16N0 VALOR ABSOLUTO ; g SIGNO VALOR ABSOLUTO
~a a2 - X
-1 A py +1
£ M N
. } | : | | >
-2 -1 0 1 2

N\ PRACTICA

'M.‘ Expresa con el nUmero mas adecuado cada una de estas situaciones:

a) He aparcado el coche en el tercer sétano.

b) Subid a la cima de una montafa de 1800 metros de altitud.
c) Tiene una deuda de mil euros.

d) Los concursantes ganaron 5000 euros.

e) El tiburdn esta nadando a 10 metros bajo el nivel del mar.
f) Pitagoras nacid en el afio 569 antes de Cristo.

g) Hace cuatro grados bajo cero.

h) No he ahorrado dinero este mes.

i) El buceador alcanzé una profundidad de 3m.

12~ Enla siguiente serie, construye el término siguiente al tercer término y los tres términos

anteriores al primero y escribe el nimero que representa cada término:

1 1 1 1 1 1

13.- Representa con discos numéricos y con la recta numérica los siguientes pares de nimeros e

indica qué nimero piensas que es mayor:

a)2y5 b)-1y-5 c)9vy3. d-4y1 e)-7y-3 f)2y-6

NUMEROS ENTEROS




1. CONTAMOS EN DOS SENTIDOS

a)
Gt D
\-9-8~7-65-4-321(|)123456789/
b)
T I
\-9-8-7-65-4-3-21!)123456789/
c)
T Y
\9-8-7-65-4~321(|)123456789/
d)
Allllll 1| | 111\

e)

/| TS A VSO N SO S A | | N S A N O | 1\
\l | L I IE Ik 31 | | T T T L S l/
9-8-7-65-4-3-2-10123456789

f)
/1 N VO L Vo WA | N T S N | N <3 1\
\l | T L L FEL | e 3k FE b Sk o Y l/
987 6-54 -3-2-1 1.2 3-:43% 6 i 8 B

15.- Completa usando el simbolo mas adecuado “<” o “>”.

a) 47 30 c)-35 -21 e)-514 -738
b) 500 -189 d)84 47 f)-6000 0

1.6.‘ Ordena los siguientes acontecimientos empezando por el mas antiguo:

a) 3400 a.C.: En Mesopotamia, los sumerios inventan el primer sistema de numeracién, y un
sistema de pesos y medidas.
b) 1030: Ali Ahmad Nasawi divide las horas en 60 minutos y los minutos en 60 segundos.

c) 240 a.C.: Eratdstenes usa un algoritmo para rapidamente separar los nimeros primos.

NUMEROS ENTEROS
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d) 1654: Blaise Pascal y Pierre de Fermat crean la teoria de la probabilidad.
e) 355: Nace Hipatia de Alejandria, la primera mujer matematica.
f) 2400 a.C.: En Egipto se inventa un calendario astronédmico preciso, que debido a su

regularidad matematica se usé incluso en la Edad Media.

1.’.- Rellena los huecos:

a) Si -10 representa 10 segundos antes del lanzamiento de un cohete espacial, entonces +10

representa

b) Si-3° representa 3° bajo cero entonces +3° representa

c) Si +500 representa el saldo de 500 € en una cuenta corriente entonces un saldo de 500 € en

numeros rojos se representa por

d) Si + 7 representa una rotacidon de 7 puntos en el sentido contrario a las agujas del reloj del

mecanismo de apertura de una caja fuerte mecanica, entonces -7 representa

HERRAMIENTAS MATEMATICAS

2. SUMAMOS Y RESTAMOS ENTEROS

o
B8 RLTOS

A) En el Banco de Ana, solo es posible hacer ingresos de 2€ y retiradas en efectivo de 3€ cada vez.

SiJuan ingresa 2€, otros 2€, otros 2€, otros 2€ y finalmente retira 3€, entonces tiene un saldo de 5€.

A.1) éQué otros saldos pueden alcanzar Juan en su cuenta?

A.2) Hay otras formas de ingresar y retirar dinero para que Juan obtenga un saldo de 5€? ¢ Cuantas
hay?

A.3) El Banco de Ana quiere cambiar sus reglas siempre que asegure que sus clientes pueden
alcanzar cualquier cantidad en el saldo de su cuenta. Si a Juan solo se le permite realizar ingresos de
3€ y retiradas en efectivo de 7€ cada vez. éPodra tener en el saldo de su cuenta cualquier cantidad?
A.4) ¢Hay cantidades de ingreso y retiradas con los que no se puede alcanzar cualquier cantidad en

el saldo?

NUMEROS ENTEROS



2. SUMAMOS Y RESTAMOS ENTEROS

B) En ocasiones tenemos una secuencia de niUmeros consecutivos:
1 2 3 4

“"ou

B.1) Escribe todas las formas de colocar signos “+” o entre ellos. ¢ Estds seguro de que has
escrito todas?
B.2) Calcula el resultado de las operaciones y escribelo a continuacién de la operacion.
B.3) Ahora prueba con otro conjunto de nimeros consecutivos y observa el resultado. ¢Estas
sorprendido por lo que ha salido? Escribe lo que observas. Esto te puede llevar a verificar algunas
ideas probando con nuevos conjuntos de nimeros consecutivos y comprobando si las cosas
ocurren de la misma manera. Asi, podrias realizar algunas predicciones.
B.4) Hazte preguntas del tipo (e intenta responderlas investigando):

¢Qué pasaria si tomase los numeros consecutivos en orden decreciente?

¢Qué pasaria si tomase solo tres nimeros consecutivos?

¢Qué pasaria si permitiera coger mas numeros consecutivos?

”

¢Qué pasaria si permitiera usar signo “+” o “—“ delante del primer nimero?
¢Qué pasaria si utilizase nimeros consecutivos negativos?

Presenta tus conclusiones al resto de la clase.

@APR[ND[ Y APLICA
O

= Numeros enteros para expresar cambios. Con nimeros enteros podemos expresar cambios.
Por ejemplo: cuantos pisos subo, o cuantos pisos bajo, cuantos pasos avanzo o retrocedo, cuantos
grados giro en sentido de las agujas del reloj o en sentido contrario, etc. Asi, sobre la recta esos
cambios se pueden visualizar como desplazamiento. En el ejemplo vemos el entero +5 visto como

desplazamiento desde 0 hacia la derecha.

45
A - | | - | | - | I | | |  — | l\
\I (| I I P | | | | | | A | 1 | I l/
] 5

En el siguiente ejemplo vemos el entero -5 visto como desplazamiento desde cero a la izquierda.

/:H%}m::%:::::u\
X o 73

Para sumar dos numeros enteros en la recta numérica unimos los desplazamientos:

NUMEROS ENTEROS 9



2. SUMAMOS Y RESTAMOS ENTEROS

19) Nos desplazamos desde 0 al primer sumando.

29) Nos desplazamos desde el primer sumando tantas unidades como indica el segundo
sumando, hacia la derecha si el segundo sumando es un entero positivo, y a la izquierda si

el segundo sumando es negativo.

Asi, por ejemplo-2+5=3

+5
/,llllllllmlllllll\\
\ll[illtl.ll[l‘lllllll/’
-9-8-7-6543@123456789
-2
Otro ejemplo 2 + (-5) = -3
2+(-5)=-3

il e
>

=1

g e B
0 -
D
PRr N
oo
w

El Para sumar niimeros enteros con discos numéricos simplemente juntamos los discos

que representan ambos numeros, y tenemos en cuenta que un disco positivo y otro

negativo se anulan. Vamos a ver algunos ejemplos:

2+5=7

-2+(-5)=-7 1 1 -2+5=¢7
1 1 1 1 1 Si consideramos 5 como 2

+ 3 entonces:
-2+5=-2+2+3
-2+5=3 » & Pero como -2 + 2 =0
entonces:
-2+5=3

2+(-5)=-3 1 1 7

-1 -1 -1 -1 -1

Cen

= Propiedades de la suma de enteros. La suma de enteros amplia la suma de naturales puesto
gue mantiene sus propiedades. Los nimeros enteros se pueden sumar y el resultado siempre es un

numero entero. No importa el orden en que sume dos nimeros, el resultado siempre es el mismo

m NUMEROS ENTEROS
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(conmutativa). Tampoco importa la forma en que agrupemos los sumandos cuando hay mas de dos
porque el resultado es el mismo siempre (asociativa). Si se suma 0 a cualquier nimero entero

obtenemos ese mismo numero.

Cen

= Elopuesto de un niimero entero es otro entero que sumado con él da como resultado 0. Todos
los enteros tienen opuesto, salvo el 0. Observa que los opuestos tienen el mismo valor absoluto y

signo opuesto. El opuestode 2 es-2yelde -7 es 7.

Opuesto de un numero con discos algebraicos: Para representar el opuesto basta dar la

vuelta a los discos.

A partir del entero 3: 11 1
Se da la vuelta a los discos y obtengo su opuesto - -1 -1 -1 3
Si se vuelve a dar la vuelta a los discos se obtiene 3 que es el opuesto de - 3: 1 1 1

Opuesto de un niimero en la recta numérica. El opuesto en la recta es un nimero que esta

a la misma distancia de 0, pero en sentido contrario.

L)
L]
L
<@
'
-~
&
L]
L —
1]
w
¥
%]
L]
-
—
N
g
o -
o
‘\‘——
00 =t
O —4=—
\“

Resta de enteros con discos huméricos.

Para restar a 7, 4 unidades, las tachamos o las quitamos. Vemos que 7—4 = 3.
Calcula con discos: 7 + (-4)

yoazz BB
>1< >1< 1 1 1 < y observa que: 7 + (-4) =3

asique7—-4=7+(-4)=3

Para restar a 7, -4, no tengo -4 unidades (cuatro discos negativos) para quitar.

7-(-4)=¢? y @
1 1 1 1 1

NUMEROS ENTEROS
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Para calcular la resta afladimos 4 discos negativos y 4 positivos para seguir teniendo 7 unidades y

ademads poder asi quitar 4 discos con valor -1.

Ahora podemos
hacer la resta:

D © € 7-(-4)=11 1

1 1

1 1 1 1

1 1 1 1
1 1 1 1 Vemos que >( >< X >(

7—(-4)=7+4

Resta de enteros en la recta. En la recta restar equivale a cambiar el sentido del

desplazamiento del nimero que resta, puesto que restar es lo opuesto de sumar y por tanto al
sumar una cantidad y restar la misma cantidad el nimero debe permanecer igual. La forma de
deshacer un desplazamiento en un sentido es moverse la misma cantidad en el otro sentido. Por

ejemplo: -1 -2 equivale a desplazarse 2 unidades a la izquierda desde -1, que es lo mismo que hacer

-1+ (-2).
-2 -1
‘/l | -  I— | - */T\ I T | | - | [ t\
\\J 1 f B L S B N B S i//
987 65 4 -3 -2 1 5 12 3 45 6 7 8 9

Para calcular -1 — (-2), hay que desplazarse desde -1, 2 unidades en la direccién opuesta a la

izquierda, lo que equivale a desplazarse 2 unidades hacia la derecha. Equivale a -1 + 2.

ya N

o

N ——
00 —4—
O —4—

= Delos ejemplos anteriores se deduce que restar dos nimeros enteros es lo mismo que sumar

al primero el opuesto del segundo niumero. Asi, por ejemplo:

5-(7)=5+ (+7)=5 + 7.

Resta de enteros con discos numéricos. Teniendo en cuenta lo anterior, la resta con discos

también se puede hacer juntando los discos que representan el primer nimero con los que

representan el segundo a los que se le da la vuelta.

7—(-4) 7+4=11

NUMEROS ENTEROS
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11 1 D O O O ¢

Cuando estan juntos el signo que representa una operacion y el signo que forma parte de la

representacién de un niumero entero, ponemos el entero con su signo entre paréntesis:

Se escribe 2 + (-3) Elsigno “+” representa la “operacién suma” y el signo “—“ forma parte

de la representacién del entero -3.

o“on

Se escribe 2 — (+3) Elsigno representa la “operacién resta” y el signo “+“ forma parte de

la representacion del entero +3.

Asi, es importante fijarse si un signo menos indica que estamos calculando el opuesto de un nimero

0 que estamos restando.

Se lee como También se puede leer:
2 +(-3) Dos mas “menos tres”. Dos mas “el opuesto de tres”
1-(-3) | Uno menos “menos 3” Uno menos “el opuesto de tres”
-(-3) Menos “menos tres” “el opuesto de menos tres” o
“El opuesto del opuesto de tres”.

N\ PRACTICA

21.- Resuelve los siguientes ejercicios representando desplazamientos en la recta numeérica.

p e B
)

o0 ——
'

-~ ——
o ——
)

|

N —
'

& -
=

N
W ——
s
o0 ——
N ——
~
o0 ——
0 ——
\"

a) Siestoy en el piso -1y bajo dos pisos, éen qué piso estoy?
b) Siestoy en el piso -2 y subo tres pisos, éen qué piso estoy?
c) Siestoyen el piso -3 y voy al -1, ¢he subido o bajado?, é cuantos pisos?

d) Siestoy en el piso 5 de un edificio y bajo hasta el -2, ¢cuantos pisos he bajado?

1.).~ Realiza las siguientes operaciones utilizando discos y la recta numérica.

a)-3+4 b) 3 + (-4) c) (-3) + (-4) d)3+4
- Deduce de qué depende el signo del resultado de la suma.

- También deduce una forma para calcular la suma de enteros sin utilizar discos o la

NUMEROS ENTEROS
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1.3.~ un globo se desplaza un metro hacia arriba si le proporcionamos una bocanada

de aire caliente. +(+1)
Se desplaza un metro hacia abajo si afiadimos un saco de arena. +(-1)
Se desplaza un metro hacia abajo si le quitamos una bocanada de aire caliente. —(+1)

Se desplaza un metro hacia arriba si le quitamos un saco de arena. —(-1)

A. calculae interpreta el significado de las siguientes operaciones y su resultado:
a) -(-10)+6= b) (+10) + (-7) = c)5-(+2)= d)5-(+2)= e)2-(+5)
B. Escribe cuatro pares de acciones opuestas que dejen el globo a la misma altura y represéntalas

numéricamente. Por ejemplo: Tirar 3 sacos de arena (sube tres metros) y dejar escapar 3 bocanadas

de aire caliente (baja tres metros) se representa por —(-3) — (+3) =3 - 3.

m NUMEROS ENTEROS



2. SUMAMOS Y RESTAMOS ENTEROS

24.- Mario dispone de una tarjeta de crédito en la que se han realizado los siguientes movimientos

durante los meses de enero y febrero:

MES DE ENERO

El 1 enero dispone de un saldo de 20 € MES DE FEBRERO

El 2 enero ... Gasto en el cine 12 € El 4 Feb....... Ingreso de 150 €

8 de enero.... Ingreso 150€ 8 de feb .... Gasto en supermercado 20 €

9 de enero.... Gasto en ropa 35 € 15 de feb ... Gasto transporte 15€

15 de enero ... Recibe un ingreso de 20 € 18 de feb ... Gasto en libreria 32€
como regalo de cumpleafios 26 de feb ... gasto con amigos 60 €

25 de enero ... Gasto en peluqueria 30€ 28 de feb ... ingreso Bizum amigos 50€

30 de enero—gasto movil ... 120 €

a) Completa las siguientes tablas con ayuda de la calculadora:

MES DE ENERO

INGRESOS GASTOS SALDO
20€
-12 € 8¢€
150 €
TOTAL
INGRESOS GASTOS SALDO

Saldo 1 FEB

8 FEB
15 FEB
18 FEB

28 FEB
TOTAL

<
m
(7]
o
m
-
m
e}
=
m
X
o

b) ¢Cudl es el saldo de la tarjeta al finalizar el mes de enero?
¢) ¢éCuanto dinero tiene Mario al final del mes de febrero?

d) ¢Haganado o ha perdido dinero de enero a febrero?

NUMEROS ENTEROS
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2.5.— PROBLEMAS: Resuelve los siguientes problemas expresando los datos con enteros,
representdndolos grdficamente si es necesario y/o escribiendo operaciones y respondiendo a la

cuestion planteada.

2.5.1. Un pueblo estd situado en lo alto de una montafia, a 707 m de altitud, mientras que una
cantera de granito se encuentra en el fondo del valle a 64 m bajo el nivel del mar. Si voy del pueblo

a la cantera, écuantos metros he bajado?

2.5.2 Las Guerras Punicas empezaron el afio 264 a.C. y terminaron el afio 146 a.C. ¢ Cuantos afios

duraron?

2.5.3. El Everest, con 8848 metros de altura, es el monte mas alto de la Tierra, mientras que la fosa
de las Marianas, que estd a 10916 metros bajo el nivel del mar, es la zona mas profunda. ¢{Qué

diferencia de altura hay entre ellos?

2.5.4. El papiro de Ahmes o de Rhind es un famoso documento que constituye una gran fuente de
informacién de la matematica egipcia. Lo escribié Ahmes el afio 1650 a.C. y fue comprado por

Alexander Henry Rhind en 1858. ¢ Qué antigliedad tenia el papiro cuando lo compré?

2.5.5. Estds en lo alto de una colina. Desciendes 45 metros, después subes un pequefio monte de
23 metros y finalmente vuelves a descender 15 metros. ¢ Cudl ha sido la variacién de altura

respecto del principio? -

2.5.6. En las noticias sobre el tiempo el reportero contd que la temperatura en Adelaida era =
de 25°C, mientras que en Londres habia -1°Cy -5°C en Berlin. Representa en un termémetro '

las temperaturas y responde:
a) ¢Cuéntos grados mas hay en Adelaida que en Londres? s
b) ¢Cuantos menos hay en Berlin que en Londres? :

2.5.7. Antonio le debe a Jana 40€. Entonces Jana le pide prestado a Antonio 50€. Un tiempo |

después Antonio presta a Jana 60€. Indica si alguno de los dos debe dinero y en caso de que

deba cuanto debe.

2.5.8 . Tengo un termémetro en mi invernadero. Registra las temperaturas maximas y minimas
alcanzadas desde la ultima vez que lo reinicié. Lo reinicié el domingo cuando habia una temperatura
de 4°C. De madrugada la temperatura cayé 5°. Después el lunes subié 6° antes de descender 10°
durante la noche. El martes subié 4° y bajé 2° de madrugada. ¢ Qué temperatura maxima y minima

habia registrado el termdmetro cuando yo lo miré el miércoles por la mafiana?

2.6.- Si p es un entero positivo y g es un entero negativo, écual de las siguientes expresiones es

mayor?

a) p—q b)g-p c)p+q d)-p—q

m NUMEROS ENTEROS
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3. MULTIPLICAMOS Y DIVIDIMOS ENTEROS

e
8 RCTOS

A) He ahorrado 5€ cada mes durante 9 meses, ¢cuanto dinero tengo? iv

Escribe el célculo que haces.

Mi madre me ha prestado 5€ cada mes durante 9 meses, ¢ cuanto dinero tengo? Escribe

el calculo que haces.

B) Inventa un problema que se resuelva con la divisién -18 : 3 y otro similar que se

resuelva con la divisién (-18 ) : 3 e interpreta los resultados.

@APR[ND[ Y APLICA

E Multiplicacion por 0. Como ya sabes, cuando multiplicas cualquier nimero natural por cero,
el resultado es cero. Lo mismo ocurre cuando multiplicas por cero cualquier nimero entero:

(+3)-0=0 (-3)-0=0

E Multiplicacion de enteros positivos. Recuerda que la multiplicacion de nimeros naturales
se puede interpretar como una suma sucesiva:

3:5=5+5+5=15
Esta operacidn se puede interpretar como “3 veces 5”, o “3 grupos de 5”, y se puede representar

usando fichas numéricas de esta forma:

CQ000® P000®

Q0000 — 00000

OO0OOO® 0000
3.5 15

Como ya hemos visto, los nimeros enteros positivos los podemos identificar con los naturales, de

manera que ya sabemos cémo multiplicar dos enteros positivos:

(+3) - (+5) = (+5) + (+5) + (+5) = +15

Puedes probar a expresar los siguientes productos de nimeros enteros como una suma y efectuar

lo operacion, representando alguno de los apartados con fichas numéricas:

a) (+2) - (+3) = b) (+4) - (+2) = c) (+6) - (+2) =

NUMEROS ENTEROS




3. MULTIPLICAMOS Y DIVIDIMOS ENTEROS

Multiplicacion de positivo por negativo. Veamos ahora qué pasa si uno de los enteros que
estamos multiplicando es un entero negativo. Si la expresion (+3) - (-5) la interpretamos como

“3 veces -5” la podemos representar con fichas numéricas y ver cuanto vale

QOO SUSISICIS)
QOO0 — 00000
Q0000 Q0000

(+3) - (=5)

e Expresa (+3) - (-5) en forma de suma repetida, como en el ejemplo de 3 - 5.
e Busca una interpretacion de esta expresion pensando en un cambio de temperatura

durante unas horas.
Expresa los siguientes productos de nimeros enteros como una suma y efectua la operacion:
a) (+2) - (-4) = b) (+3) - (-2) = c) (+4) - (-3) =

Imagina que queremos calcular (-2)-(+3). ¢Cudl debe ser el resultado? éPor qué?
Utiliza esta idea para expresar los siguientes productos de nimeros enteros como una suma vy

efectla la operacion:
a) (-3) - (+4) = b) (-2) - (+5) = c) (-4) - (+2) =

¢Podrias sacar alguna conclusién sobre el producto de enteros donde uno es positivo y el otro es

negativo?

Multiplicacion de dos negativos. Hemos estudiado el producto de dos enteros positivos y
el producto de dos enteros de distinto signo. Por tanto, solo nos falta el caso en que los dos nimeros
enteros son negativos. éImaginas cual es el resultado de un producto como este?
(-2) - (-3)

Observa esta secuencia e intenta completarla:

(+#3) - (-3) =-9

(+2) - (-3) = -6

(+1) - (-3) = -3

0-(-3)=0

(-1) - (-3) = __
(-2) - (-3) = __

NUMEROS ENTEROS
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9

Cuando multiplicamos dos enteros que tienen el mismo signo el resultado es positivo:

(+2) - (+3) =

(-2) - (-3) = +6 (+) - (#) = (+)

(+9) - (+5) = +45 (-)-(-)=1()

(-9) - (-5) = +45

Cuando multiplicamos dos enteros que tienen signos distintos el resultado es negativo:

(+2) - (-3) = -

(-2) - (+3) = -6 (+) - (<) = (-)

(+9) - (-5) = -45 (-) - (+) = (-)

(-9) - (+5) = -45

@ Multiplicar por -1. Una operacion sencilla pero importante va a ser “multiplicar por —1".

Completa:
(-1) - (+2) = _
(-1) - (-2) = _
(+3) - (-1) = _
(-3) - (-1) = _

Observa que “multiplicar por —1” se traduce en cambiar el signo,

Division de enteros positivos. ¢ Recuerdas cdmo repartimos una cierta cantidad de dinero o
una deuda entre varias personas, de modo que todas ellas paguen o reciban la misma cantidad?
¢Qué operacién tienes que hacer? Reparte, por ejemplo, 12€ entre 4 personas. ¢{Cuanto dinero

tienes que entregar a cada una? Si tienes 12 monedas de 1€ cada una.

¢Cémo puedes hacer el reparto sin necesidad de hacer ninguna operacién? Puedes entregar una

moneda a cada persona tantas veces como sea necesario hasta que te quedes sin monedas.

12 persona 22 persona 32 persona 42 persona

Cada persona recibe 3 €. El calculo que hemos hecho es:

(+12) : (+4)=+3

NUMEROS ENTEROS E




3. MULTIPLICAMOS Y DIVIDIMOS ENTEROS

Divisién de negativo entre positivo. Si ahora queremos calcular (-12) : (+4) lo podemos

interpretar como repartir 12 fichas negativas, o una deuda de 12 euros, entre 4 personas.

ONOR®)
ORORG)
© e e
© e e

Por tanto, (—12): (+4) = -3
La divisién también se puede escribir en forma de fracciéon, por lo que también escribimos

(-12) _
(+4)

Completa los siguientes calculos (recuerda que cuando el nimero entero es positivo podemos

omitir el signo).

a)(-8):(+2) = b) (-15):3 =
-6 (-10)
) T d —-=

Division entre negativos. Cuando el divisor es un nimero negativo nos encontramos con

una dificultad. ¢ Puedes imaginar qué significa “repartir 8 euros entre (-2)"?
Vamos a recurrir a la relacion entre multiplicacion y division:

8:2=4 & 4-2=8
Aplica esta misma idea para completar los recuadros, cuando el divisor es - 2:

g:(2=[ ] & [ ](2=8

Completa estos ejemplos:

a) (-12):(-3):|:| - |:| - (-3) =-12
b) 10:(-5)= |:| N |:|-(-5):1o

En resumen, el signo del cociente de dos nimeros enteros viene dado por la misma regla que el

signo del producto de dos nimeros enteros. Completa:

e Siel dividendo y el divisor tiene el mismo signo, el cociente tiene signo

e Sieldividendoy el divisor tienen signos distintos, el cociente tiene signo

m NUMEROS ENTEROS
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)

N\ PRACTICA

3.".— Calcula:

a) (+4) - (-3) = b) (-2) - (-7) = c)0-(-3)=

d) (-5) - (+4) = e) (+7) - (+3) = f)(-1) - (-8) =

g) (+4) - (-3) = h) (+3) - (-4) = i)(+4) - (-3) - (+2) =

3.2.— Completa el circulo con el signo adecuado para que la operacidn sea correcta:

2) - (O3)= +6 b) (O4) - (-3)= -12
0 (O1) - (+2)= -2 d) (-6) - (O3)= -18
e) (O6) - (-3)= +18 ) (-1) - (O8)= +8

3.3. Escribe cuatro productos distintos en los que el resultado sea —12:

() )=-12 ( ) )=-12 ( )-( )=-12 ( ) )=-12

3.4.~ calcula:

a) (+18) : (-3) = b) (-18) : (-3) = c)0:(-3)=
d) (+6): (+2) = e) (-6):(+2) = f) (-8) : (-1) =
gl (+7): (-7) = h) (-10) : (-2) = i)(+24) : (-6)=

3.9.~ Completa el circulo con el signo adecuado para que la operacidn sea correcta:

) (-12) : (O3)= +4 b) (OF6) : (-3)= -2
) (O2) : (+2)= -1 ) (-6) : (O3)= +2
e)(O24) : (-4)= -6 f) (-24) : (O6)= +4

3.6, Escribe cuatro divisiones distintas en las que el resultado sea -3.

( ):( )=-3 ( ):( )=-3 ( ):( )=-3 ( ):( )=-3

) N
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4. OPERANDO CON ENTEROS

s
8 RCTOS

A) Ordena de menor a mayor los siguientes nimeros:
(-2)% (-2)% (-2)

Una vez que la serie esta ordenada, continua la serie hacia delante y hacia atras.

B) ¢Qué numeros se pueden colocar en el cuadrado para que sea cierta la igualdad?

1 - g

C) Observa los siguientes ejemplos, algunos de ellos estan mal hechos. éQué operaciones son

correctas? En las que no lo son, écual te parece que puede haber sido la causa del error?
-3+5-(-2)=-4
-2 -5+3-(-2)=14
5+3-(-2)=-1

-2 -54+3-(-2)=-16

@APR[ND[ Y APLICA
O-

division) de los naturales a los enteros, veremos como ampliar la potenciacion y radicacion a

Una vez que hemos visto cdmo ampliar las operaciones basicas (suma, resta, multiplicaciéony

enteros. En los dos primeros retos has tenido que usar dichas operaciones.

@ Recuerda que, en los nimeros naturales, para resumir una multiplicacién de factores iguales
se emplea la potencia, donde el factor que se repite es la base y el nimero de veces que se repite
es el exponente. En enteros la definicidon es la misma, con la salvedad de que la base puede ser
también un nimero negativo. Para elevar un niimero negativo a una potencia es necesario poner

la base entre paréntesis ya que para multiplicar nimeros negativos los ponemos entre paréntesis:
(-5)% = (-5) - (-5) = 25

Si no se pone entre paréntesis lo que significa es el opuesto del resultado de la potencia. Observa

atentamente estos ejemplos:
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(-5)2 = (-5)-(-5) = +25 pero -52 = -(5%) = -(5:5) = -25

(-5)% = (-5)-(-5)-(-5) = -125 y 53 = -(53) = -(5-5-5) = -125
A la izquierda vemos (-5) elevado al A la derecha vemos el opuesto de 52
cuadrado y (-5) elevado al cubo. y el opuesto de 53.

Calcula las siguientes potencias:
a) (-3)%= b) (3)? = c) (-1)*° = d) (1)*° =
e) (-3)% = f) (+3)° = g) (-2)° = e) (+2)° =

¢Qué observas?

Cen

=~ La potencia cuya base es un ntiimero entero y exponente natural es un valor positivo si el

exponente es par, y es un valor negativo si el exponente es impar. Por ejemplo:
(-5)7 =(-5)+(-5) = +25

(-1)°= (-1)(-1)+(-1) = -1.

Potencias en la calculadora: Para calcular potencias, las calculadoras tienen alguna de las

teclas siguientes (podrian cambiar las letras o tener un cuadradito en lugar de una letra):

Para calcular una potencia se debe introducir primero la base y después el exponente. Asi

calculariamos 23:

D@moy - 0na

Si la base es negativa utilizaremos la tecla para cambiar el signo, y las teclas de paréntesis. Por

ejemplo, para escribir (-2)* ponemos:

Raices cuadradas de enteros. Una vez definidas las potencias, la idea de raiz cuadrada se

?

puede extender a los niUmeros enteros. Una raiz cuadrada de un nimero entero es otro nimero
entero cuyo cuadrado es el primer nimero. Es decir, la raiz cuadrada es la operacidn inversa de

elevar al cuadrado. Todo nimero entero positivo tiene dos raices cuadradas de igual valor absoluto

) 1A
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y distinto signo. Ya hemos visto en los naturales que 32=3 -3 =9 por lo que V9 = 3 Pero también,

en los enteros (-3) - (-3) = 9 por lo que 9, considerado como nimero entero positivo, tiene 2 raices

cuadradas V9 =3 y V9 = -3. Por ahorrar espacio solemos escribir V9 = +3.

¢éSe puede calcular la raiz cuadrada de un nimero negativo, como por ejemplo v—4? ¢ Por qué?

Cen

Raices cubicas de enteros. Al igual que se han definido las raices cuadradas se podian definir
otro tipo de raices, como inversas de otro tipo de potencias, por ejemplo, la potencia de exponente
3 (cubo), en lugar de la potencia de exponente 2 (cuadrado). Asi, una raiz cubica de un entero es
otro entero cuyo cubo (potencia de exponente 3) es igual al primer nimero. Todo nimero entero
tiene una Unica raiz cubica. Por ejemplo, sabemos que (+2)3 = (+2)-(+2)-(+2) = 8y por tanto

{8 = 2.como (-2)* = (-2)-(-2)(-2) = -8, entonces Y—8 = —2

Raices en la calculadora: Para calcular raices en la calculadora se utilizan las teclas

. Raiz cuadrada . Raiz cubica

escribiendo el nimero del que queremos calcular la raiz tras pulsar la tecla.

Operaciones combinadas. Al igual que cuando se opera con nimeros naturales, cuando hay

varias operaciones con enteros hay que tener claro en qué orden hay que hacerlas, cuales son
prioritarias. La prioridad de operaciones con los nimeros enteros es la misma que ya conoces
cuando trabajabas con nimeros naturales: paréntesis, potencias, multiplicaciones y divisiones (de
izquierda a derecha si hay varias seguidas) y sumas y restas. Veamos un ejemplo con detalle (en

cada linea hemos anotado la operacion que efectuamos para pasar a la linea siguiente):

5— 8+3-(32-13) paréntesis - potencia
=5—-8+3:(9-13) paréntesis - resta
=5-8+3-(-4) multiplicacion

=5-8+(-12) resta
=-3+(-12) suma
=-15

NUMEROS ENTEROS
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@ Uso de paréntesis. Cuando se quiere alterar la prioridad de operaciones, por ejemplo, hacer
una suma antes que una multiplicacién, hay que colocar paréntesis en la operacidon que se quiere
hacer primero, puesto que los paréntesis son prioritarios a todas las demas operaciones. Por
ejemplo, en la operacién 3 + 4 - 3, para hacer primero la suma habria que escribir (3+4) - 3, pues
de lo contrario la primera operacidon que hay que hacer es la multiplicacion. No es necesario poner
paréntesis si la operacion es prioritaria, por ejemplo, la operacidén 3 + 4 - 3 no se escribe como
3 + (4 - 3). Cuando se escriben las divisiones en forma de fraccién hay que tener en cuenta que la

division se realiza sélo cuando se resuelven los cdlculos que hay en el dividendo y en el divisor:

13+5+2

— =(13+5+2):(5-4)=20:20=1

Esto es especialmente importante cuando se usa la calculadora, pues la operacidn se escribe en una

Unica linea con los correspondientes paréntesis.

N\ PRACTICA

4.~ Escribe aplicando la definicién y calcula:

a) 42 = g) (-12)" = m) (-2)° =
b) (-6)'= h) 10° = n) (+4)3 =
c) (+7)? = i) (+6)2 = o) (-10)3 =
d) (-1)° = i (-1)* = p) (-8)" =
e) (+2)° = k) (-4)* = q) (-3)* =
f) (-3)% = ) (+6)* = r) (+1)*° =

42 = Calcula:

b) (-5)? c) (-2)* =
e) -10° = f) (-10)° =

a) -5?2
d) -2¢4

43. - Expresa los siguientes nimeros como potencias de mas de una manera si es posible:

a) 81 b) 16 c)-125 d) 1

4. - Expresa como una Unica potencia y calcula con la calculadora si es necesario:

a) (-2)°- (-2)’ e) 3% (-3)% = j) 10°: (-10)° =

f)s*(-2)° = k) (-1)2* @ (1)° =

) i 4]
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c) (-5)*%:(-5)° = h) -7°. 7% = 1) ((-4)%)? =

d) ((-10)%)* = i) (-3)*:(37) = m) (-3)2° - (+3)*°

45 = Calcula todos los valores de las siguientes raices, si es posible:

a) V1= g) V10000 = m)V—64 =

b) V16 = h) V-1 = n) V64 =

c) V49 = i) V81 = o) V-125 =
d) V-81= i) v/900 = p) V169 =

e) V27 = k) VO = q) V1000000 =
f) 225= ) V36 = r) V144 =

4.6,- Realiza los calculos siguientes, teniendo cuidado de aplicar la prioridad explicada. Puedes

ayudarte subrayando con un color aquellas operaciones que haya que hacer primero.

a)15-12:3= b) 6-12:(-3) =
€) 12-12:3+4-(-3) = d)3-(15-12)-32:(-2) =
e) 5+2-(5-12)+(-3)-5= f)(10-12):(3-4)—6-(-3)-50 =

g)-2-(5-8)+14:2-25=

41~ Completa los recuadros para que los calculos sean correctos:

a2-[|+1=15 o[ ]-6-(3=10 og2+2-[]=-10 a3 ([]-12)=-15

4.8.— Intenta obtener todos los numeros, del 1 al 10, usando cuatro 4, las operaciones elementales

y paréntesis. Escribe todas las soluciones que encuentres. Por ejemplo:

1=4-4+4:4 1=(4+4):(4+4)
4.9.- Escribe con una operacion combinada y calcula:

a) Eldinero que tengo después de 3 meses ahorrando 4€ y 5 meses con una deuda de 3€

b) Los pisos que dice mi mévil que he subido si he ido desde un valle a 18 metros bajo el nivel
del mar a un pico que estd a 324, si para el movil un piso son 3 metros.

c) Latemperatura que hay alas 10 de la mafana si a las 6 de la madrugada habia 5 grados
bajo cero y ha subido un par de grados cada hora.

d) Elimperio romano duré desde el afio 27 a.C. hasta el 305 d.C. Si cada cuatro afos los
romanos construian 1444 km de calzada, écuantos metros se habrian construido en total a

lo largo del imperio?
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TRABAJA EN GRUPO

SOMOS ENTEROS

e Se coloca en el suelo una cuerda y en ella se pega, en puntos equidistantes, hojas que

representan los numeros entre el -10y el 10.
e Seeligen 9 estudiantes y a cada uno se le coloca en un punto de la recta entre el -4 y el 4.
e Elresto de la clase observara.
e El docente ird dando érdenes a los estudiantes que estos cumpliran moviéndose sobre la
recta, mientras que los estudiantes que observan apuntardn en cada caso lo que ocurre en

la siguiente tabla.

Restar 3

Sumar 3

Sumar 1

Restar 2

Multiplicar por 2

Multiplicar por -1

Dividir por —2

Multiplicar por —2

CONCLUSIONES DE LA ACTIVIDAD

Una vez que se haya cumplimentado la tabla los estudiantes que observan se colocaran en la
recta para realizar el ejercicio y los que lo han hecho anteriormente cumplimentaran la tabla.
Después por parejas obtendran conclusiones a partir de lo que ha observado cada uno. Las

distintas parejas deben explicar alguna de las conclusiones.

NUMEROS ENTEROS
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DE UN VISTAZO

@ DIBUJA LAS IDEAS PRINCIPALES DEL TEMA:

Uso de los numeros enteros en la vida real.

Formas de representar los nimeros enteros: Recta, discos, nimeros.
Valor absoluto y signo de un entero.

Orden en los numeros enteros.

Suma de enteros.

Opuesto de un numero entero.

Resta de enteros.
Uso del simbolo “-“ en la resta y como signo.
Multiplicacion de enteros.

Division de enteros.

Potencia de un numero entero.

Propiedades de las operaciones con potencias.
Raices cuadradas y raices cubicas.

Jerarquia de las operaciones.

CULUURROORR]
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Llegados al final del tema reflexiona sobre lo que has aprendido. Marca en la siguiente tabla lo que

corresponde a cada frase, haz la autoevaluac -« adenuevolatabla == w ;
- e )

= = - ==

Me cuesta Estoy Lo hago Soy un

hacerlo aprendiendo bien experto

Representar los numeros enteros sobre la
recta numérica o con discos

Ordenar los numeros enteros

Escribir el opuesto de un nimero entero
Distinguir en un entero valor absoluto y
signo

Sumar nimeros enteros

Restar nimeros enteros

Multiplicar numeros enteros

Dividir nUmeros enteros

Calcular potencias de un nimero entero
Calcular raices cuadradas de un numero
utilizando la definicion

Calcular raices cubicas de un nimero
utilizando la definicion

Utilizar la relacién inversa entre las
operaciones con nimeros enteros
(suma/resta, multiplicacién/division,
potencias /raices) para hacer calculos.
Utilizar correctamente la jerarquia de las
operaciones.

Escribir adecuadamente expresiones,
haciendo uso de los paréntesis, para marcar
el orden en que ha de realizarse una serie
de operaciones combinadas.

Reconocer problemas cotidianos que
pueden ser resueltos utilizando los nimeros
enteros.

Identificar en un problema los datos
necesarios para resolver el problema.
Representar datos con niUmeros enteros.
Distinguir qué operaciones se necesitan en
un problema.

Utilizar representaciones graficas de los
datos de los problemas que ayuden a
encontrar la relacion entre ellos.

Explicar de forma ordenada y clara los pasos
gue sigo para resolver una actividad o
problema matematico.

Comprobar e interpretar la solucién de los
problemas.

Inventar problemas en los que se usen los
ndmeros enteros.

Expresar las dificultades que tengo a la hora
de resolver un problema matematico con
numeros enteros, en caso de tenerlas.



AUTOEVALUACGION

AUTOEVALUACION

AL, inventa un problema a partir de la siguiente fotografia en la que

intervengan numeros enteros tanto positivos como negativos.

Resuelve el problema e interpreta la solucion.

AZ Calcula:

a) 25-32:(-4) +(-13)

b) (-10) = (-7) + (-12) : 4

Q) (5-70-4+((-18)+(-2)): (-2)* d)(-2)*=(-2)*+(-2*-2°

e) (-18— (18 + (-9))?) : (-3)

A3, La temperatura en Villalar de los Comuneros, el 25 de diciembre a las 6 de la mafiana es de

-4°C. Durante el dia la temperatura sube hasta los 8° C a las seis de la tarde.

A) ¢Cudnto ha subido la temperatura en

ese periodo de tiempo?

B)

subido la temperatura cada hora.

Haz una estimacion de cuanto ha

C) Calcula la temperatura el ese mismo

dia a las 11 de la noche si ha descendido
10°C respecto a la temperatura a las 6 de
la tarde. E indica cuanto ha descendido la
temperatura cada hora.

A, Representa en la recta numérica y ordena de menor a mayor:

- Valentina Tereshkova se convierte en la
primera mujer en el espacio: 1963 después

de Cristo.

- Nace Mileva Maric que colaboré con
Einstein en el desarrollo de la Teoria de la
Relatividad. 1875 después de Cristo.

- Nace Teano, primera mujer matematica
conocida en el mundo occidental: 546 antes
de Cristo.

- Nace Hildegard de Bingen, Cientifica,
humanista y Tedloga. 1098 después de
Cristo.

- Nace Merit Ptah, en Egipto. Primera mujer cientifica conocida, 2700 antes de Cristo.

AY. Relaciona cada nimero entero con la frase o frases que le correspondan:

7

-13

N\

16

13

7

Es el niumero de mayor valor absoluto.

Es el menor de los nimeros.

Es opuesto de otro de los nimeros

Es el mayor de los nimeros.

Es el resultado de sumar dos de los nimeros

Su opuesto es mayor que el mayor de los niUmeros.




AUTOEVALUACION

SOLUCION A1:

En este problema hay que proponer una situacién relacionada con la altura. El nifio salta
desde una altura concreta, por ejemplo 1 metro, y llega a una profundidad por ejemplo de
2 metros. Se puede preguntar por la longitud recorrida, que seria la diferencia entre 1y -2,

1-(-2)=1+2=3.

SOLUCION A2:

a)25-32:(-4) +(-13) b) (-10) - (-7) +(-12) : 4 c)(5-7)3 4+((-18) +(-2)) : (-2)?

=25 (-8) + (-13) = (-10) = (-7) +(-12) : 4 = (=2)3 4+ (-20) : (202
=25+8-13 = (-10) = (-7) + (-3) = (=8)-4+(-20):4
=33-13 =10+7-3 =-32+(5)
=20 =-10+4 =-37
=6
d) (22— (-2)>+(-2)*°- 2> e)(-18-(18+(-9))*) : (-3)
=4-4+(-2)-8 =(-18-(9)%) : (-3)
=0+(-10) =(-18 - 81): (-3)
=-10 =(-99):(-3)=33
SOLUCION A3: A) 8—(-4)=8+4=12. Ha subido 12°C.

B) Son 12°C en total en 12 horas (de las 6 de la mafiana a las 6 de la tarde),
asi que dividiendo se obtiene un grado por hora.
() 8-10=-2.Alas 11 de la noche hay -2°C.

Como el descenso de 10°C se produce en 5 horas (de las 6 a las 11) entonces
(-10) : 5 =-2, lo que significa que desciende 2°C cada hora.

SOLUCION A4 2700 546 0 1098 1875
1963

( A

-13 Es el numero de mayor valor absoluto. ]
| J

SOLUCION A ) .
-20 Es el menor de los numeros.
J
( )
0 Es opuesto de otro de los nimeros ]
- J
N

-25 Es el mayor de los numeros. ]
| J
( )

16 Es el resultado de sumar dos de los nimeros ]
. J
( )

13 Su opuesto es mayor que el mayor de los nimeros. }
- J
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PROBLEMAS QUE VAMOS A RESOLVER

1.~ Quedan 5,6 segundos para el final del partido. El equipo visitante

pierde de 1 punto, 75-74. Hay que hacer falta o la derrota es segura.

|
-, R

El entrenador pide tiempo muerto. ' l ' '

—Si no hacemos falta, el equipo rival dejara pasar los 5 segundos que quedan y perderemos
el partido. Si hacemos falta, aunque metan los tiros libres tendremos opciones de empatar
o ganar. (Pero a qué jugador hacemos la falta? ¢Cudl es la mejor opcién? —dice el
entrenador
Los ayudantes traen las estadisticas de los jugadores del equipo rival. El jugador nimero 1 ha
anotado 7 tiros libres de los 12 que ha intentado, el jugador 2 ha encestado 6 de 10 y el jugador 3
ha encestado 4 de 7 intentos.
—El que mas ha fallado es el numero 1—dice el entrenador—. Ha fallado cinco tiros,
hagamosle la falta a él.
—También es el que mas tiros ha anotado—argumenta el segundo entrenador—. Ha metido
7. Hay que hacer falta al jugador 3, que es el que menos tiros lleva encestados. Solo ha
metido 4.
—Pues yo creo que hay que hacer la falta al jugador 2— dice el capitan del equipo.

¢Cudl es la mejor opcién?

FRACCIONES Y DECIMALES 105
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2. REPARTIENDO CANTIDADES

1. PARTIENDO LA UNIDAD

2
8 RLTOS

N\
A) Juany Belén han comprado una pizza, que cortan en cinco partes iguales para »
comerse una Juan y tres Belén. Dibuja lo que se come cada uno.

Su padre llega con otra pizza cortada en 10 trozos iguales y les dice que tomen Ia

misma parte de pizza que han comido antes ¢ cuantos trozos tiene que coger cada uno?

¢Qué relacion hay entre lo que ha comido Belén y Juan?

¢Qué relacion hay entre lo que se ha comido Belén y la pizza entera?

B) Tenemos la siguiente figura irregular y nos gustaria dibujar

2/3 de ella ¢Como podrias hacerlo? ¢Hay una forma Unica?

C) Dos hermanos se tienen que repartir un cucurucho de palomitas.

El mayor de ellos propone el reparto indicado en la siguiente figura, \ ){
explicando que él se comerd la parte sombreada, los 3/5 de las
palomitas “ya que es el mayor” ¢ Estds de acuerdo con esta afirmacién?
¢Cudl crees que seria el reparto mas justo? Dibdjalo. A partir de aqui,

enuncia qué debe de cumplirse al representar fracciones.

QAPR[ND[ Y APLICA
Q=

= En muchas situaciones cotidianas surge la necesidad de dividir una unidad (como la pizza del
reto) en partes iguales. Con los conjuntos numéricos vistos hasta ahora no podemos representar
esa informacidn. Algunas situaciones serian: el tiempo en un partido de baloncesto se divide en 4
tiempos iguales, los cuartos; para repartir una tarta hay que dividirla, si por ejemplo se dividen en 6
partes iguales cada trozo es un sexto de la tarta; al comparar lo que se ha comido Belén con lo que
se ha comido Juan vemos que Juan se ha comido la tercera parte de lo que se ha comido Belén; al
medir una mesa necesitamos dividir el metro en partes iguales porque no siempre tenemos una
cantidad entera de metros, asi que dividimos en 100 partes iguales, los centimetros, y podemos
decir que una mesa por ejemplo mide 132 centimetros. Todas estas situaciones se representan

numéricamente con unas expresiones que llamamos “fracciones”.
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1. PARTIENDO LA UNIDAD

Cen

= Una_f7acc/idnes una expresion de la forma a/b donde ay b son nimeros enteros, con b distinto

de cero. El nUmero a se llama numeradory el nimero b se llama denominador. Por ejemplo, en el

reto Belén se ha comido 3 trozos de los 5 en que se ha dividido la pizza, por lo que se dice que Belén
H “°. H n . . .

se ha comido los “tres quintos” de la pizza y se escribe 3/5. En este tipo NUMERADOR

de situaciones el denominador expresa el nUmero de partes iguales en

L —

gue se ha dividido la unidad y el numerador expresa el nimero de partes

gue tomamos. Si al medir una mesa obtenemos 132 centimetros, 5 S
tenemos 132/100, que son 132 partes de esas 100 en las que se divide el metro.

(;a Fijate que el numerador puede ser menor que el denominador, en cuyo caso se llama_f#accion
prop/ay representa algo mds pequefio que la unidad, por ejemplo, tres octavos de una tarta no
llegan a una tarta entera, suponen dividir la tarta en ocho partes y tomar tres de ellas. Pero también
podria ser el numerador mayor que el denominador, y se llamaria_f#accion /impropra, lo que supone
gue es mayor que la unidad. Por ejemplo, diez sextos de una pizza, que es mds de una pizza, de
hecho, es una pizza y cuatro sextos de otra. Estas fracciones se pueden escribir también como suma
de un entero (las unidades enteras) y una fraccion propia (menor que la unidad). A esta expresion
se le llama #dmero mixto. La forma de escribirlo seria:

3

T Sepuede interpretar /a fraccion como parte de un todo. Por ejemplo,
si tenemos 5 globos y 2 son rojos, la fraccién de globos rojos es de dos

quintos, 2/5. En este caso el denominador indica el niimero que representa

el total y el numerador el que representa la parte.

= Otra /dea de fraccion
puede ser /a de reparfo. Si se quiere repartir una
unidad entre varias partes, las fracciones indican
perfectamente la cantidad que le corresponde a cada
uno. Por ejemplo, si se tienen tres tabletas de

chocolate a repartir entre cinco personas, a cada

persona le corresponderan tres quintos de tableta.

m FRACCIONES Y DECIMALES




1. PARTIENDO LA UNIDAD

E Cuando se quiere representar una fraccion graficamente, aspecto muy util para resolver
problemas visualizando los datos, se pueden utilizar varias formas: se puede representar con figuras
geométricas (un circulo, un cuadrado, etc.) o mediante partes de un conjunto. Para representarlas
mediante figuras geométricas, se debe dividir dicha figura en tantas partes iguales como indica el
denominador. La fraccién vendra representada al marcar las partes que indica el numerador. Las

dos fracciones siguientes indican la parte sombreada de las figuras geométricas.

216 4/10

Fijate en que al representar fracciones impropias serd necesario dibujar mas de una figura

geométrica. La fraccion correspondiente a la parte roja seria:

@ Para representar fracciones por medio de conjuntos debemos dibujar el conjunto con sus
elementos. La cantidad de elementos del conjunto corresponde al denominador y la cantidad

apartada o destacada corresponde al numerador. '

7/10 de los corazones estdn coloreados '

Representacion de fracciones en /la recta numeérica. Al

igual que los nimeros enteros, las fracciones también representan cantidades, puntos en la recta
numeérica. Si la fraccién es propia, siempre estara representada entre 0 y 1. Se divide la unidad en

tantas partes como indique el denominador y se sefialan las partes que indica el numerador.

Si la fraccién es impropia, se transforma en un nimero mixto. La parte entera me indicara a partir
de qué unidad se ha de representar la fraccion. Por ejemplo, 10/4= 2+2/4= 10 2/4. Desde el 2, se

divide la unidad en 4 y se sefialara el segundo cuarto. Ahi estard 10/4.
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1. PARTIENDO LA UNIDAD

N\ PRACTICA

41.= En una clase de 30 alumnos, 16 cursan tecnologia y el resto musica. ¢ Qué fraccidn representa

a los alumnos que cursan cada una de las materias?

1.2.= si de una garrafa 5 litros de agua le quitamos 3 litros, écudl es la fraccidon que

representa la cantidad de agua que queda en la garrafa?

1.3.— Completa el siguiente cuadro:

3/5 46/25 3+2/7 27/14 7/10

Numerador

Denominador

Propia/Impropia/
Numero mixto

Se lee ...

14.- éQué fracciones asociarias a las siguientes graficas? Escribe dos fracciones para cada grafica y

VAN

15.- éDonde estd 3/4? En las siguientes imagenes explica por qué aparece representada la fraccion

3/4.

explica qué es lo que representan.

10 2%
| | -
./8 4 ~
/.' ’ .*\ / ' ‘/ '
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1. PARTIENDO LA UNIDAD

1.6.- Prueba, utilizando la recta numérica, las siguientes desigualdades:

1<3/,<2

A
v

A
v

3<17/. <4

'”.— La figura que ves a la derecha representa los 3/5 de una unidad ¢ Puedes

dibujar la unidad completa?

1.8.‘ Escribe las siguientes representaciones como nimero mixto y como

fracciéon impropia

. BB
. @B
o /\/\C

N
o (2 (N
NI AN

" 000 0
. (DD

DR OOR®
DB OORE®
PR OORY
D DB "

=0
S—

-
\
\d

—
S—

-~
~

C
C
(]

19.- & rectdngulo grande de la figura esta dividido en una serie de cuadrilateros y tridngulos mas

pequeios.

¢Qué fraccion corresponde a cada una de las 10 figuras numeradas?

FRACCIONES Y DECIMALES M



1. PARTIENDO LA UNIDAD

140.- jCUAL ES LL PATRON?

Para cada uno de los cinco cuadrados, escribe el area del cuadrado azul claro como una fraccion.

| 3=

¢Puedes averiguar cdmo se verian los siguientes dos diagramas? ¢Qué fraccion de estos cuadrados

serd azul claro?

HERRAMIENTAS MATEMATICAS

2. REPARTIENDO CANTIDADLS

o
B8 RCTOS

A) Resuelve graficamente: En la fruteria hay 20 sandias, si se venden tres cuartos 6
==

del total ¢ Cuantas sandias se habrdn vendido?

B) Resuelve graficamente: En la fruteria se han vendido 12 manzanas, que se

corresponden con las 3/4 partes del total de manzanas que habia al principio.

éCudntas manzanas habia en total?

QAPR[ND[ Y APLICA
O

= Fraccion de una cantidad. En el apartado A del reto inicial vemos que, en ocasiones,
conocemos la cantidad que representa un total y queremos calcular a cuanto equivale una
determinada fraccién: conocemos el nimero total de sandias y queremos calcular cuantas equivalen
a %. Entendiendo bien esta idea, se puede hacer el paso contrario, conocida la cantidad de una
fraccion, se puede calcular el total como en el reto B: sabemos que 12 manzanas son % y queremos

conocer el total.

1 FRACCIONES Y DECIMALES



2. REPARTIENDO CANTIDADES

@ Cdlculo del parte conocido ef fotfal. Imaginad que somos
125 alumnos en nuestro instituto, y que 2/5 partes de ellos juegan

a baloncesto. Para calcular cuantos de nuestros alumnos juegan a

baloncesto hacemos 5 grupos iguales.

25 25 25 25 25
Total: 125

* Cada grupo (en este caso, cada quinto) tiene 25 alumnos.
* Los alumnos que juegan a baloncesto se concentran en dos de los grupos.

* En total son 50 alumnos los que juegan a baloncesto.

2
< de 125 =50

El calculo que hemos hecho es el siguiente:
q g Se divide la cantidad entre

j’ 5, el denominador de la
fraccion, para ver qué

B 2 de(125 = 50 125:5 =(25

cantidad corresponden a

\ cada parte.

A A

Se multiplica el resultado por 2, el
numerador de la fraccion, porque es el
que indica el nimero de partes que se
consideran.

Cdlculo del total conocida una parte. Pedro ha recorrido en bici 6 km que son los 3/5
de su camino al colegio ¢ Cuantos kildmetros hay de su casa al colegio? En este caso, lo que nos

dicen es que, si se divide el camino en 5 partes, 3 de esas partes equivalen a 6 km.

2 2 2

Parte sombreada: 6 km
* Si esas tres partes equivalen a 6 km, quiere decir que cada parte (1/5 del total)
equivaldra a 2 km (6:3=2 km).

* Como el total son 5 partes, el total de la distancia de su casa al colegio sera 10 km.

FRACCIONES Y DECIMALES 13



2. REPARTIENDO CANTIDADES

El cdlculo que hemos hecho es

édex

.

Se divide la cantidad entre
3, el numerador de Ila

fraccion, para ver qué

cantidad corresponden a
una parte (un quinto).

r_,u

Se multiplica el resultado por 5, el
denominador de la fraccién, porque es el
que indica el numero de partes totales.

Cen

= Calcular la fraccion de una cantidad equivale a dividir esa cantidad en partes iguales, las
que indica el denominador, y la cantidad que representa cada parte multiplicarla por el nimero

de partes escogidas, que es lo que indica el numerador.

N\ PRACTICA

2.’1," En una bolsa de 42 bolas, 1/3 son blancas, 2/7 son naranjas y el resto verdes.

¢Cudl es el color que mas aparece? Calcula cuantas hay de cada color.

2.2.- Tengo 294 euros ahorrados, y quiero donar 5/6 de esta cantidad a la ONG

de mi barrio. ¢ Cuanto dinero me quedara?

2.3.- Calcula:
a)%de28= b) — de 90 = )2 de36=
d)2de12= e)2de 49 = )2 de 80=
6 7 8
2.4.— Calcula:
3 2 4
a)gde e =9 b)gde =24 c);de ..... =40
5 2 9
d)=de...=30 e)ide...=10 f)— de ..... = 90
11 5 10

2.5.- En una clase hay 12 chicas y 6 chicos. ¢ Qué fraccion del total le corresponde a cada uno?

. Divide un circulo en dos sectores que representen las fracciones anteriores
N\ calculando el dngulo correspondiente. Recuerda que el circulo completo tiene

360°.

M FRACCIONES Y DECIMALES



4. COMPARAMOS FRACCIONES

3. FRACCIONES EQUIVALENTES

=
8 RITOS

A) Un grupo de 48 alumnos de un instituto de Palencia viaja de intercambio a Londres en un

avién de pasajeros de 240 plazas. El avidn tiene 40 filas de asientos y en cada fila hay 6 asientos.
Uno de los alumnos, el tipico listillo que se ha leido por encima el tema de fracciones y quiere

impresionar a una compafiera con sus conocimientos, le dice:

—Los de Palencia ocupamos 8 filas de las 40 del avién, luego somos los 4% del total de

pasajeros.

Pero la alumna en cuestion también sabe de fracciones e incluso, en

ocasiones sefialadas, hace los deberes de matematicas. Después de

meditar largo rato, le responde:

—Te equivocas, los de Palencia somos 48 seres humanos y hay 240 plazas de avion, luego

48 .
somos los 220 del total de pasajeros.

¢Quién tiene razon?

@APR[ND[ Y APLICA
O-

Dos fracciones son egu/valentes si representan la misma cantidad.

m =
N
EN [

¢Cémo podemos obtener fracciones equivalentes? Se puede distinguir dos formas:

Ampljficacion: Multiplicamos numerador y denominador por un mismo numero distinto de 0y

obtenemos fracciones equivalentes.

6 10 200 1000
9 15 300 1500

2 4
3 6

FRACCIONES Y DECIMALES 15



3. FRACCIONES EQUIVALENTES

Equivale a dividir las partes en partes mas
pequefias. Como vemos hay infinitas
fracciones amplificadas equivalentes a una v
dada, tantas como numeros por los que es

1
/2 3
posible multiplicar el numerador vy el \\\
3
/6

denominador.

Simpljficacion.: Si numerador y denominador son multiplos de un mismo numero, se puede

dividir entre ese nimero y obtenemos una fraccién equivalente.

<  Cuando una fraccion no se puede simplificar mas, se llama z#reducib/e. Por ejemplo, 2/3
es irreducible pues no se puede dividir el numerador y el denominador entre ningiin nimero
salvo la unidad. Si dividimos numerador y denominador entre el maximo comun divisor de

ambos, se obtendra directamente la fraccidn irreducible.

16 FRACCIONES Y DECIMALES



3. FRACCIONES EQUIVALENTES

N\ PRACTICA

3.1.- utilizando el muro de fracciones, encuentra fracciones equivalentes a las siguientes:

1 2 3
a) -_=— = — = —
3 12
b)3— =
4_ =
)1
c) — =—=—=—=—=—
2

1
8
L
g
X
10

3.2.- Encuentra en la recta numérica fracciones

equivalentes. Luego, completa el texto:

o 1 2 3 5 8 7 1
8 B8 8 g g g
- (YWY‘Y—YW\I 1 1 1 -
- | T I =
0 1 2 3 4 5 6 7 a8 9 10 1 1

a) Las fracciones equivalentes a % representadas en las rectas anteriores son .......
b) Las fracciones equivalentes a ....... son4/8y ...
c) Las fracciones %, ....... (VA son equivalentes
3.3.= Busca la fraccién irreducible correspondiente a las siguientes fracciones. Indica entre qué
ndmero divides
15

28 120
35

21 72
3.4.- Escribe dos fracciones que sean equivalentes y halla la fraccién irreducible de cada una de

ellas. ¢Qué podemos decir de las fracciones irreducibles de dos fracciones equivalentes?

3.5.- ¢Cudl es la fraccidn equivalente a 2/3 que tiene por denominador 21?

FRACCIONES Y DECIMALES Nl



HERRAMIENTAS MATEMATICAS

4. COMPARAMOS FRACCIONES

S

ml RETOS

A ) En un concurso de preguntas y respuestas, uno de los concursantes ha acertado ﬂ
[ 4

19 de las 30 respuestas, mientras que el segundo ha acertado 15 de las 25 respuestas. -.

¢Cuadl ha conseguido un mejor resultado? ¢ Quién merece el premio?

B) Utiliza las piezas del muro de fracciones para ordenar de menor

a mayor las siguientes fracciones:

5/7;2/7; 1/8; 2/5; 2/8
¢En qué casos es mas facil comparar fracciones? Explica como las has

comparado.

QAPR[ND[ Y APLICA

= Podemos decir que una jfraccion positiva es mayor que otfra si la cantidad que

representa es mayor.

EEn el reto B habras observado que es mas facil ordenar fracciones con el mismo
denominadorque con distinto denominador. Estd claro que, si tu comes 2/6 de una pizzay tu
hermana 5/6 de esa pizza, tu hermana estd comiendo mas que tu. Asi, la fraccion serd mayor

cuanto mayor sea el numerador (ya que las partes son iguales).

E Para comparar fracciones con mismo numerador serd menor la fraccion con mayor

denominador, ya que las partes son mas pequefias cuando la
unidad se ha dividido en mas partes. *‘B‘
1 1

_>_
3 6

FRACCIONES Y DECIMALES 1o



4. COMPARAMOS FRACCIONES

3
- .
En el caso de tener numerador y denominador 13 39
. . . 20 . 60
distintos, siempre se pueden encontrar fracciones _3) AN
. . . m.c.m (20, 15)=60
equivalentes con el mismo denominador. Al 4
8 32 A/
procedimiento de conseguir estas fracciones se le = =
‘ B ) ' 15 7, 60
denomina reduccion a comin denominador. Para ello, -

se calcula un multiplo comin a ambos denominadores,
normalmente el minimo comun multiplo de los denominadores, para que sea lo mds pequefo
posible. Ese nimero es el denominador buscado y sélo falta multiplicar numerador y denominador

de las fracciones por el nimero adecuado.

0 1

Orden en /a recta. Otra forma de comparar

fracciones, sin necesidad de reduccién a comun 2
0 1
denominador, es representarlas en la recta. ! * ‘ ‘ ‘
Recuerda que sera mayor la fraccién que se , 1
encuentre mas a la derecha. Por ejemplo: : { E ;
3 7 1.2 D —t—t——t——t—t——+——+—— 1
1107275 7

N\ PRACTICA

4.1.- Ordena las siguientes fracciones reduciendo a comin denominador:

53 7

1 _ - -
c)1
a)/z’s )682
2 3 7 1 31 2
b)Z,2, = d)=,=,=,=
5’4’10 3’5’6’ 15
4.2.— Escribe:

a) Dos fracciones mayores que tres octavos, cuyo denominador sea igual a 8 y que sean menores
que la unidad.
b) Dos fracciones menores que siete tercios cuyo denominador sea 3 y que sean mayores que la

unidad.

FRACCIONES Y DECIMALES 19



4. COMPARAMOS FRACCIONES

4.3.— Compara las siguientes fracciones:

- O~ - O3 O =
4 4 7 7 10 10
- O = - O - OF-
6 3 2 8 18 3
4 O 22 5 O 33 80 O 4
5 25 6 42 100 5
15 O A4 4 O 12 36 O 18
21 7 16 2 81 7

4.4.- Encuentra el camino para llegar al nimero pi marcando comparaciones que sean correctas.

Empieza por la casilla sefalada de rojo.

3 1 11 9 5 9 23 1 3 6 2 4 29 10 1 33
777 | 12516 | 6710 | 31°8 | 475 | 7529 |3 21| 2”8
9 2 18 2 7 7 6 24 3 2 25 1 9 7 4 11
39 | 373 | B39 | 7B | 1673 | 753 | 376 | 13715
15 11 1 25 15 15 10 11 3 4 45 37 3 21 3 19
23712 | 2729 | 3022 | 11517 | 275 | 26 2 | 25°37 | 2629
4 6 10 28 29 1 8 3 37 1
523 | 37537 | 2972 | 575 ’ 273
29 6 2 1 7 3 7 25 11 9
23723 | 373 | 1072 | 0731 £ 2 12 16
4 1 5 9 23 18 2 4 % 29 10
322 | 6710 | 31525 | 7529 35721
20 8 7 7 32 32 20 22 ‘ 1 33
577 | 373 | 30w | 10710 v . SR 271

HERRAMIENTAS MATEMATICAS
H.—OPERAMOS CON FRACCIONES

5
8 RLTOS

RESUELVE LAS SIGUIENTES SITUACIONES GRAFICAMENTE,

A ) Tenemos una caja de bombones. Alvaro se ha comido 5/12 de los bombones y Miguel 2/12.
Posteriormente, Ana se come 1/6 de los bombones ¢ Qué fraccidn se han comido entre los tres?

¢Qué fraccion de bombones se ha comido més Alvaro que Miguel?
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9. OPLRAMOS CON FRACCIONLS

B) Una quinta parte de la basura doméstica que se genera en Espafia son desechos de papel
y carton. De estos, tres cuartas partes se reciclan.

¢Qué fraccion de la basura doméstica acaba como papel reciclado?

C) Queremos meter 5 litros de aceite en botellas de 1/2 | ¢ Cudntas botellas llenaremos? ¢Y si

gueremos meter los 5 litros en botellas de % | de aceite?

@APR[ND[ Y APLICA

E Suma y resta de fracciones con fgual denominador. Al resolver el reto A, habras visto
que se dan dos situaciones diferentes: sumar fracciones con mismo denominador y con distinto

denominador. Veamos dos ejemplos:

Tenemos una pizza redonda que hemos dividido en 4 porciones iguales. Mario come una

porcidn y su padre come dos porciones. écudnta pizza han comido?

. 1 ; 2
Mario come 2 de pizza - = Su padre come 2 de pizza

3
Entre los dos han comido 7

Hemos pintado siete partes de las quince que tiene un mural y se han secado tres,
écudntas quedan por secarse?:

Para sumar o restar fracciones con el mismo denominador se suman o
restan los numeradores y el denominador no cambia.

FRACCIONES Y DECIMALES M



5. OPERAMOS CON FRACCIONES

@ Paso de una fraccion impropia a un ndmero mixto. Para escribir una fraccién impropia
como un numero mixto, dividimos numerador entre denominador. El cociente entero sera el
nuimero de partes enteras del nimero mixto. El resto de la division serd el numerador de la
fraccion propia resultante.

Por ejemplo, si queremos escribir como nimero mixto la

fraccién 9/4, el proceso sera: i Cuantos 4/4 tengo? Si hago la ‘h ‘
divisidn entera veré que el cociente es 2 (dos 4/4, es decir, 2 ‘v

unidades) y me sobra 1/4.

@ Paso de nimero mixto a fraccion improp/a. Se dividird la fraccion en tantas partes como
indique el denominador de la fraccion impropia. El nimero de partes totales indicara el
numerador de la fraccidn impropia. Por ejemplo, écudntos cuartos de hora hay en tres horas y

tres cuartos?:

N\ PRACTICA

51, Escribe como fraccién impropia. Haz la representacion:
1 1 4 5
a)6+5— b)4+§— c)1+g— d)8+g_

5.2, Escribe como niimero mixto. Haz la representacion:

7 17 8 _ 19
a) o= b) — = ;= d)—=
53 Construye el siguiente dominé y une cada numero mixto con su fraccién impropia

correspondiente.

8 12 15 36 8 10 2 27 24 1
8 2 2 ab il 20 9.~ hil i 2
3 5 2 16 LT 16 *3 2 16 4ty
b eeed beecd Eeccd Becad Beacd Bacad Eaccd Eacad Eaaad E---d
8 1 2 1 10 1 13 4 4 9
1 — 13+ = 2+ - — 3+ = — 2 1+- =
EAET: 3 3 T3 3 *3 3 16 5 5
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5. OPERAMOS CON FRACCIONES

QAPR[ND[ Y APLICA

@ Suma y resta de fracciones con diferente denominador: i Qué pasa si queremos sumar
cantidades que estan formadas por partes distintas? Logicamente, en principio no podemos ya
que solo partes iguales pueden ser sumadas o restadas. Lo que se va a hacer serd buscar una
fraccion equivalente de cada uno QUE TENGAN EL MISMO DENOMINADOR. Veamos un ejemplo.

. (. . 1
Queremos juntar el agua que hay en dos depdsitos iguales. Uno tiene 3 de su volumen'y

1 , .
el otro 3 de su volumen. ¢ Qué parte del volumen total se obtiene?

Solo puedo resolver esta suma si encuentro una forma de representar ambas fracciones de
forma que las partes en las que divido la unidad son las mismas para ambas. A primera vista una
posible solucidn es dividir en 6 partes iguales la unidad, puesto que tanto los tercios como los
medios se pueden dividir para obtener sextos. Por tanto, utilizo el denominador comun 6.

1 2
3 6
1 3
2 6

. . 3.2 5
Si ahora juntamos todas las partes, tenemos < + Pl

Para sumar o restar fracciones con distinto denominador, se reducen a

comun denominador y se suman o restan las fracciones obtenidas.

N\ PRACTICA

. . . 1 . 2
5A4. 1sabel ha comprado una tarrina de mantequilla. Ha utilizado 3 para hacer un bizcocho y S

para hacer unas galletas. ¢ Qué fraccidn de tarrina de mantequilla le queda?

5.9, Alicia ha instalado un videojuego en su disco duro, ~ Aplicaciones

que le ocupa 1/4 del disco; 1/3 del mismo estd ocupado
por aplicaciones.
Si le dedica 1/8 del mismo a guardar los correos
Videojuego
electrénicos ¢qué fraccidn del disco duro le queda libre?

Correos
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5. OPERAMOS CON FRACCIONES

56 Resuelve las siguientes sumas:

1 1 1 1 3
Q) —+——== b——1+>= g=-2-241=
60 30 15 30 4 11 22 4
11 7 17
() ——=——=  d)6+>——=
6 8 18 7 14

@APR[ND[ Y APLICA

@ Multiplicacion de fracciones. Para explicar la multiplicacidn de fracciones, partimos de

varios ejemplos.

Ejemplo 1: Si tengo dos quintas partes de dos botellas y las
vuelco en otra botella igual équé parte de la botella he 2% -
llenado?

Veamos graficamente lo que pasa:

2 4
Por tanto, vemos que 2 + il

Vemos que hemos multiplicado el numerador por 2 y el denominador se deja igual, ya que la

unidad (en este caso la botella), sigue estando dividida en quintos.

Ejemplo 2: Rocio se ha comido 1/4 de un bizcocho. Después, su hermana Loreto se come

la mitad de lo que ha quedado. ¢ Qué fraccion del bizcocho se ha comido Loreto?

Dibujamos un rectangulo que representen la
unidad, en nuestro caso, el bizcocho. Vemos que

Rocio se ha comido 1/4. Por lo tanto, ha dejado 3/4

del bizcocho para Loreto (los pintamos).

A continuacidn, dividimos en dos partes iguales la parte coloreada

obteniendo 12 partes iguales de las que se han marcado 3. Esa parte

3 .
representa 12 de 5 quees lo que se ha comido Loreto.

. 3 .
Por tanto, vemos que %2 - 34 esigual que T Vemos que para hacer mitades de cuartos hemos

dividido los cuartos en 2 partes iguales. Como habia 4 cuartos, si se dividen en 2 cada cuarto,

tendré en total 8 partes iguales (octavos). Hemos multiplicado los denominadores.
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5. OPERAMOS CON FRACCIONES

Ejemplo 3: En casa de Rodrigo, cuatro quintas partes de los gastos mensuales se dedican
a comida. De ellas, dos terceras partes se gastan en las tiendas del barrio ¢ Qué parte de

los gastos mensuales se queda en las tiendas del barrio?
4

2 4 8
5 3 5 15

- .

Al igual que en el caso anterior, vemos que para hacer tercios de quintos hemos dividido los

quintos en tres partes iguales, por lo que se consiguen 15 partes (quinceavos). Hemos
multiplicado los denominadores. Ademas, por cada 4 pares marcadas se han marcado de nuevo

2, de lo que resulta 8 en total. Hemos multiplicado también los numeradores.

Independientemente del método seguido observamos:

3 13 1

T 3.4 12 4
23 23 6 1
34 3.4 12 2

Para multiplicar fracciones se multiplican los numeradores y se divide por el

producto de los denominadores.

@ Potencia de fracciones. A partir de la definicidn de potencia como producto de un mismo

factor ¢ podrias enunciar a qué es igual la potencia de una fraccién?

N\ PRACTICA

5.1, calcula el valor de las siguientes expresiones:

3 20 36 77
A oo d 7%
28 50 51 56
b) -5 &) 3%
c) =-32 f) 11-=
2 15 55

5.8.‘ Para el comedor del colegio han comprado 48 cajas de mandarinas.

FUNDACION
Pero antes de las vacaciones, ven que sobran 3/16 de las cajas BANCO DE

ALIMENTOS

compradas y deciden donarlas al Banco de Alimentos de la ciudad

¢Cudntas cajas donaron?
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5. OPERAMOS CON FRACCIONES

5.9.— Una furgoneta de reparto carga 40 cajas de leche. Cada caja contiene 12 briks de tres

cuartos de litro. ¢ Cuantos litros de leche van en la furgoneta?

5.’10.— En nuestro instituto 7/10 partes del terreno esta ocupado por pistas polideportivas.

Del terreno restante, 1/4 esta ocupado por el edificio propiamente y el resto es zona ajardinada.

¢Qué fraccion del terreno estd ajardinada?

511- Si se congela, el agua aumenta su volumen en 1/10.

Si metes en el congelador una botella de 2 litros de capacidad, con un litro y

medio de agua en su interior, écrees que explotara la botella?

Cn

= Se llama inversa de una fraccién, a aquella que multiplicada por la original da como

resultado la unidad. Se obtiene al intercambiar numerador y denominador. Por ejemplo:

w
63}
U=
63}

=— =— =1

5-3 15

ul|l W
w| vl

, . 3 5 .
Asi que las fracaonesg y 3 soninversas.

QAPR[ND[ Y APLICA

@ Division de fracciones. Al igual que en la multiplicacidon de fracciones, partiremos de

varios ejemplos.

Ejemplo 1: Si tenemos media pizza y queremos repartirla entre 8 personas écudnto le

corresponderd a cada uno?

Vamos a verlo graficamente: queremos repartir % entre 8 personas.
Se divide ese medio en 8 y obtenemos:

% :8=1/16

Ejemplo 2: Julia quiere cortar para sus alumnos tres cartulinas en sextos para dar uno a

cada alumno ¢ Cudntos alumnos tendrd en clase Julia?
. ., 1
Debemos realizar la operacion 3 : A

Si una cartulina la hemos dividido en 6 trozos

iguales, en total con 3 cartulinas habra 18 trozos.

126 FRACCIONES Y DECIMALES



5. OPERAMOS CON FRACCIONES

1
3: i 18
Vemos que es lo mismo dividir que multiplicar por la inversa de la fraccién:
1 6
3: i 3. 1= 18

Ejemplo 3: ¢ Cudntos botellines de % de litro necesito para tener 3 litros de leche?

Realizar esta division es lo mismo que responder cuantos grupos de% hay en 3 unidades,
gue son 12/4. Lo comenzamos resolviendo graficamente: Para realizar esta division,
podemos tomar 3 rectangulos en blanco, cada uno de ellos representa la unidad. A
continuacioén, dividimos cada uno en 4 cuarto, obteniendo 12 cuartos y hacemos grupos

de 3 cuartos:

3
En total contamos 4 grupos de % .Conlocual 3: i 4

- o 4
Se comprueba graficamente que coincide con 3 3= 4

Para dividir fracciones se multiplica la primera por la inversa de la segunda.

@ Operaciones combinadas. Cuando se resuelven operaciones combinadas con fracciones,

la jerarquia de operaciones es la misma que con enteros o naturales:

e 19 Paréntesis.
e 292 Multiplicaciones y divisiones (si hay varias seguidas se hacen de izquierda a derecha)

e 32Sumasy restas.

N\ PRACTICA

512, Realiza las siguientes divisiones:

a) 5£:§= c) %:%= e) 3: %:
3 5 2 _ 7.6 _
b) Z:;= d) ;:2 = f) P
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513— Resuelve los siguientes problemas:

a) Con un contenedor de 12 litros,
écudntas botellas de 2 litros se pueden llenar?
écudntas botellas de medio litro se pueden llenar?
écudntas botellas de un litro y medio se pueden llenar?
écudntas botellas de % de litro se pueden llenar?

b) ¢Qué fraccién es la mitad de la mitad?
¢Qué fraccion es una quinta parte de una tercera?

¢Qué fraccion es dos tercios de un cuarto?

54.- para realizar el proyecto de tecnologia, en el instituto se han comprado tablas de

. 4 . 1 L
longitud s m Si el profesor las ha cortado en trozos de 75 M ¢cuantos trozos saca de
cada tabla? -~

A
=

515.- En el aula taller nos hemos dado cuenta de gue, con cada golpe de martillo, p—

<

un clavo penetra 34 de cm écuantos golpes deberemos dar para que penetre 6 cm?

516.- Resuelve las siguientes operaciones expresando el resultado en forma irreducible.

a);+:-2= b)5—§-§=

2 5 7 3 7
93 3Fs2" d) (6+7):3=

11 8 1) _ 3_5). (4.1 =
e): 3 1+E)_ ) 2 4) (3+2)_
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HERRAMIENTAS MATEMATICAS

6. EXPRESIONES DECIMALES
K3 RETOS N

A) Martina ha ido a visitar a sus abuelos esta semana y se ha vuelto con m

una suculenta propina de 10 euros y un montdn de besos y achuchones.
Como tienen planeado para el fin de semana ir al cine con sus amigas, quiere calcular si tendra
suficiente para la entrada, palomitas y un refresco. La entrada cuesta 5,45 €, las palomitas 2,25€

y el refresco 1,75 €. i Tendra suficiente con los 10 €7 ¢éLe sobrara algo?

B) En un concurso de televisidn, tras finalizar la pregunta del presentador, los
concursantes han apretado a la vez el pulsador. Tras recurrir al cronédmetro digital

han detectado que el concursante del equipol tardé 231 diezmilésimas de segundo en apretarlo

y el concursante del equipo 2 tardd 0,0236 s équién lo apretd antes?

C) Los alumnos de 12 de Bachillerato, tradicionalmente hacen un

viaje a un pais del extranjero. Este afio han elegido ir a Reino Unido.

Como sabras, en Reino Unido la moneda que hay es la libra esterlina. La
equivalencia entre libra esterlina y euro es:
1 LIBRA ESTERLINA (GBP) =1,1996 EUROS.

Los alumnos quieren saber cudnto cuesta, en euros, algunos precios que vamos a manejar
diariamente:

1 viaje en bus: 1,50 LIBRAS.

1 barra de pan: 0,82 LIBRAS.

1 plato de fish and chips: 4,5 LIBRAS.
¢Qué es lo que observas? ¢Podrias dar el precio en euros, teniendo en cuenta que solo existe la

moneda hasta los céntimos de euro?

@APR[ND[ Y APLICA
Ca

aparecen cuando hay que dividir la unidad en partes mas pequefias. Aqui tenemos unos cuantos

Los decimales estan presentes en nuestra vida cotidiana. Al igual que las fracciones,

ejemplos:
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6. EXPRESIONES DECIMALES

Peso: Bascula de bafio o Crondmetros en las Precios o la factura de
pesos en supermercados competiciones cualquier compra.

23.7c

HEHE]

([SETEYY
A
Termdmetros: Volumenes
Carteles de carretera que Para medir la temperatura En el supermercado nos
indican distancias corporalodelazonaenla  encontramos con botellas de
gue estamos o el termostato diferentes volumenes

Un decimal tiene una cierta cantidad de unidades completas, que es la parte entera, y nUmero

de porciones de la unidad que hay que anadir, que es la parte decimal, separadas por una coma.

v' La parte entera es el nimero que estd a

la izquierda de la coma. @-

PARTE DECIMAL
v’ La parte decimal es el nimero que se PARTE ENTERA "

encuentra a la derecha de la coma. coma

La parte decimal representa una porcion menor que la unidad. Recordando el concepto de
fraccion, tomamos un cuadrado que represente la unidad, a continuacion, lo dividimos en 10

partes (cuadrado central) y seguidamente en 100 partes iguales (cuadrado derecho).

1 1 i 1 del idad
unidad Ede la unidad 100 e la unida

Cn

= Cuando dividimos el cuadrado en diez partes iguales una unidad, cada una de ellas

representa — de la unidad y se llama décimai; si lo dividimos en 100 partes iguales, cada una de
ellas representa 700 de la unidad y se llama centésima, si lo dividimos en 1000 partes iguales,

1 . -
cada una representaria 1000 de la unidad y se llama milésima.
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6. EXPRESIONES DECIMALES

DECIMA CENTESIMA MILESIMA
1 1
0,1—E—1d 0,0l—m—lc 0,001—m—1m
Por ejemplo:

v’ 0,7:Sialaunidad la dividimos en 10 partes iguales, tenemos décimos; tomamos 7 partes
.7 ..
de las 10, es decir T luego tenemos 7 décimas

v 0,44: Si la unidad la dividimos en 100

partes iguales, cada una de ellas es un décimo;

tomamos 44 de las 100, es decir f—:o . Luego

tenemos 44 centésimas o 4 décimas y 4

centésimas.

0.7 0.44
Siguiendo con esta idea, vemos que se puede escribir un nimero decimal utilizando fracciones:

9
39 =3+09 =3 +——

10 p
Un numero
1 5 . ,
715 =7 +0,1+0,05 =7 + — + — decimal estd conectado
10 100
con las

Otra forma de descomponer este nimero es: descomposiciones de

715_7+015_7+£ fracciones cuyo
e T 100 denominador es
6 5 potencia de 10

7
8,765 =8 +0,765 =8 +1—0+T.0+m

Para operar con decimales vamos a trabajar igual que con nimeros naturales, ya que los

algoritmos que conocemos se basan en el sistema de numeracion decimal.

PARA REFLEXIONAR:

¢Es cierto que al multiplicar decimales el resultado es mayor que los factores y que al dividir es

menor que el dividendo?

¢A qué equivale multiplicar por 0,1, 0,01, 0,001, ...? ¢Y dividir entre 0,1, 0,01, 0,001, ...?

‘@éaimo decidir si un decimal es mayor o menor que otro? Si sus partes enteras son
distintas, es mayor el que tiene mayor parte entera. Por ejemplo 15,75 > 12,85. Si tienen la
misma parte entera, buscamos la primera cifra decimal en la que los nimeros difieren. La que
sea mayor pertenecera al mayor nimero decimal. Por ejemplo: 9,25 y 9,30 tienen la misma

parte entera, pero si nos fijamos en la parte decimal, 3 es mayor que 2 es decir 9,30 > 9,25.
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G

Aproximar un nimero a cierto orden (unidad, decena, décima, etc) consiste en encontrar
un multiplo de ese orden que esté muy préximo al numero dado. Por ejemplo, aproximar un
numero a la decena es buscar un numero multiplo de 10 (su ultima cifra es un cero) que esté
proximo: por ejemplo, si queremos aproximar 82 a la decena, podremos considerar tanto el 80
como el 90 como las decenas mas préximas. Las aproximaciones mayores que el numero (al
alta) se llaman aproximaciones por exceso, mientras que las que son menores que el nimero (a
la baja) se llaman aproximaciones por defecto. En el caso anterior, 80 seria una aproximacion

por defecto y 90 una aproximacién por exceso.

Truncamiento: Truncar un numero decimal a un orden determinado es una

aproximacion por defecto donde se eliminan las cifras de los drdenes inferiores a él, poniendo

ceros si es necesario para conservar el valor de las cifras. Por ejemplo:

732 ~ 700 Truncamiento a la centena
1850 =~ 1000 Truncamiento a los millares
4399 =~ 43 Truncamiento a las unidades
15,342 =~ 15,3 Truncamiento a las décimas

@ Redondeo: Consiste en escoger la aproximacién de un orden determinado mds cercana
al nimero que se quiere aproximar. Se sigue el siguiente procedimiento: Se eliminan las cifras
de orden inferior al que se aproxima, pero antes se aumenta la cifra del orden deseado una
unidad si la primera cifra que debemos suprimir es mayor o igual que 5 (si no lo es se deja como

esta). Por ejemplo, si se redondea a las centésimas, nos fijamos primero en las milésimas:

250,787 e~ 250,79 La milésima es 7, se aumenta en 1 la centésima
103,0204 = 103,02 La milésima es 0, se deja igual la centésima
926,11403 ~ 926,11 La milésima es 4, se deja igual la centésima

813,295 = 813,30 La milésima es 5, se aumenta en 1 la centésima

Este método de aproximacion es el que se usa, por ejemplo, en las operaciones e

financieras, al repostar gasolina, etc.... Se usa por dos razones: Es la |35.5545 €

aproximacién mds cercana a un orden determinado. Al ser unas veces por [ '%=890¢
_ 45 B545 €

exceso y otras por defecto, al sumar cantidades se compensan los errores | # &294 €
55,48 C

cometidos.

N\ PRACTICA o

61.- Queremos cubrir una de las paredes de nuestra habitacion de 4 m de

largo y 3 m de alto, con un pdster de nuestro jugador de futbol favorito.

¢Qué superficie tenemos disponible? ¢Y si fuera de 4,2 m de largo y 2,45 m de alto?
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6.2.— Queremos envasar 8 litros de mi refresco favorito en botellas de 2 .

litros. ¢ Cudntas botellas necesitaremos? Explica los pasos que sigues.

- A b 4
Ahora quiero envasar 8,25 litros de mi refresco favorito en botellas de tres cuartos de litro, es
decir, 0,75 litros. ¢Cuantas botellas necesitaremos? Utiliza el mismo razonamiento que has

utilizado anteriormente.

6.3.- Completa los términos que faltan y explica cdmo lo haces:

5

+
®
N
oo.co

3
5 1 6
o ¢+ -~ 'O

9 o0 , 5 2 @ ® 2 .7 2 @

6.4,— El parque de atracciones de mi ciudad tiene las siguientes tarifas:

ADULTO NINO

PRECIO 8,25€ 4,80€

¢Cuanto tienen que pagar en total si van 3 adultos y 7 ninos?
Pedro paga con dos billetes de 50€. ¢ Cuanto le tienen que devolver?

Al final deciden repartir los gastos entre las 3 familias por igual. ¢ Cuanto pagara cada familia?

6.5.~ La clasificacién de los 100m lisos de mujeres en los juegos olimpicos de Tokio 21, fue la

gue vemos en la tabla, ¢quiénes fueron las medallistas?

NACIONALIDAD ATLETA TIEMPO
SuUl Ajla del Ponte 10.97
GBR Daryll Neita 11.12
JAM Elaine Thompson-Herah 10.61
Ccv Marie-Josee Ta Lou 10.91
Sul Mujinga Kambundji 10.99
1AM Shelly-Ann Fraser-Pryce 10.74
JAM Shericka Jackson 10.76
USA Teahna Daniels 11.02

6.6.= ¢Verdadero o falso?
a) 24 centésimas es mayor que 240 milésimas.
b) 310 décimas son 31 unidades.
c) Un bote de refresco de 33 cl. es lo mismo que otro bote de 330 ml.

d) Media décima equivale a 5 centésimas.
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6.].~ Redondea y trunca a las centésimas:

a)4,236 R T b)2,731 R T
c)5625 R T d) 4,377 R T
e) 6,5237 R T f)7,919 R T
6.6.-La poblacion de Castilla y Ledn fue 2 400 000 en 2020. o

Este valor esta redondeado a las decenas de mil. ¢Cual es el valor mayor y

menor que pudo tener la poblacién de Castillay Ledn en 20207?

6.9.— REGALO DE CUMPLEANOS:

A Luis le encantan los puzles. Sus amigos Ana, Diego, Fernando y Laura quieren comprarle uno
para su cumpleafios. Buscando por Internet han encontrado dos portales de ventas con el puzle

gue mas le gusta a Luis, de 2000 piezas:

MAZONIA £ . ESun
s = ‘_?Efr
s A 55€
0€ R j I"!.-
. ol C
Gastos de envio: 4 € ES : Gastos de envio: incluidos

Caja de regalo de edicidon Caja de regalo de edicion

limitada: 6 € més limitada: 3 € mas
Los menores de 18 afios NO pueden comprar por Internet, salvo que tengan la autorizacion

expresa de sus padres.

1. Si los amigos de Luis compran el puzle a través de Mazonia y no lo quieren con la caja
de regalo, écudnto tendria que pagar cada uno? ¢Y si lo compran con la caja de regalo?

2. Si, en vez de Mazonia eligen eSun, sin la caja de regalo, écuanto tiene que pagar cada
uno? ¢Y silo compran con la caja?

3. Argumenta: ¢Cual de los dos portales es mas econdmico? éiPor qué?

4. Manuel, otro amigo, también quiere participar en el regalo. En ese caso, écuanto
tendran que pagar cada uno silo compran por Mazonia con la caja de regalo? ¢Y si lo hacen por
eSun? ¢Cudl es mds barato?

5. Al final han pensado que lo comprardn con la caja especial en Mazonia, ya que Laura ha
recordado que tiene un vale de descuento de 8 € en ese portal si el producto cuesta mas de 30
€. En este caso, ipueden utilizar el vale de descuento? ¢ Cual seria el precio total? ¢ Cuanto dinero

tendria que poner cada uno de los amigos, incluyendo a Manuel?
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1. FRACCIONES VS DECIMALES

HERRAMIENTAS MATEMATICAS

. FRACCION VS DECIMALES
K3 RETOS

A) Observa las siguientes fracciones

2 16 5 81 5 440 15 586 2 17

373’10’36’9°100" 6 "110 " 7’50

8 55 5 13 3 5 13 151 52

114 °2°12°24°12°14°45 " 99 ’25

Si dividimos numerador entre denominador obtendremos expresiones decimales.

Toma una calculadora y vete apuntando en tu cuaderno las expresiones decimales

que obtengas. ¢ Observas alguna pauta que se repita? ¢Hay alguna diferencia entre

las expresiones decimales que se obtienen? ¢Podrias establecer algun tipo de clasificacidn a

partir de dichas expresiones decimales?

Inventa una fraccion y divide numerador entre denominador para hallar su expresidén decimal,

ése parece a las anteriores?

Haz lo mismo ahora con las siguientes fracciones:

12 123 1234 12345 123456 1234567 123456789101112
10°100 1000 “10000’ 100000 1000000 *100000000000000

12 123 1234 12345 123456 1234567 123456789101112
97997999 " 9999 " 99999 ' 999999 ’ 99999999999999

12 123 1234 12345 123456 1234567 123456789101112
90 900 9900 99000 999000 9990000 '999999900000000

Escribe lo que observas.

@APR[ND[ Y APLICA
Cen

= Toda fraccion tiene asociada una expresion decimal que representa la misma cantidad.

Piensa, por ejemplo, que % es la mitad de una unidad pero que también lo es 0,5.

1/2
3/hb

0,5
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1. FRACCIONES VS DECIMALES

En el

reto has observado que al dividir el numerador entre el denominador de una fraccion

obtenemos un nimero decimal. Se pueden dar los siguientes casos:

Entero, si el numerador es multiplo del denominador la divisién tiene resto 0 y el
resultado es un numero entero. Por ejemplo:

18

6

Decimal exacto, si al hacer la divisidn en algiin momento el resto es igual a 0, el nimero

3

de cifras decimales es finito. Por ejemplo:

9—225
4_ )’

Decimal periodico, si al hacer la division en algin momento se repite un resto (recuerda
que el resto es menor que el divisor y que, por tanto, si no es 0 en algin momento se
tiene que repetir) en la parte decimal hay un grupo de cifras que se repite
indefinidamente. Este grupo se llama periodo y seindica con un arco encima.
Pueden ser:

- Periédico puro, si toda su parte » parte entera

L2333 T3 ‘
. oy 3 *___3 periodo
decimal es periddica.

- Periodico mixto, si hay cifras

13 =% parte entera
decimales que no se repiten —=21666...=2,16

6 » periodo
delante del periodo, Ilamadas » anteperiodo

anteperiodo.

PARA REFLEXIONAR: ¢ Existiran nimeros decimales que no sean enteros, exactos o periddicos?

?

anteri

Algunos decimales se pueden escribir como fracciones. Ya se ha visto en el apartado

or como se escriben los decimales exactos como suma de fracciones. También se pueden

escribir como una unica fraccidn. Observa por ejemplo que 2,45 son 245 centésimas y que, por

tanto

2,45 = %. De la misma manera 4,789 son 4789 milésimas, por lo que 4,789 = %.

PARA REFLEXIONAR: ¢ Crees que todo decimal se puede escribir como fraccién?

@ Gracias a la relacién que hemos encontrado entre los decimales y las fracciones, los

decimales los podemos representar en la recta numérica al igual que las fracciones.

136

FRACCIONES Y DECIMALES



1. FRACCIONES VS DECIMALES

Los termdmetros son un buen ejemplo de esa representacion. Se
lee la temperatura fijdndonos primero en los nimeros marcados

(los enteros). Vemos que entre dos enteros hay 10 divisiones que

nos permiten leer las décimas de grado. Por ejemplo, la
temperatura habitual de un ser humano es de 36,5 y si tienes 37,2 _¢

por ejemplo se dice que tienes “décimas”.

Vamos a ver con un ejemplo cémo representar decimales. Ten en cuenta que el decimal 5,3 se
aLe 53 3 ’, . .
puede escribir como 5,3 =5=5+ Este numero tiene parte entera 5 y parte decimal 3 (3

décimas); por lo tanto, es un nimero que estara representado entre 5 unidades y 6 unidades.

Debemos dividir dicho segmento en 10 partes iguales, y tomamos 3. Ese punto representa 5,3.

¢Qué pasa si el nimero a representar es por ejemplo 5,662 En primer lugar, 5,66 es un decimal
que esta situado entre los enteros 5 y 6; dividimos el segmento que empieza en 5y acabaen 6
en 10 partes iguales, cada una de ellas es una décima, asi que estan representados 5,1, 5,2, 5,3,
etc. Nuestro nimero esta entre 56 y 57 décimas, es decir, entre 5,6 y 5,7. Siguiendo el
razonamiento anterior, el sesgmento entre 5,6 y 5,7 lo dividimos en 10 partes iguales, y tomamos

6, es decir 6 centésimas.

N PRACTICA

11.- observa el siguiente nimero 1,01001000100001000001... équé tipo de nimero decimal
es?
’.2.— Busca con la calculadora el decimal asociado a las fracciones siguientes e indica el tipo de

expresion decimal

50 18
a) 20 c) — e) —
50 18 26
b) o d) . f)
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6. EXPRESIONES DECIMALES

1.3.= Transforma en fracciones los siguientes niumeros decimales:

a) 0,87 b) 0,0701

7.4.— Representa en la recta numérica los siguientes decimales.

a) 1,2 b) 0,3 c) 1,85

’.5.— Busca...:

a) Undecimal que esté a la misma distancia de 2,04 y 2,05.

c) 2,037

d) 0,12

b) Los decimales que dividen el intervalo comprendido entre 0,6 y 0,7 en cuatro partes

iguales.

TRABAJA EN GRUPO

RECETA DE ROLLITOS DE CANELA

e Forma un equipo de 3 0 4 personas.
e El profesor/a os da la receta con las instrucciones.

e Se puede usar la calculadora.

e Hay que explicar los pasos seguidos en el grupo para resolver la actividad.
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DL UN VISTAZO

@ DIBUJA LAS IDEAS PRINCIPALES DEL TEMA:

v

<

<

D N N NN

Una fracciéon es un nimero que representa una parte de la unidad. Tiene dos partes,
numerador y denominador.

Una fraccién también representa un reparto.

Existen fracciones propias e impropias. Las primeras son menores que la unidad y las
segundas son mayores. Estas Ultimas también se pueden expresar como nimeros mixtos.

Se llaman fracciones equivalentes a aquellas que representan la misma cantidad.

Se pueden obtener fracciones equivalentes de dos formas: amplificando (multiplicando
numerador y denominador por el mismo nimero) o simplificando (dividiendo numeradory
denominador por el mismo nimero).

Reducir a comun denominador es encontrar fracciones equivalentes con el mismo
denominador. Se necesita para comparar, sumar o restar fracciones.

Para sumar o restar fracciones debemos tener el mismo denominador en todas ellas. Se
sumaran los numeradores y se mantendra el mismo denominador.

Para multiplicar fracciones, la fraccidon producto tendrad como numerador el producto de los
numeradores y como denominador el producto de los denominadores.

La fraccién inversa es la que multiplicada por una fraccién es la unidad. Para obtenerla se
intercambian numerador y denominador.

Para dividir fracciones se multiplica la primera fraccion por la inversa de la segunda.
Los numeros decimales se componen de parte entera y parte decimal.

Las operaciones con numeros decimales se realizan con los mismos algoritmos que los
numeros enteros.

Los decimales se ordenan utilizando el mismo procedimiento que los naturales.
Los métodos mas comunes para aproximar decimales son: truncamiento y redondeo.
Toda fraccidn tiene asociada una expresién decimal.

Los numeros decimales que se pueden expresar como fraccién pueden ser exactos o
periddicos.
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Llegados al final del tema reflexiona sobre lo que has aprendido. Marca en la siguiente tabla lo que

corresponde a cada frase, haz la autoevaluacién y revisa de nuevo la tabla.

> S ® Sk
630\( CAPAZ D[ “AC[R[O? No soy Solo a veces. | En general Sin ninguna

capaz Aln me creo que si duda
seria
Cuesta iPuedo con
capaz
P ello!

Entender y explicar qué es una fracciény
sus diferentes interpretaciones
Identificar situaciones cotidianas en las
que se utilizan fracciones

Representar fracciones de diferentes
maneras: graficamente, en la recta real...
Diferenciar entre una fraccién propia y una
impropia y escribir estas Ultimas como
ndmeros mixtos

Calcular la fraccién de una cantidad
proporcionada, y la cantidad total
conociendo una fraccién de la misma
Reconocer y explicar cudndo dos
fracciones son equivalentes y cuanto no.
Escribir fracciones equivalentes a una
fraccién dada

Comparar cualquier pareja de fracciones

Obtener la sumayy la resta de fracciones
con diferentes denominadores

Asociar la fraccién de una fraccién a la
multiplicacién de fracciones y obtener el
producto de ambas

Asociar la divisidn de fracciones a saber
cuantas veces cabe el divisor en el
dividendo y obtener el cociente de ambas
Resolver operaciones combinadas con
fracciones

Identificar situaciones cotidianas en las
que se utilizan nimeros decimales

Comparar y ordenar nimeros decimales

Obtener aproximaciones de ndimeros
decimales en situaciones que lo precisen
Representar una fraccion como nimero
decimal

Reconocer problemas cotidianos que
pueden ser resueltos utilizando fracciones
y decimales

FRACCIONES Y DECIMALES



4S0Y CAPAZ DE HAGERLO?

Explicar de forma ordenada y clara los
pasos que sigo para resolver una actividad
o problema matematico

Expresar las dificultades que tengo a la
hora de resolver un problema matematico,
en caso de tenerlas

Reflexionar sobre mis errores para
aprender a partir de ellos

Motivarme para enfrentarme a los
problemas matematicos con ganas

Razonar o argumentar las decisiones que

tomo al resolver una actividad o un
problema

Trabajar en equipo para realizar
investigaciones y resolver problemas

matematicos
Disefiar o pensar un plan para resolver un
problema matemdtico, aunque el plan
después no funcione

Expresar problemas cotidianos en lenguaje
cuando  veo

matematico que las

matematicas pueden ayudar a resolverlos

2 9

>~ -
No soy  solo a veces.
capaz Aln me
cuesta

AUTOEVALUACGION

- e
9 &
.:ﬂ"
3 L
En general . .
Sin ninguna
creo que si
a duda.
seria
iPuedo con
capaz
P ello!
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AUTOEVALUACION

AUTOEVALUACION

M. cada mes, Julia gasta 1/3 de su paga, ahorra 3/8 de lo que le queda y reparte el resto con sus 2

hermanos pequefios. Si su paga es de 24 euros al mes.

PREGUNTAS

A)  éQué fraccion de su paga da a cada hermano? Ayudate de una representacion grafica para
resolverlo.

B) ¢éCuanto ahorra cada mes? Representa tu respuesta.

AL, Lee el siguiente problema y contesta a las preguntas:

“En un laboratorio de Biologia quieren estudiar el efecto de un fertilizante en el crecimiento
de unas plantas. Después de aplicar el fertilizante durante varios dias, recogieron los
siguientes datos: la altura de la planta 1 fue de tres cuartos de metro, la altura de la planta
2 fue de dieciocho veinticincoavos de metro; la planta 3 midié 0,73 metros y la planta 4
midid setenta y seis centésimas de metro.”

PREGUNTAS

A, ¢éCudl de las plantas alcanzé mayor altura? ¢ Cudl de las plantas mide menos?

B. ¢Cudl es la diferencia entre la planta més alta y la mas baja?

A3, Las siguientes operaciones contienen un error. ¢ Podrias identificarlo y corregirlo?

Ay 3232 5
475 at5s 9 () 34,75 + 1,005 = 35,80
1,31 _71_21 D) 2-1412

b +35=sT T A

A4, PROBLEMAS: Resuelve los siguientes problemas explicando el razonamiento

A) “Me he gastado 3/5 de mi dinero y me han quedado 30 €. ¢ Cuanto dinero tenia?”
B) “Alicia se ha comido 3/8 de una pizzay yo 1/3. ¢Quién ha comido mas? ¢ Cuanto mas?"

C) “Por la mafiana se ha vaciado 1/10 de una piscinay, por la tarde, 1/3 de lo que quedaba. {Qué

fraccion de piscina queda sin vaciar?”

D) “Tengo un queso de 2+3/4 kg. ¢ Cudntas cufias de 1/8 kg puedo hacer con él?”

[) “Miriam ha comprado cinco entradas de cine a 7,35€ cada una, y Carlos dos entradas para el

baloncesto a 17,80€ cada una. ¢ Quién se ha gastado mas?”
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AUTOEVALUACGION

SOLUCION A1;

1. A cada hermano le corresponde 5/24 de la ‘

GASTA 1/3
:

). Cada mes ahorra 1/4 de su paga, es decir, 6 [ T Tl

A J
euros. Y
X ‘ AHORRA 3/8 DE LO QUE QUEDA ‘ ‘ QUEDAN 5/12 DEL TOTAL ‘
SOLUCION A2:
A) Las alturas de las plantas son: _ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
\ J

Planta 1: 0,75 m; planta 2: 0,72 m; planta 3: 0,73 Y
‘ A CADA HERMANO LE CORRESPONDEN 5/24 ‘

m y planta 4: 0,76 m. La que mas mide es la

planta 4, con 0,76 m y la que menos mide es la planta 2, con 0,72 m.
B) La diferencia es de 0,04 m.

SOLUCION A3:

A)3qp2o3%2_5
4 5 445 9
Para sumar fracciones con distinto denominador debemos reducir a comdun
denominador. No se pueden sumar asi los denominadores. La operacidn correcta seria:
3 2 15 8 23

2ts57 207207 20

B) -+

N W
W=
RN
Wl
Il

Cuando hay varias operaciones, hay que respetar la jerarquia de operaciones. Aqui se
debe priorizar la divisidn y, al resultado, sumarle la fraccién. El resultado correcto seria:
18 19

+9—1+ B
2 4 4 4

Wl =
A

N W

1
7t
() 34,75+ 1,005 = 35,80

Se deben sumar las cifras en la misma posicidon: décimas con décimas, centésimas con
centésimas, etc. En este caso han sumado milésimas con centésimas, lo cual no es
correcto. El resultado seria:

34,75 + 1,005 = 35,705

5 . . 1
D) 2 representa la misma cantidad que 1 + 3
Para expresar una fraccidn impropia en forma de nimero mixto se realiza la divisién

entera de 5/2. El resultado correcto es:
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AUTOEVALUACGION

SOLUCION A4;

A) “Me he gastado 3/5 de mi dinero y me han quedado 30 €. ¢ Cuanto dinero tenia?”

Me quedan dos quintos. Si 30€ son dos quintos, un quinto | | | |

son 15€ y el total, 5-15=75€ 30

B) “Alicia se ha comido 3/8 de una pizzay yo 1/3. ¢ Quién ha comido mas? ¢ Cuanto mas?"

Se trata de comparar ambas fracciones, como tienen el mismo denominador hay que reducir a
comun denominador, que en este caso es 24, asi Alicia se ha comido 9/24 (se multiplica por 3
numerador y denominador) y yo 8/24 (se multiplica por 8 numerador y denominador), asi que

Alicia ha comido mas que yo.

C) “Por la mafiana se ha vaciado 1/10 de una piscina y, por la tarde, 1/3 de lo que quedaba. ¢Qué

fraccién de piscina queda sin vaciar?”

Si se representa graficamente se ve

claramente que quedan 6/10 sin .-

tarde
vaciar. También se puede calcular

como 1/3 de 9/10 (que es lo que queda sin vaciar para la tarde), que se halla multiplicando las

fracciones y simplificando el resultado.

D) “Tengo un queso de 2+3/4 kg. ¢ Cuantas cufias de 1/8 kg puedo hacer con éI?”

Hay que repartir el queso en cufias, asi que hay que dividir. Como 2+3/4 es lo mismo que 11/4
el nimero de cufases 11/4 : 1/8 =11/4 - 8 = 88/4 = 22 cuiias
[) “Miriam ha comprado cinco entradas de cine a 7,35€ cada una, y Carlos dos entradas para el
baloncesto a 17,80€ cada una. ¢ Quién se ha gastado mas?”

Miriam se ha gastado 5 - 7,35= 36,75€ y Carlos 2 - 17,80 = 35,6 €, asi que se ha gastado mas

Miriam que Carlos.
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También es importante que reflexiones sobre cémo es tu relacién con las matematicas. Para ello,

hemos preparado un listado de enunciados que debes leer con atencidn indicando si estds o no de

acuerdo con cada uno de ellos, si te sientes identificada/o con lo que dicen.

jME SIENTO, ME VEO 0 PIENSO ASI?

Comprendo las matematicas
Estoy deseando aprender nuevas cosas en matemdticas

Hacer matemadticas es facil para mi

Las matematicas estan en todas partes de nuestra vida
cotidiana

Las matemdticas me confunden

Las matemdticas me cuestan mucho

Las matemadticas son aburridas

Saber matematicas me serd (til en el futuro
Me encantan las matematicas

Uso las matematicas en otras asignaturas

Se me dan bien las matematicas

Me lo paso bien resolviendo pasatiempos o retos
matemadticos

Mucha gente usa matemadticas en su trabajo

No es necesario saber matematicas

No necesitaré nunca saber matematicas cuando deje de
estudiar

Puedo resolver problemas dificiles de matematicas

Reconozco si mis respuestas en matemadticas tienen
sentido

Resolver problemas de matematicas es divertido

Resuelvo problemas de matematicas por mi cuenta solo
por gusto

Saber mateméticas es util

Odio las matematicas

Me lo paso bien jugando a juegos matematicos
Solo uso matemédticas en clase de matematicas
Soy muy buena /o en matemdticas

Me lo paso bien estudiando matematicas

Uso matematicas fuera de la clase de matematicas

)

>

En
absoluto

.1’]'
=
De vez en
cuando

-

Con
bastante
frecuenci

a

Casi
siempre
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PROBLEMAS QUE VAMOS A RESOLVER

1.~ seis paquetes de galletas, todos iguales, pesan un kilo y medio y cuestan tres euros.

d) ¢Cudntos paquetes entran en un kilo?
e) ¢Cudnto cuesta el kilo de galletas?

f) éCudntos paquetes me dan por un euro?

g) ¢éCudntos kilos de galletas obtendré si pago dos euros?

1~ Lola y Manuel, que no se conocen, han coincidido en la playa.
Los dos quieren disfrutar de conducir una moto nautica de una sola plaza, pero ninguno de
ellos tiene los 180 euros que cuesta alquilarla por una hora, asi que deciden poner una parte
cada uno. Lola pone 108 euros y Manuel el resto. ¢ Cuanto tiempo deberia disfrutar la moto

cada uno de ellos?

3.~ Un jugador de baloncesto ha conseguido en un partido una efectividad del 90% en sus tiros a

I canasta. Si ha fallado 3 tiros, écuantas veces ha tirado a canasta durante el partido?

jQUE SABES DE .2

NECESITO TRES HUEVOS PARA HACER UN BIZCOGHO PARA CUATRO PERSONAS
VEO PIENSO ME PREGUNTO

® * 'y

9 LS A7 COMO 10 LS A 14

VLO PIENSO ME PREGUNTO
@ @ Py
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1. EXPRESAMOS RELACIONES EN FORMA DE RAZON

10-4=8-X
VEO PIENSO ME PREGUNTO

02 @ ey

257 DE 40 = 10 157 DE A0 = 30 10+ 30 = 40
VEO PIENSO ME PREGUNTO

NOZ @ 'y

HERRAMIENTAS MATEMATICAS
1. EXPRESAMOS RELACIONES EN FORMA DE RAZON

o
B8 RLTOS

Representa graficamente las siguientes situaciones:

A) Lola tiene cuatro veces mas dinero que su hermano Luis.

B) Para colaborar en una ayuda humanitaria entrego una bolsa con 3 paquetes de lentejas, 4

paguetes de macarrones y 6 paquetes de harina.

C) En un congreso internacional se encuentran representadas 5 empresas espariolas, 4 empresas

francesas y 7 empresas alemanas.

D) Los ingredientes de un tradicional bizcocho de limén para cuatro personas son:

- Tres huevos - Azlcar (2 medidas de yogur)
- Un yogur de limén - Harina (3 medidas de yogur)
- Aceite de oliva (1 medida del envase del yogur) - Un sobre de levadura (16 gramos)
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1. EXPRESAMOS RELACIONES EN FORMA DE RAZON

@APR[ND[ Y APLICA

Magnitud es todo aquello que se puede medir. Son magnitudes, por ejemplo, la longitud, la
cantidad de dinero, el tiempo, la cantidad de harina, la edad...

Cen

~ La medida de una magnitud se expresa en unidades, que son cantidades de esa magnitud
que se utilizan como modelo. Una medida no tiene sentido si no se indica la unidad en que se mide.
Por ejemplo, la longitud puede medir en metros, el dinero en euros, el tiempo en horas, la cantidad
de harina en sacos, la edad en afnos...

Cn

Una magnitud puede ser medida en distintas unidades. Por ejemplo, la harina puede
medirse también en kilos, en paquetes, en tazas...

G

Una razon es una relacion entre dos cantidades o magnitudes.

@ Expresion de una relacion entre dos cantidades como una razéon. Cuando queremos
expresar la relacién entre dos cantidades (a y b) como una razén, podemos escribirlo usando los dos
puntos, a:b. Esta razon se lee “a es a b”. Al escribir la razén es muy importante respetar el orden en
gue hemos mencionado las cantidades o las magnitudes. Ejemplo:

En la situacidn A del reto, podemos expresar la razén entre el dinero de Lola y el de Luis como 4:1,
que se lee como “4 a 1”. Si queremos expresar la razén entre el dinero de Luis y el de Lola, usaremos
la razén inversa, es decir, 1:4.

Dinero Lola | | | | |

Dinero Luis I:l

Juntos | |

E Expresion de una relacion entre tres cantidades como una razén compuesta. Cuando
queremos expresar la relacion entre tres cantidades (a, b y c) como una razén compuesta,
escribimos a:b:c. También en este caso es muy importante el orden en el que escribimos las
cantidades en la razén. Ejemplo:

En la situacién B del reto, podemos expresar la razon entre los paquetes de lentejas, los paquetes
de macarrones y los paquetes de harina como 3:4:6.

Paquetes de lentejas

[]

Paquetes de macarrones |

Pero si queremos expresar la razén entre los paquetes de macarrones, los paquetes de harina y los

Paquetes de harina |

B

Paquetes totales

paguetes de lentejas, escribiremos 4:6:3.
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N\ PRACTICA

'M.- Regresemos a la situacion B del reto, en la que la tenemos tres paquetes de lentejas, cuatro

paquetes de macarrones y seis paquetes de harina.

a) Escribe la razén entre los paquetes de harina y los paquetes de macarrones.

b) Escribe la razén entre los paquetes de lentejas y los paquetes de harina.

c) Escribe la razén entre los paquetes de harina y los paquetes de lentejas.

d) Escribe la razdn entre los paquetes de lentejas y los paquetes totales.

e) Escribe la razén entre los paquetes de macarrones y los paquetes totales.

f) Escribe la razén entre los paquetes de harina y los paquetes totales.
1.2.— D[SCRIB[ y expresa todas las razones, de dos o tres términos, que se te ocurran en la situacion
C del reto. Por ejemplo:

“La razdn entre las empresas espafiolas, las francesas y las alemanas es 5:4:7”.

1.3.— En la situacion D del reto, usando las medidas indicadas en la receta:

a) Escribe la razén entre el numero de huevos y el nimero de personas.

b) Escribe la razén entre la cantidad de azucar y la cantidad de harina.

c) Escribe la razén entre la cantidad de levadura y la cantidad de harina.

d) Escribe la razén entre la cantidad de yogur y la cantidad de aceite.

e) Escribe la razén entre la cantidad de aceite, la cantidad de harina y la cantidad de azucar.
f) Escribe la razén entre la cantidad de azucar y el nUmero de personas.

g) Escribe la razén entre el nimero de personas y la cantidad de azucar.

HERRAMIENTAS MATEMATICAS

2. UTILIZAMOS RAZONES PARA HACER CALCULOS
§3¢

ES Reros S22 B Sa3

A) Para hacer paella para 6 personas, un cocinero echa cuatro vasos de arroz y, como todo
el mundo sabe, para que el arroz quede en su punto es necesario poner dos medidas de
agua por cada medida de arroz. Escribe la razdn triple entre el nUmero de personas, los
vasos de arroz y los vasos de agua. Un dia llegan al restaurante dos grupos distintos: un
grupo de 30 excursionistas y una familia formada por tres personas. Los dos grupos piden
paella. i Cuanto arroz y cuanta agua necesita el cocinero para cada una de las paellas?
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B) Un padre tiene un trato con sus hijos Juan y Maria. /A

Deben turnarse para sacar la basura todas las noches y, a cambio, el padre les da
27 euros mensuales que deben repartirse entre los dos. En el mes de abril, Juan
ha sacado la basura 17 dias y Maria el resto de los dias. ¢ COmo deberian repartirse el dinero que les

dard su padre para que el reparto sea equitativo?

@APR[ND[ Y APLICA
O

< Dos razones son equivalentes si representan la misma relacion entre magnitudes. Si
multiplicamos o dividimos los dos términos de una razén por el mismo nimero, la razén obtenida
es equivalente. Por ejemplo, nos da lo mismo decir que en la paella ponemos cuatro vasos de arroz
para seis personas que decir que ponemos dos vasos para cada tres personas. Por tanto, la razén
entre el arroz y las personas podemos representarla como 4:6 o como 2:3. Veamos esto en forma

grafica:

Vasos de arroz |

C 4:6 D
“entre 2” “entre 2”
2:3

Personas |

Q=

.y a . . . ,
a: b como una fraccion, —. Por ejemplo, si me dan 3 kilos de manzanas por 6 euros, la razén entre

Las razones entre enteros pueden escribirse como las fracciones. Podemos escribir la razon

o

. . - 3
los kilos de manzanas y el dinero que tengo que pagar es 3: 6, que podemos escribir como Py Esta

fraccion, que como bien sabes es también una divisidén, representa los kilos de manzanas que

conseguiré por un euro, es decir, medio kilo por cada euro. La razén inversa se puede representar

., 6 L .
con la fraccién 3 que indica los euros, 2 en este caso, que cuesta un kilo de manzanas.

Dos razones seran equivalentes si lo son las fracciones con las que las representamos. Esto nos

permite aplicar todos nuestros conocimientos sobre fracciones equivalentes para hacer cdlculos con

razones. Por ejemplo, como la fracciéon P puede simplificar hasta obtener la fraccidn equivalente

irreducible > podemos decir también que la razén 3: 6 es equivalente a la razén 1: 2.
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Cen

= Una proporcién es una igualdad entre dos razones. Al igualar las razones a:b y c:d

. a c . , epr s
obtenemos la proporcion 3 =T Por motivos que no te sera dificil encontrar, a y d se llaman

extremos, mientras que b y c se llaman medios. En esta proporcion podemos observar varias

relaciones:

e lLasdos razones representan la misma cantidad, por lo que si dividimos “a entre b” nos dara

lo mismo que si dividimos “c entre d”.

e lLas dos razones son equivalentes, asi que la segunda razén puede obtenerse de la primera
multiplicando o dividiendo por el mismo numero, por lo que la divisién “c entre a” da lo

mismo que la divisién “d entre b”.

.z a c , a .
* En una proporcién - = - se cumplequea-d =b - c, yaque larazén 5 €s equivalente a

a-d ., C . b-c . .
»aV la fraccidn S es equivalente a > Por lo que tienen que serigualesa-d yb-c. lo que

se conoce como “producto de medios igual a producto de extremos”.

Ca

Cuando la razon entre dos magnitudes se mantiene constante, aunque varien las
cantidades, se dice que entre esas magnitudes hay una relacion de proporcionalidad directa. Por
ejemplo, el nimero de unidades que se adquieren de un determinado producto y el precio que se
paga por ellas, en euros, son magnitudes directamente proporcionales, siempre que no haya
ninguna oferta. Al calcular la razén Precio: Cantidad obtenemos siempre el mismo resultado,
concretamente el precio por unidad de producto. Al calcular la razén inversa, Cantidad: Precio,
también obtenemos siempre el mismo resultado, inverso del anterior, que representa el nimero de

unidades que podremos adquirir por un euro.

Cdlculos usando razones equivalentes.

Ejemplo 1: En el bizcocho del otro dia, teniamos que la relacién entre la cantidad de azucar y la de
harina era 2:3, es decir, teniamos que poner dos medidas de azucar por cada tres medidas de harina.
Supongamos ahora que queremos hacer un bizcocho mucho mas grande, en el que vamos a poner

24 medidas de harina. Nos preguntamos cuanto azucar deberiamos poner para mantener el sabor.

Para realizar este calculo podemos usar varios métodos, de los cuales vamos a mostrar tres. Los tres
métodos “funcionan” siempre, pero es bueno fijarse para saber elegir el mas rapido y cdmodo, que

no es siempre el mismo y depende de la situacidn.
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Meétodo 1: Resolucion grdfica

Medidas de azucar | 8 | 8 |
Medidas de harina | 8 | 8 | 8 |
\ J

24 me::lidas

3 partes son 24 medidas
1 parte son 24 : 3 = 8 medidas
2 partes, que corresponden al azlcar, son 8 - 2 = 16 medidas

Por tanto, para 24 medidas de harina tendremos que poner 16 medidas de azlcar.

Método 2: Calculo de fracciones equivalentes

3 ., )
Representamos la razén 2:3 como una fraccién, es decir, 30 €en la que el numerador representa el

azucar y el denominador la harina. Como queremos poner 24 medidas de harina, buscamos una

wIN

fraccion equivalente a que tenga denominador 24. Observamos que el denominador se ha

multiplicado por 8, por lo que el numerador debera multiplicarse también por ese nimero.

.8
7~ N

2_|:| 2 16
3 24 3 24
A

-8

Obtenemos de nuevo que tendremos que utilizar 16 medidas de azucar para 24 medidas de harina.

Si no vemos a simple vista por qué nimero hemos multiplicado, siempre podemos recordar que la
respuesta a la pregunta “épor cuanto hemos multiplicado?” se obtiene dividiendo el nimero que
qgueremos obtener entre el nimero de partida. En este caso, el 8 puede obtenerse como 24 dividido

entre 3.

Método 3: Calculo del término desconocido en una proporcion

Representamos la situacién con una proporcidn, es decir, una igualdad entre dos razones
equivalentes. La primera razon es 2:3 y la segunda, en la que desconocemos la cantidad de azucar,

seria x:24.

2 X

3 24
Como dijimos anteriormente, se trata de dos razones equivalentes y, por tanto, los productos
cruzados deben ser iguales o, lo que es lo mismo, “producto de medios igual a producto de

extremos”.

2:24=3-x
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Por tanto, buscamos un nimero que multiplicado por 3 dé lo mismo que 2 - 24 y acabamos de
recordar que ese numero se calcula con una divisidn. Por tanto, para calcular el valor de x

tendriamos que multiplicar 2 - 24 y dividir el resultado entre 3.
224 16
x = —
3

Hay al menos tres formas para saber que 16 es el resultado de esa cuenta. Trata de encontrarlas,

recordando lo que aprendiste en los temas de divisibilidad y fracciones.

@ Otros cdlculos con razones.

Ejemplo 2: Larazdn entre las bolas rojas y las bolas azules de una bolsa es 3 : 5. Si sabemos que hay

84 bolas azules mds que bolas rojas, écuantas bolas rojas hay?

_—

2 partes son 84 bolas 84 bolas
1 parte son 84 : 2 =42 bolas

Las bolas rojas son 3 partes, que son 42 - 3 =126 bolas

Ejemplo 3: Veamos también varias formas de afrontar el reto B de este apartado: Juan ha sacado la
basura 17 dias de abril y Maria el resto, por lo que su padre les ha dado 27 euros. Recordemos que

abril tiene 30 dias.

Meétodo 1: Resolucion grdfica

La razon entre los dias que ha sacado la basura Juan y aquellos en los que lo ha hecho Maria es

17 :13. Por lo tanto, el reparto del dinero entre ellos tiene que guardar esa misma relacion.

oies uan [
DiasMarfa [ | | J P I PP

pias totales abril (]I TT T T TTTTTTT]

27 euros

30 partes son 27 euros
1 parte son 27 : 30 = 0,90 euros
A Juan le corresponden 17 partes, que son 0,90 - 17 = 15,30 euros

A Maria le corresponden 0,90 - 13 = 11,70 euros
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También podriamos haber calculado lo que le corresponde a Maria restando lo de Juan, pero asi
podemos comprobar ademas que el resultado es correcto, puesto que suman los 27 euros que les
ha dado su padre. Conviene comprobar también que Juan, que sacd unos pocos dias mas la basura,

ha recibido un poco mas de dinero.

Meétodo 2: Reduccion a la unidad

En este caso, podriamos haber resuelto el problema numéricamente, sin mucho esfuerzo,
calculando lo que paga el padre por cada dia de abril que sacan la basura (observa que no seria la

misma cantidad si el mes fuese de 28, 29 o 31 dias).

Como abril tiene 30 dias, repartimos los 27 euros entre los 30 dias o recordamos que la razén 27:30

L, 27 ,
y la fraccién 20 representan los euros que corresponden a un dia, y tenemos:

27 euros : 30 dias = 0,90 euros/dia
0,90 euros/dia - 17 dias = 15,30 euros por 17 dias
0,90 euros/dia - 13 dias = 11,70 euros por 13 dias

Por lo tanto, Juan recibird 15,30 euros y Maria 11,70 euros, solucién obtenida exactamente con las

mismas cuentas que en el método grafico.

Meétodo 3: Cdlculo del término desconocido en una proporcion

Sabemos que la razén entre los dias de Juan y los de Maria es 17:13, pero, como tenemos el total

de dinero a repartir, necesitamos la razén entre cada uno de ellos y el total.

Razdén entre los dias de Juan y el total de dias --> 17:30

Razoén entre los dias de Maria y el total de dias --> 13:30

Buscamos ahora razones equivalentes para el reparto del dinero, colocando los 27 euros en la parte

de la razdn correspondiente al total.

JUAN MARIA
17 «x _17-27_153 13 «x _13~27_117
30—27 = X = 30 = , O eUuros 30—27 = X = 30 = ,/ euros

En este caso no hemos hecho las cuentas en el mismo orden, pero hemos obtenido el mismo

resultado.
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N\ PRACTICA

2.1.— En una bolsa, por cada 2 bolas blancas hay 3 bolas grises. Escribe la razén entre

las bolas blancas y las grises y represéntala usando el modelo de barras.

2.2,- Si sabemos que hay 54 bolas blancas, écuantas bolas grises hay en total?

1.3.~ Larazén entre el nimero de hombre y el nUmero de mujeres en un parque es 3:4. 'M\

La razdén entre el nUmero de mujeres y el nimero de nifios es 2:3.

a) Calcula la razén entre el nimero de hombres y el nimero de nifos en el parque.
b) éQué fraccidn del total de las personas que habia en el parque eran mujeres?

c) Si sabemos que en el parque habia 42 nifos, écudntas personas habia en el parque?

2.4.— Juan ha recorrido 24 km en una hora. ¢ Qué distancia recorrera en 12 minutos?

(d
Valora si falta algo en el enunciado del problema para poder aplicar la proporcionalidad x

en su resolucidn. Piensa ademas qué nombre recibe la razén entre la distancia y el tiempo.

25.- Sofia, Luis y Ana han comprado juntos un décimo de loteria. #

Sofia ha puesto 6,5 euros, Luis ha contribuido con 10 euros y Ana ha aportado 3,5 euros. Si el décimo

ha resultado premiado con 1500 euros, {cuanto dinero le corresponde a cada uno de ellos?

1.6.,- cada paso de Juan mide 75 cm y cada paso de su hija Luisa mide 50 cm. !!
a) Escribe la razén simplificada entre la medida del paso de Juan y la del paso de Luisa.
b) Si ambos dan el mismo nimero de pasos, équé distancia habra recorrido Luisa cuando su
padre haya recorrido 3 km?
c) Escribe la razén simplificada entre el nimero de pasos que da Juan y el nimero de pasos

gue da Luisa cuando ambos recorren la misma distancia. ¢ Qué observas?

2.].= En una bolsa tenemos bolas blancas y bolas negras.

Si nos dicen que 2/3 de las bolas blancas son la misma cantidad que 1/4 de las
bolas negras, écual es la razén entre el nimero de bolas blancas y el nimero de

bolas negras?

2.8.— Sabemos que Alicia tiene el doble de dinero que Benito.

Después de salir de fiesta y gastar 18 euros cada uno, nos dicen que Alicia tiene el triple de dinero

que Benito. ¢ Cuanto dinero tenian entre los dos al principio?
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2.3.- La razon entre el dinero que tenia ahorrado Miguel y el que tenia ahorrado Laura era al
principio de 5:2.
Cuando Miguel gastd 36 € y Maria ahorré 27 €, los dos amigos comprobaron que tenian los mismos

ahorros. ¢ Cuanto dinero tenia ahorrado Laura al principio?

210.- Al principio tenia el doble de zumo de naranja que de zumo de manzana.
Tras consumir 540 ml de cada uno, tenia 8 veces mds zumo de naranja que ‘

zumo de manzana. ¢ Cuanto zumo de manzana tenia al principio?

HERRAMIENTAS MATEMATICAS

3. RELAGIONAMOS LOS PORGENTAJES CON RAZONES, FRACCIONES Y DECIMALLS

&
B8 RLTOS

A) Observa los siguientes graficos y responde a las preguntas:

ALUMNOS 12 E.S.O. ALUMNOS 22 E.S.O. TOTAL
9% 6% 14% 11%
1% AN
18%
= CASTANO = MORENO = CASTANO = MORENO = CASTANO = MORENO
= RUBIO PELIRROJO = RUBIO PELIRROJO = RUBIO PELIRROJO
a) ¢Puedes decir cuantos alumnos de 12 de E.S.O. son morenos? Razona tu respuesta.
b) ¢Ddénde hay mds alumnos rubios, en 12 o en 22? Razona tu respuesta.
c) Si en 12 hay un 6% de alumnos pelirrojos y en 22 un 14%, épor qué el porcentaje total
esel 11%?

B) Representa de forma grafica, como razén y como nimero decimal:

GRAFICA | RAZON | DECIMAL

La mitad de la clase son mujeres.

La mitad de los chicos de la clase del ejercicio A llevan gafas.

Tres de cada diez personas tienen ojos azules.

El 40% de los coches son hibridos.
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@APR[ND[ Y APLICA
Cn

= Un porcentaje indica una razén. Un porcentaje indica una razén entre dos magnitudes Ay B
(hay p% de A sobre B) que representa la cantidad de magnitud A que se corresponde con 100

unidades de magnitud B. El simbolo %, representa “por ciento”. 23% se lee “23 por ciento”.

En el primer ejercicio del reto, la respuesta a las dos primeras preguntas es que, analizando los
graficos, no podemos determinar el nimero de alumnos morenos o rubios debido a que los graficos

representan la razén de dichos alumnos, pero no el nimero de morenos o rubios.

En el ejemplo, el 8% de alumnos pelirrojos en 12 de ESO indica que 8 es la cantidad de alumnos

pelirrojos que hay por cada 100 alumnos de 12 de ESO.

La respuesta a la tercera pregunta es que, mientras que la razén de alumnos pelirrojos en 12 de la

ESO es del 6% y en 22 del 14%, la proporcion total de alumnos pelirrojos es del 11%.

Expresion de un porcentaje. Un porcentaje puede expresarse como tanto por ciento, 75%,
como una fraccién 75/100 (o utilizando la fraccion irreducible 3/4) o como el decimal 0,75.
Ejemplo: En la situacion 3 del reto, podemos expresar la mitad de la clase como el 50%, como la
razén 1:2, como la fraccidn 50/100 (o la fraccidn irreducible 1/2), como el nimero decimal 0,5 y de
forma grafica:

CLASE | |

Calculamos porcentajes. Para calcular un porcentaje de una cantidad podemos usar varios
métodos:

Meétodo 1: Dividiendo la cantidad entre 100 y multiplicando por el porcentaje

Este método puede verse desde dos puntos de vista diferentes, dependiendo de qué significado le
demos a la division de la cantidad entre 100. Vedmoslo calculando el 37% de 150.
Primera interpretacion:

La divisién de la cantidad entre 100 representa el numero de veces que cabe 100 en la cantidad.

] 150 \

‘ 100 (una vez 100) ‘ 50 (0,5 veces 100) ‘

Vemos cuantas veces cabe 100 en 150, o lo que es lo mismo, cuantos grupos de 100 podemos hacer
con 150. Para ello dividimos 150 entre 100 y obtenemos que cabe 1,5 veces. Como por cada ciento

debemos coger 37, multiplicamos 1,5 por 37 y obtenemos 55,5 que es el 37% de 150.
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Segunda interpretacion:

La divisién de la cantidad entre 100 representa el valor correspondiente al 1% de dicha cantidad.

- 150 >

A

37% -

Como 150 representa el 100%, dividimos 150 en 100 partes, con lo que sabemos que el 1% de la
cantidad es 1,5. Como no queremos el 1%, sino el 37%, multiplicamos por 37 y obtenemos 55,5 que

es el 37% de 150.

Meétodo 2: Como fraccion de una cantidad

300 de 60 = — - 60 = —- 60 = 18
0deo% =700 " "10 °" 7

| 60 |

| 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% | 10% |

6 [ 666666 ]6]6]s]

18
Método 3: Multiplicando por el numero decimal asociado al porcentaje

35%de 260 =0,35-260 =91

260

5% 5% 5% 5% 5% 5% 5% 5% 5% 5% 5% 5% 5% 5% 5% 5% 5% 5% 5% 5%

13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13 13

Y
91

Calculamos ahora el porcentaje 25% de 160 por los tres métodos. ¢ Cual te parece mds comodo?
Método 1: Viendo cudntas veces cabe 100 en la cantidad

25%de160=1,6-25=40

| 160 |

| 100 (una vez 100) | 60 (0,6 veces 100) |

Vemos cuantas veces cabe 100 en 160, o lo que es lo mismo, cudntos grupos de 100 podemos hacer
con 160. Para ello dividimos 160 entre 100 y obtenemos que cabe 1,6 veces. Como por cada ciento

debemos coger 25, multiplicamos 1,6 por 25 y obtenemos 40, que es el 25% de 160.
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Meétodo 2: Como fraccion de una cantidad

25 1
0, = —_— = — =
25% de 160 100 160 2 160 = 40

| 160 |
| 25% | 25% | 25% | 25% |
| 40 | 40 | 40 | 40 |

\_Y_)

40

Método 3: Multiplicando por el numero decimal asociado al porcentaje

25% de 160 = 0,25-160 = 40

G

Algunos porcentajes equivalen a fracciones muy sencillas. El 50% de una cantidad equivale
a la mitad, el 25% equivale a una cuarta parte o a la mitad de la mitad, el 20% equivale a una quinta
parte. Observa que en el ejemplo del método 3 del apartado anterior, el 25% de 160, podriamos
haber calculado mas sencillamente el porcentaje haciendo “la mitad de la mitad” de 160, es decir,

40.

N\ PRACTICA

34.- Representa graficamente y expresa como razén, como fracciéon y como nimero decimal los

siguientes porcentajes:

a) 25% b) 10% c) 30% d) 80% e) 75% f) 1%

3.1.= calcula los siguientes porcentajes:

a) 10% de 350 b) 45% de 28 ¢) 20% de 50 d) 5% de 30

3.5.~ En una granja hay 250 animales entre vacas y ovejas. El 60% son vacas, ¢Qué porcentaje

corresponde a las ovejas? Calcula el nimero de vacas y el nimero de ovejas que hay.

3.4.— En un huerto hay 40 plantas, el 45% son de tomates, el 35% son pimientos y el resto

calabacines. Calcula cuantas plantas hay de cada tipo.
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4. USAMOS PORCENTAJES EN DISTINTAS SITUACIONES

=
8 RLTOS

A) Me he comprado una falda que tenia un 20% de descuento. Representa graficamente el precio

de la falda antes del descuento, el porcentaje que pago y el porcentaje de descuento.

B) En un catdlogo de ofertas, el precio de un televisor aparece sin el 21% de |.V.A. Representa el

precio del televisor y el precio una vez afiadido el .V.A.

C) En una tienda, como unos pantalones se venden muy bien, la dependienta les sube el
precio un 20%. Una vez hecha esta subida, en las rebajas se hace un 20% de descuento.

éCostardan los pantalones lo mismo que antes de la subida de precio? Representa graficamente la
situacién y razona tu respuesta.

QAPR[ND[ Y APLICA

Cdlculo de la cantidad inicial conocidos el porcentaje y una parte.

Ejemplo 1: En una reunion, el 40% son mujeres y hay 120 hombres. ¢ Cuantas personas asisten a la
reunion?

Si el 40% de asistentes a la
reunidon son mujeres, el 60%

TOTAL DE PERSONAS (100%) son hombres y este porcentaje
se corresponde con 120
MUJERES (40%) HOMBRES (60%) 120 hombres.

Dividimos 120 entre tres, para

calcular cuantas personas hay
20% 20% 20% 20% 20% en una de las partes que hemos

hecho en el dibujo.
40 40 40 40 40 Por ultimo, multiplicamos el
numero de personas que hay en

una parte por el nimero de
En total hay 200 personas en la reunién partes que hemos hecho.

Ejemplo 2: El 15% de las personas de una sala son zurdos y son 60. Calcula cuantas personas hay en
la sala:

PERSONAS (100%)

ZURDOS (15%)

0,
s DIESTROS (85%)

En este caso, dividiriamos las 60 personas en 15 partes, en cada parte hay 4 personas. Multiplicamos
por 100 y obtenemos las 400 personas que forman el total.
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4. USAMOS PORCENTAJES EN DISTINTAS SITUACIONES

E Cdlculo del porcentaje conocida la cantidad inicial y la cantidad final.

Ejemplo: En un evento hay 150 personas de las cuales 60 son hombres. Calcula el porcentaje de

hombres que hay.

\ 60 HOMBRES |

| 150 PERSONAS

La razén de hombres y personas en el evento se expresa como 60:150; la fraccidon asociada a dicha

2

, 60 , . . . o . ,
razon es —— = el nimero decimal asociado es 0.4; y si multiplicamos por 100 dicho numero,

obtenemos el porcentaje de hombres que hay en el evento, 40%.

E Aumentos porcentuales. Para calcular los aumentos porcentuales podemos hacerlo de dos

formas diferentes:

Meétodo 1: Calculando el aumento y sumdndolo a la cantidad inicial.

Tomando la situacion 2 propuesta en el reto, en un catadlogo de ofertas, el precio de un televisor
aparece sin el 21% de I.V.A. Si en el catdlogo el televisor aparece con un precio de 150€, ¢cudnto

habrd que pagar por él en realidad?

| PRECIO INICIAL 150€ (100 %) |

| 21% de 150=31,5€

’ PRECIO INICIAL = 150 € | AUMENTO =31,5€

El precio real de latv es de 181,5 €

Meétodo 2: Calculando porcentajes superiores al 100%

Un pantaldén que costaba 75€ ha subido un 25%, écudnto cuesta actualmente?

PRECIO INICIAL |

100% | 25% |

|
| AUMENTO 25%
|
|

125% |

Calculamos el 125% de 75€: %3 75 = 1.25-75 = 93.75 €

E Disminuciones porcentuales. Para calcular las disminuciones porcentuales podemos

hacerlo de dos formas diferentes:
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A. USAMOS PORCENTAJES EN DISTINTAS SITUACIONES

Meétodo 1: Calculando la disminucion porcentual y restando a la cantidad inicial

Un pueblo de Soria que tenia hace tres afios 540 habitantes ha perdido el 15% de su poblacion.

¢Cudntos habitantes tiene en la actualidad?

] POBLACION INICIAL 540 (100%) |

15% El 15% de 540 =%- 540 = 0.15 - 540 = 81

| 81(15%) | 459 (85%) |
{ J
T

En la actualidad tiene 459 habitantes.

Método 2: Calculando directamente el porcentaje opuesto (100% - disminucion%)

Una camisa que costaba 30€ esta rebajada un 30%. ¢ Cuanto cuesta la camisa?

INICIAL (100%)

REBAJA 30%

REBAJA 30% PAGO 70%

v

Calculamos el 70% de 30 = %’0 30 = 0.7-30 = 21€

Después de la rebaja, la camisa cuesta 21€

Cdlculo de la cantidad inicial dado un aumento o una disminucién porcentual.

Ejemplo 1: Por una nevera he pagado 605 €, écudl era el precio del electrodoméstico antes de

anadirle el 21% de I.V.A.?

\ PRECIO FINAL (121%) 540€ |
\ 100% | 21% |

En este caso, dividiriamos los 605 € en 121 partes, en cada parte hay 5 €. Multiplicamos por 100 y

obtenemos los 500 € que costaba la nevera antes de afadirle el .V.A.

Ejemplo 2: Por un traje que tenia un 35% de descuento he pagado 260€, ¢ Cuanto costaba antes de

la rebaja?

| DESCUENTO 35% \ PAGO 225€ (65%) |
| PRECIO INICIAL 100% |

En este caso, dividimos los 260€ en 65 partes iguales; en cada parte hay 4 €. Multiplicamos por 100

y obtenemos los 400€ que costaba antes del descuento.
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4. USAMOS PORCENTAJES EN DISTINTAS SITUACIONES

N\ PRACTICA

4.~ En una urbanizacién han construido casas de dos y tres plantas. El 30% son de tres plantas y
28 de dos plantas. ¢ Cuantas casas hay en la urbanizacién?

4.2~ Enun garaje, el 45% de los coches son negros y son 18, écuantos coches caben en el garaje?

4.3.— En un escaparate de una tienda de ropa hay 15 prendas de ropa de las cuales 6 son de color
negro. Calcula el porcentaje de prendas de ropa de color negro.

4.4.— En una urna hay 20 bolas, 6 son de color rojo, 5 son verdes y el resto azules. Calcula el
porcentaje de bolas de cada tipo que hay en la urna.

4.5.— El afio pasado, el padre de Juan planté 40 frutales y este afio ha plantado un 35% mas de
frutales que el afio pasado. ¢ Cuantos frutales ha plantado este afio?

4.6.- Las entradas para un partido de baloncesto cuestan 35€, pero por ser socio del equipo hacen
un 15% de descuento. ¢ Cudnto valen las entradas para los socios del equipo?

4.].- por un bolso que estaba rebajado un 15% he pagado 46,75€, éCudnto costaba antes de la
rebaja?

4.8— En la actualidad, un piso que hace 10 afios costaba 240.000€, cuesta 180.000€, éien qué
porcentaje ha disminuido su precio?

4.3— El afio pasado habia 525 habitantes censados en una aldea y este afio hay 630. ¢En qué
porcentaje ha aumentado la poblacién?

410.- En una tienda de electrodomésticos tienen la siguiente oferta:

“Los precios de nuestro catalogo aparecen sin el 21% de |.V.A. y tenemos unas rebajas del 20% de
descuento, équé prefieres?:

- Anadir primero el I.V.A. y después se hace el 20% de descuento
- Hacer primero el 20% de descuento y después afiadir el 21% de I.V.A.”

¢Cual de las dos opciones elegirias tu? Razona tu respuesta.
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TRABAJA EN GRUPO

BUSCAMOS UNA RAZON MUNDIALMENTE CONOCIDA

e Necesitais una hoja de papel DIN A4 y otra hoja rectangular de otro tamaiio
diferente, por ejemplo, una hoja del cuaderno de matematicas. Ademas, reglas y
boligrafo o rotulador.

e Con cada hoja haced lo siguiente:

o Partid la hoja por la mitad y dibujad la diagonal de una de las partes.

o Partid la otra parte por la mitad y dibujad la diagonal de uno de los trozos
obtenidos.

o Seguid partiendo asi las hojas hasta tener, por cada una de ellas, cinco trozos
de distinto tamafio con la diagonal dibujada.

—

=

e Colocad los cinco trozos de cada hoja con la diagonal dibujada a la vista, de forma
gue el mds pequeno quede encima y todos coincidan en la esquina inferior
izquierda.

e Observad los dos montones obtenidos y anotad las conclusiones.

e Medid en cada trozo el lado largo y el lado corto y anotad las medidas en los cuadros
siguientes. Expresad la razéon entre esas medidas en forma decimal. Si encontrais
alguna razén equivalente, intentad descubrir en Internet si corresponde a algun
numero “famoso”.

DINA% | usaole) | comtole) | ab | OTRO | igois | cortotey | ab
TROZO 1 TROZO 1
TROZO 2 TROZO 2
TROZO 3 TROZO 3
TROZO 4 TROZO 4
TROZO 5 TROZO 5
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TRABAJA [N GRUPO

USAMOS RAZONES EN NUESTRA VIDA DIARIA

o Necesitdis encontrar en una tienda (fisica u online) alguna oferta de un producto que
compréis habitualmente en vuestra casa y traer el dato el dia de la practica para realizar la
segunda actividad. Cada persona componente del grupo debe traer al menos una oferta.

e También debéis tener una calculadora.

PRIMERA ACTIVIDAD

En el supermercado encontramos galletas tradicionales tipo “Maria”, en envases TIPO 1 de tres
paquetes de 30 galletas o en envases TIPO 2 de cuatro paquetes iguales que los anteriores. Un
envase del primer tipo pesa 600 gramos y cuesta 1,70 euros y un envase del segundo tipo pesa
800 gramos y cuesta 2,20 euros.

e Con esos datos rellenad la siguiente tabla, con calculos que os pueden ayudar a tomar la
decisién de qué envase comprar:

TIPO 1 TIPO 2

Precio por paquete

Precio de 100 gramos

Precio de 1 kilo

Cantidad de galletas que corresponden a 1 euro
Gramos que corresponden a 1 euro

¢Algun otro cdlculo interesante en esta situacion?

e (Seria conveniente tener en cuenta alguna otra informacién para tomar la decisidon?
e Decidid de forma razonada qué envase comprar.

PULSTA LN COMUN

e Exponed vuestros calculos, razonamientos y conclusiones al resto de la clase cuando se os
indique.

SLCUNDA ACTIVIDAD

e Realizad una tabla como la anterior, con al menos cuatro célculos, adecuandola a cualquiera
de los productos que hayais encontrado de oferta. En vez de TIPO1 y TIPO2 poned SIN
OFERTA y CON OFERTA.

o Decidid entre todos si comprar o no la oferta, teniendo en cuenta que a veces no solo
debemos considerar el precio de cada unidad. éQué otras cosas tendriamos que valorar
dependiendo del producto elegido?

PUESTA LN COMUN

e Explicad la oferta que habéis elegido, junto con los calculos, razonamientos y conclusiones
al resto de la clase cuando se os indique.
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DE UN VISTAZO

@ DIBUJA LAS IDEAS PRINCIPALES DEL TEMA:

v

v
v
v
v
v

\

Una razén es una relacion entre dos cantidades o magnitudes y se expresa escribiendo las
cantidades separadas por dos puntos.

Dos razones son equivalentes si expresan la misma relacidon entre magnitudes.

Una proporcion es una igualdad entre dos razones.

Los componentes de una proporcion se llaman extremos y medios.

En una proporcion el producto de extremos es igual al producto de medios.

Dos magnitudes son directamente proporcionales si la razén es siempre la misma, aunque
varien las cantidades.

Un porcentaje es una razén de una cantidad de una magnitud que se corresponde con 100
unidades de otra magnitud.

Los problemas de porcentajes pueden ser de calculo de porcentaje, aumento o disminucion
porcentual de una cantidad, cdlculo de la cantidad antes de aplicar el porcentaje, aumento
o disminucién porcentual y calculo del porcentaje que representa una cantidad respecto a
otra.
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Llegados al final del tema reflexiona sobre lo que has aprendido. Marca en la siguiente tabla lo que

corresponde a cada frase, haz la autoevaluacién y revisa de nuevo la tabla.

i - - - ' 4

, S 8 O S

j00MO L0 HAGO? el Bt | -
Me cuesta Estoy Lo hago bien Soy un

hacerlo aprendiendo experto

Entender qué representa una razén
Escribir una razén miltiple y lo que representa
Relacionar una razén con una fraccién

Calcular razones equivalentes

Representar problemas de proporcionalidad en un
diagrama de barras

Calcular el término desconocido en una
proporcion

Resolver problemas con razones equivalentes

Reconocer situaciones de proporcionalidad
directa, diferencidandolas de otras situaciones en
las que no existe esa relacion.

Comprender el significado de los porcentajes.

Calcular porcentajes de cantidades dadas.

Identificar problemas en los que aparecen
porcentajes.

Resolver problemas de porcentajes donde el valor
desconocido es una parte

Resolver problemas de porcentajes donde el valor
desconocido es la cantidad inicial.

Identificar problemas donde aparecen aumentos
porcentuales.

Resolver problemas donde aparecen aumentos
porcentuales.

Identificar problemas donde aparecen
disminuciones porcentuales.

Resolver problemas donde aparecen
disminuciones porcentuales.

Resolver problemas de porcentajes en los que el
valor desconocido es el valor que expresa el
porcentaje.
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AUTOEVALUACION

M.

De los siguientes pares de magnitudes, selecciona aquellos entre los cuales hay un relacion de

proporcionalidad directa:

A. El nimero de habitantes de una poblacién y el numero de dias que duran unas
determinadas reservas de agua.

B. El numero de camisas del mismo modelo que produce una fabrica y el nUmero de
botones que utiliza.

C. La edad de una personay el nimero de zapato que calza.
D. El numero de viajeros que va en un treny la velocidad que alcanza.
E. Ellargo de una mesay su superficie.

F. El peso de una personay su altura.
A2,

Si dedicamos el mismo tiempo a estudiar cada uno de los 15 temas de un examen y hemos
tardado tres horas en estudiar los cinco primeros temas, ¢cuantas horas mas necesitaremos

para terminar de estudiar?

AS.

José, jugador de balonmano, marca un promedio de 5 goles cada 25 minutos. ¢ Cuantos goles

debera marcar en una hora para mantener ese promedio?

Ad.

En una churreria cobran la taza de chocolate a 2,20 euros y los churros a 0,80 euros la unidad,
pero incrementan esos precios en un 15% por servirlos en la terraza. ¢ Cuanto tendremos que

pagar si nos tomamos dos tazas de chocolate y seis churros en la terraza de esa churreria?

AS.

En una empresa informatica se han fijado el objetivo de que las mujeres representen el 50% de
la plantilla, formada actualmente por 14 personas y en la que hay dos mujeres por cada cinco

hombres. ¢ Cuantas mujeres tendrdn que contratar para cumplir el objetivo?
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AUTOEVALUACION

SOLUCION A1;

Solo tienen relacién de proporcionalidad directa las magnitudes del apartado B.

SOLUCION A2;

Necesitaremos seis horas mas para terminar de estudiar, ya que nos quedan 10 temas y la razén

entre el tiempo empleado (en horas) y los temas estudiados es 3:5.

SOLUCION A3:

Deberd marcar 12 goles, ya que la razén entre el nimero de goles y el tiempo en minutos es 5:25,
que simplificada es 1:5, es decir un gol cada 5 minutos. Como una hora tiene 60 minutos, buscamos

la razén equivalente 12:60.

SOLUCION A4;

Deberemos pagar 10,58 euros por la consumicion en la terraza.
Los chocolates costarian 4,40 €.
Los churros costarian 4,80 €.

En total serian 9,20 €, pero al consumirlos en la terraza nos suben el 15% de 9,20 = 1,38 €.

SOLUCION A):

Tendran que contratar seis mujeres mas, ya que en la actualidad hay 4 mujeres y 10 hombres y el

50% supone igualar el nimero de hombres y de mujeres.
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PROBLEMAS QUE VAMOS A RESOLVER

1.- MAGIA

Prueba a hacer este truco de magia varias veces y anota el resultado

e Pensad en un numero (sin decirlo)

o Multiplicadlo por 2

e Sumad4

e Dividid entre 2

e Restad el numero que habéis pensado

e JQuéossale?

Intenta explicar por qué sale siempre el mismo numero.

2.- AREAS

Dibuja cuadrados en tu cuaderno aprovechando la cuadricula y calcula su area. Relaciona el
lado de los cuadrados que has dibujado con su area. ¢ Qué operacion realizas para calcularla?

¢Cual seria el area de un cuadrado de lado 30 cm?

3.- NUOMEROS TRIANGULARES

Describe cdémo se forma la siguiente secuencia de nimeros triangulares, écual el seria cuarto?,
¢y el décimo?, sabrias encontrar la relacidon entre la posicién que ocupan y el nimero de
puntos?

10 70 30

[ ]
L o o

[ ] e o e @ o
[ ] e @ @ e © & o

3 6 10
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HERRAMIENTAS MATEMATICAS

1. PATRONES

e
8 RCTOS

A) Se han colocado palillos formando la siguiente figura:

Mira como han dibujado tres estudiantes la figura anterior, describe como la hace cada uno y

cuantos palillos hay en cada paso:

Lt I | [ |1 |

Si tuvieran que formar 10 cuadraditos, ¢ cuantos palillos necesitarian?

@APR[ND[ Y APLICA
Cn

= Un patron es una secuencia de elementos (nimeros, figuras, simbolos) que se construye
siguiendo una regla. Por ejemplo, en el reto tienes un dibujo que forma un patrén que podemos
describir de diferentes maneras: dibujando un cuadrado o un segmento vertical y afiadiendo “C”
invertida, o dibujando los segmentos horizontales y luego los verticales. Cada paso da lugar a un
elemento del patrdn, un término, y repitiendo estos pasos se pueden formar otros términos del
patrdon. En los problemas iniciales visualizdbamos los niumeros triangulares, 3, 6, 10, ... de forma
geométrica y encontrdbamos una operacién que permite calcular los siguientes numeros
triangulares: 3= 1+2, 6=142+3, 10=1+2+3+4, el siguiente seria 1+2+3+4+5 = 15.
Conociendo la regla de formacion del patrén y el nimero de pasos que se dan, se puede conocer

cualquier término. Por ejemplo, en el reto se podria conocer el nimero de segmentos que forman
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1.- PATRONES

una figura con un nimero cualquiera de cuadraditos, o en el problema inicial 3 un nimero triangular

cualquiera, sabiendo en qué posicion se encuentra.

N\ PRACTICA

11.- Representa en la recta los siguientes numeros:

1,4,7,10,13, ...

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 T 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Escribe los dos términos siguientes. Escribe dos términos anteriores al 1. ¢Cudl es la regla que
permite obtener un nimero a partir del anterior?

Haz lo mismo con la secuencia: 3, 7, 10, 14, 17, 21, 24, ...

4.2, En una receta de cocina se usan 5 huevos por cada 2 tazas de harina. Completa la siguiente
tabla:

CANTIDAD DE HUEVOS Y TAZAS DE HARINA UTILIZADAS EN UNA RECETA

Cantidad de Huevos 5 10 15 20 25 30

Cantidad de tazas de harina

¢Qué regla has utilizado?

¢Cudntas tazas de harina se necesitan para 40 huevos?

1.3.— Ana hainvitado a su cumpleafios a los compafieros de su clase y estd pensando cémo colocar

las mesas y las sillas. Ha pensado en utilizar mesas cuadradas colocadas como la siguiente figura:
Ol 0 O 01 O O

] = = O =
O O O O 00

Es decir, si ponemos una mesa podremos poner 4 sillas, con dos mesas seis sillas, etc.

a) ¢Cudntas personas podran sentarse en 20 mesas? Explica cdmo lo has hallado.
b) Siahora utilizamos mesas rectangulares en las que en una mesa podran sentarse 6 personas,

con 2 mesas 8, con 3 mesas 10... Realiza los mismos célculos que en el caso anterior y

compara los resultados.

1.4.‘ Inventa un patrén geométrico dibujando las cuatro primeras posiciones y escribe la regla

general para obtener cualquier posicion. Inventa otro numérico.

Pasale el patrén a un compafiero para que deduzca la regla de formacion.
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HERRAMIENTAS MATEMATICAS

2.— USAMOS LETRAS COMO NUMEROS,

o
B8 RCTOS

A) Expresa la cantidad desconocida (¢?) utilizando operaciones con los datos que ves en cada

uno de los siguientes graficos:

1) 3

B) Carlos cogié una hoja de papel y la cortd por la mitad. Luego cortd una de

esas piezas por la mitad y repitié hasta que tuvo cinco piezas en total.

Llamo a al lado mas corto y b al lado mas largo del rectangulo mas pequefio.

Ahora Carlos ha colocado el rectdangulo mas grande y el mas pequefio en la

posicidon de la figura. Comprueba que el perimetro es 10a + 4b.

Alicia ha combinado los rectdngulos mas grande y mas pequefio de una manera diferente. Su forma

tenia perimetro 8a + 6b. ¢ Puedes encontrar cdmo podria haberlo hecho?
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2. USAMOS LETRAS COMO NUMEROS

@APR[ND[ Y APLICA

9

Denominamos Algebra a la rama de las matematicas que estudia expresiones que incluyen
letras (variables o incdgnitas), nimeros y operaciones. Cuando necesitamos utilizar expresiones
matematicas en las que aparecen nimeros y variables decimos que estamos utilizando el lenguaje
algebraico. A los numeros desconocidos, representados por letras, se les llama variables y las
expresiones que se utilizan se llaman expresiones algebraicas. Aprender algebra es aprender otro

idioma que requiere conocer las normas y traducir.

Traducir lenguaje usual a lenguaje numérico

Para poder traducir de lenguaje usual a lenguaje numérico primero debemos tener muy claros
ciertos conceptos matematicos que utilizamos en las operaciones bdsicas que vemos a diario por
ejemplo:

La diferencia entre dos humeros es el resultado de restar dichos nimeros.

El producto de dos numeros es el resultado de la multiplicaciéon de dichos numeros.

El cociente de dos numeros es el resultado de dividir dichos nimeros.

El doble de un numero es el resultado de multiplicarlo por dos, el triple por tres, etc.

La mitad de un numero es el resultado de dividir dicho nimero entre dos.

La tercera parte de un numero es el resultado de dividir dicho nimero entre tres. (Lo mismo

para la cuarta parte, quinta parte)
Por ejemplo, siJuan tiene 5 euros mas que Lola, que tiene 15, Juan tendra 15 + 5 euros. En este caso

se puede calcular el resultado, que sera 20 euros.

Podemos representar estas expresiones con discos numéricos. Por

ejemplo, la mitad de -6 es -3 como se ve claramente al repartir en dos
partes los discos numéricos (recuerda que hemos trabajado con ellos en el I . . .

tema de numeros enteros)

Traducir de lenguaje usual a lenguaje algebraico. En ciertas ocasiones, como hemos visto
en el reto, no conocemos el valor del nimero o nimeros con los que debemos trabajar y, por ello,
debemos utilizar letras para referirnos a ellos. Letras distintas representan nimeros distintos (los

lados del rectangulo son a y b, letras distintas representando cantidades distintas).
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2. USAMOS LETRAS COMO NUMEROS

Podemos representar nimeros desconocidos, positivos y negativos, utilizando discos algebraicos.

Los discos algebraicos tienen:

- Una letra en el anverso: . .

- Una letra con un signo menos delante en el reverso: . -y

Con estos discos represento nimeros desconocidos, positivos o negativos. Estos discos cumplen:

3) Sidoy lavuelta a un disco obtengo el valor opuesto.
Asi si doy la vuelta a . , obtengo su opuesto: .
Si doy la vuelta a . , obtengo su opuesto: .

4) Al colocar un disco junto a otro con su valor opuesto el resultado es 0.

x@ - ®~y -

Con los discos podemos expresar, por ejemplo,
e lasumade dos numeros cualquiera x+y . .

e la diferencia de dos numeros cualquiera x-y (recuerda que restar es sumar el ‘ -y

inverso)

e el doble de un nimero (o la suma de un nimero consigo mismo) 2x ‘ .

Una de las reglas del lenguaje algebraico es que no se escribe el simbolo para la

multiplicacién y otra es que el nimero se escribe primero.

También podemos juntar los discos algebraicos con los discos numéricos, . . para expresar,

por ejemplo,
e Lasumade un nimeroy tres unidades x+3 .. . .

e El doble de un nUmero menos una unidad 2x-1 . . .

Algunas expresiones no se pueden representar con discos numéricos, es el caso de las divisiones.
. . , . X . .
Por ejemplo, la mitad de un nimero se escribe > Otra de las normas del lenguaje algebraico es que

la division se escribe como una fraccion.

Al traducir expresiones, lo primero que tenemos que hacer es reconocer el nimero o cantidad
desconocida y escoger la letra que lo va a representar. Por ejemplo, si hay que traducir la expresién:
“El nimero de cromos de Luis, que tiene 3 cromos y compra 5 sobres de cromos si no sabemos

cuantos cromos hay en un sobre”
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2. USAMOS LETRAS COMO NUMEROS

La cantidad desconocida es el nimero de cromos de un sobre y lo Ilamamos x .,

asi que 5 sobres tendran 5x cromos ...’.

y como tenia 3 cromos, en total tiene 5x+3 .‘..‘. . .

En este apartado las expresiones con las que has trabajado son siempre suma o resta (recuerda que
restar es sumar el opuesto) de multiplicaciones o divisiones (recuerda que dividir es multiplicar por

el inverso) de nimeros con letras. Los nimeros se llaman coeficientes y las letras variables.

3X

Coeficiente Variable

N\ PRACTICA

2.1.— Representa con discos numéricos y algebraicos, y utilizando el lenguaje algebraico después:

a) Eldoble de la diferencia de dos nimeros.

b) Eltriple de un nimero mas cuatro unidades.

c) Elcuadruple de un nimero menos dos unidades.

d) Eldoble de la suma de dos numeros.

e) Ladiferencia de los dobles de dos numeros.

f) El dinero que tiene Maria si se gasta 3 € pero no sabemos cuanto tenia.

g) Los puntos que tendria un equipo de futbol si ganase los dos préoximos partidos, siendo
los puntos que tiene ahora algo desconocido.

h) El nimero de bananas que tienen Stuart y Bob si Stuart tiene 3 bananas y Bob ha

comprado cinco cajas de bananas, pero no sabemos cudntas bananas hay en la caja

22~ Completa la siguiente tabla, sefialando primero qué representa las variables que utilizas:

Expresion en lenguaje usual Variable Expresion algebraica

El triple de un precio desconocido

La diferencia de dos nimeros

Un ndmero que tenga una cantidad
cualquiera de decenas y 5 unidades

Los afios de Jorge dentro de un lustro, si
no sabemos cudntos tiene ahora
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2. USAMOS LETRAS COMO NUMEROS

1.3, En una bolsa tenemos cuatro peras y tres manzanas, y en otra, cinco peras y dos manzanas.
Si el precio de cuna pera es P y el de una manzana es M, é¢cémo calcularias el precio

de cada bolsa?, ¢y el precio total?

24.- Un estadio de futbol mide de largo el doble que de ancho. Sillamamos

a a la longitud del ancho, écdmo expresas la medida de la linea que delimita el campo?

{ { o

2.9.- Inventa dos ejemplos de situaciones en las que puedas usar 2x + 3y

HERRAMIENTAS MATEMATICAS

3. DAMOS VALORES A LAS LETRAS,

.
8 RLTOS

A) Para calcular la Tasa Metabdlica Basal (cantidad minima de energia que necesita tu cuerpo para

sobrevivir realizando las funciones basicas) se utilizan las siguientes expresiones:

Hombres TMB=10P + 6,25 A—5E + 5.
Mujeres TMB=10P +6,25A-5E-161
Donde P representa el peso en Kg, A la altura en cm y E la edad en afios. ¢ Cual es tu Tasa Metabdlica

Basal?

@ APRINDL Y APLICA.

= Cuando trabajamos con expresiones algebraicas estamos trabajando con numeros
desconocidos, pero équé pasaria si pudiésemos conocer el valor de esos numeros? Obtendriamos

como resultado un nimero, que representa el valor numérico de la expresion algebraica.
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3. DAMOS VALORES A LAS LETRAS

@ Para obtener el valor numérico de una expresién algebraica se 2
sustituye cada letra por su valor y se realizan las operaciones. Por ejemplo, para 3 i - 4
calcular el valor numérico de 3x — 4 cuando x vale dos, que se escribe x=2, se

sustituye la x por 2 y se opera. Ten en cuenta que el simbolo de multiplicacién 362 - 4=
no se pone en la expresion algebraica pero si hay que ponerlo cuando la _24— -

operacion es con numeros.

Cen

Formulas. Recuerda que en los problemas iniciales expresamos el drea de un cuadrado
cualquiera con una expresidn del tipo A = L%, donde la letra A representa el drea del cuadrado y la
letra L representa el lado del cuadrado. Esta férmula se interpreta como “el drea de un cuadrado se
calcula elevando al cuadrado la medida del lado”. Si te fijas, en la férmula hay un igual, una letra a
un lado y una operacién con letras al otro lado. Una formula es una igualdad de expresiones
algebraicas. Se utiliza para calcular cantidades desconocidas (como el area) a partir de otras
conocidas (como el lado). En la parte de areas y perimetros de figuras geométricas has visto muchas

férmulas. Veamos otros ejemplos relacionados con otras materias:

Ejemplo 1: ¢COmo se calcula la densidad de un cuerpo?
Seguln habéis visto en vuestro libro de Biologia y Geologia (incluso
quizd también en el libro de tecnologia), la formula que me permite

calcular la densidad de un cuerpo es la siguiente:

masa (g)

densidad (g/1) = volumen (1)

Como ves, la férmula significa que para calcular la densidad de un cuerpo hay que dividir su masa,

en gramos, entre su volumen, en litros.

Ejemplo 2: En el libro correspondiente a la materia de Tecnologia de 12 ESO podemos encontrar la

férmula correspondiente a la ley de la palanca, que

RESISTENCIA
dice que la fuerza por su brazo (la distancia de donde POTENCIA ﬂ
se imprime la fuerza al punto de apoyo) es igual a la U; e L
resistencia por el suyo (distancia de donde est3 el A

peso a vencer al punto de apoyo). Sillamamos P a la fuerza, R a la resistencia, p al brazo de la fuerza

y r al de la resistencia, la férmula se escribe asi:

Pp=Rr
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Esto nos permitiria, por ejemplo, calcular donde poner un punto de apoyo para vencer con una

fuerza determinada una resistencia también determinada.

N\ PRACTICA

3.1.— Hemos comprado dos refrescos y cinco chocolates. No sabemos cudnto cuesta un chocolate

ni cuanto cuesta un refresco.

POOO®

a) Ayudandote de los discos, representa esta situacion mediante una expresién algebraica.

b) Siel refresco vale 3€y el café 1€, écuanto pagamos?
c) Siel café vale 2€ y el refresco 4€, é cuanto pagamos?

d) ¢éCudnto pagariamos si el refresco vale 2,5€ y el café 1,5€?

3.2.— Calcula el valor de las siguientes expresiones algebraicas parax =6y x = 20.

a)x+5 b)x-6 c) 10 +x d) 40 —x e) 4x
3.3.— Mara tiene x afios actualmente. Escribe la expresion algebraica:
a) Laedad de Mara dentro de 10 afios.
b) Laedad de Mara hace 3 afios.
¢) Laedad de sumadre que tiene 32 aflos mas.
d) Laedad de su hermano que tiene 3 afios menos.

Ahora calcula el valor de las expresiones anteriores si Mara tiene 13 afios en la actualidad.

3.4.- Un estadio de futbol mide de largo el doble que de ancho. En el ejercicio 2.6. has representado

la longitud de la linea con una expresion algebraica.
a) Sielancho mide 45 metros, é¢cuanto mide la linea?
b) Siel ancho mide 60 metros, écuanto mide la linea?
c) ¢Cuanto mide la linea si el estado mide 100 metros de largo?
Fijate en que no hace falta calcular y sumar todos los lados cada vez, hemos obtenido una férmula

que permite calcular facilmente la longitud de la linea sdlo conociendo la anchura del campo.
3.9.~ Recuerda la férmula de la densidad gue vimos en el apartado anterior. Calcula:

a) éCual es la densidad de un cuerpo que tiene una masa de 580 g y un volumen de 0,4 I?
b) ¢ Cual es la densidad de un cuerpo que tiene una masa de 0,7 kg y ocupa un volumen de

0,8I?
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HERRAMIENTAS MATEMATICAS

1. OPERAMOS CON NUMEROS Y LETRAS

<
4 RCTOS

A) Entrega un calendario a un amigo y pidele que haga un cuadrado en un grupo de 9 niumeros.

Explicale que el cuadrado debe abarcar 3 por 3 nimeros como en MAYO

laimagen. Dile a tu amigo que en cuestion de segundoserescapaz | M M J V S D

de hacer la suma de esos numeros y dar el resultado. Demuestra ;> 3 4 5 6 7

gue para conseguir el resultado de la suma de los nueve nimeros, 8 9|10 11 12]13 14

tienes que multiplicar el nUmero que quede en el centro del circulo N | B e
22 23|24 25 26| 27 28

por 9.

B)

3 I
8—1) Observa la siguiente figura:
4 2

* Calcula el drea del del rectdngulo grande de dos formas distintas.

*  ¢Es posible justificar con este ejemplo alguna propiedad de las operaciones con nimeros?

b-? ' : :
Ahora no conocemos las alturas de los rectangulos: -:
X

* Calcula el 4drea del del rectangulo grande de dos formas distintas.
*

¢Es posible justificar con este ejemplo alguna propiedad de las operaciones con expresiones

algebraicas?

8_3) Ahora no conocemos la base de dos rectangulos. 3 -
X y

* Calcula el 4rea del del rectangulo grande de dos formas distintas.

* (Es posible justificar con este ejemplo alguna propiedad de las operaciones con expresiones

algebraicas?
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4. OPERAMOS CON NUMEROS Y LETRAS

QAPR[ND[ Y APLICA

@ Suma y resta de expresiones algebraicas.
Vamos a introducir las operaciones mas bdsicas con las expresiones algebraicas usando los discos
algebraicos. Estas operaciones se hacen para simplificar la escritura o comprobar que dos expresiones

representan lo mismo. Comenzamos con la suma o resta de dos expresiones con la misma letra.

Ejemplo 1. ¢ Cuanto seria x + 4x? Para calcularlo, representaremos x con un disco algebraico como se

muestra en la figura. Para afiadir el término 4x, afiadimos 4 discos mas. Obtendriamos 5 discos.

X + 4x = b5x

Ejemplo 2: Si queremos calcular 4x — x, ponemos 4 discos para representar 4x, para restar x tomamos

el disco opuesto y tenemos en cuenta que un disco positivo y otro negativo se anulan:
XXX X & 4x-x = 3x
H(_J
0

Ejemplo 3: ¢ COmo simplificarias 2x — 6x?
0JO: 2x — 6x

X X XXX XXX = X X X X es lo mismo que
H—J 2x + (-6x)

0

Ejemplo 4: ¢ Cdmo simplificariamos la expresidn -2x-3x? Para representar la expresidn algebraica -2x
cogemos dos discos -x y después afiadiriamos otros tres discos de -x mas, tal y como se muestra en la
siguiente figura:

Por tanto, obtendriamos el resultadode -2x-3x = -5x.

Ejemplo 5: Para sumar2x+3 y 3x+5:

(2x+3) + (3x+5) = 2x+3+3x+5

El resultado es 5x + 8, pues juntamos por un lado los discos de x y por otro los de los nimeros:

Ejemplo 6: Para sumar2x-3 y -x+4:

(2x-3) + (-x+4) = 2x-3-x+4
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El resultado es x + 1, pues juntamos por un lado los discos de x y por otro los de los nimeros y quitamos

R/_/\ J
~"

0 0

Ejemplo 7: Pararestar 2x+3 y 3x+5 sesumaa2x+3 el opuesto de (se dan la vuelta a los discos)

(2x+3) - (3x+5) = 2x+3-3x-5

OO @ OO @
0000000 00000000

Obteniendo - x - 2 al anularse discos opuestos:

ARNE DT DDOO D
0 0

Ejemplo 8: Pararestar 2x-3 y -x+4 se hace como en el ejemplo anterior:

(2x-3) - (-x+4) = 2x-3+x-4

90O 000
00900 - 0000

Obteniendo 3x - 7 ya que en este ejemplo no se anula ninguno.

Ejemplo 9: {Qué representa la expresion 2x + 3y + 1? Como se puede comprobar empleando discos

algebraicos, la expresidén no puede ser simplificada.

Ejemplo 10: ¢ COmo realizarias la siguiente operacion 2x + 3y — 4x + (-2y)?

00000000059 00000000059

0 0

2x + 3y + (-4x) + (-2y) = 2x - 4x + 3y - 2y

Obtendriamos entonces -2x + .

Cen

~ Propiedad distributiva. Recuerda que una multiplicaciéon con dos factores se puede representar

usando un rectangulo como en la figura:
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Asi, si tuviéramos que hacer el producto 2 (3x+4y), podriamos formar la figura de la izquierda,

=5-2 y también =4-3x

duplicando la representacién de 3x+4y. Si reorganizamos como en la izquierda obtenemos

2 (3x +4y) = 2(3x) + 2(4y) = 6x+8y

Luego también en las expresiones algebraicas se verifica la propiedad distributiva, lo que permite

multiplicar un nimero por una expresion. Por ejemplo:

3(2x+1)-2(x+2)= 3(2x)+3:1-2x-2-2 = 6X + 3 -2x —4 =4x - 1

N\ PRACTICA

41~ Simplifica las siguientes expresiones:

a) 4x + 5x b) 7x — 2x C)2x+1+x+2 d)6n—-2+5-2n

e)3y+5-5y-3 f) 6x + 2x + 5x -7x g) 3x+ 2x + x -11x h) 4x + 8x - 5x + 2x
- Simplifica:

a) 6x — (-3x) b) 3x — 6x c) -6x — 3x d) 6x — (-3x)

d) -3x+ (-6y) —4x—(-3y) e) -7y +(-2x) — (-2y) + (-5%) f)6x+(-3z2) +5—(-4z) + (-x) - 4
4.3.- utilizala propiedad distributiva para eliminar el paréntesis:

a) 2(x+3) c)—-3(2x—-1)
b) 3(2x+4y—2) d-3(x+y+1)

44.- Aqui hay un conjunto de cinco expresiones: (x+y) (x+2y) (x-2y) (x+4y) (2x+3y)

Elige cualquier par de expresiones y suma multiplos de cada una. {Puedes encontrar una manera de
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TRABAJA EN GRUPO

LA CASETA DE PLAYA

Una “Caseta de la playa” se genera a partir de sus dos numeros centrales. ¢Podéis averiguar la

regla para obtener los niUmeros del tejado y el suelo?

< 10 8

5 | 9 4 | 14 10 | 18
14 18 28

a) Estas casetas forman una secuencia. ¢ Podéis ver cémo se forma la segunda caseta a partir de la
primera? ¢Y como se forma la tercera a partir de la segunda?

b) ¢Podéis dibujar las siguientes casetas en la secuencia? ¢ Observasteis alguiin patrdon interesante?

c) Haced algunas secuencias de casetas empezando con vuestros propios numeros. ¢Estas
secuencias siguen patrones similares?

d) Si tenéis una caseta en el medio de una secuencia, ¢Podéis encontrar las casetas que vienen

antes de esta? Aqui tenéis un ejemplo para probar:

16

?7 07 10 | 26

36

e) Siconocéis cualquier par de nimeros de una caseta, ¢Puedes averiguar los otros dos?

f) éPodéis encontrar una secuencia de casetas donde dos casetas consecutivas tienen el mismo
numero en el tejado?

g) Siconocéis los nimeros en una caseta, ¢ Cémo puedes calcular los nimeros de la cuarta caseta
a su derecha? ¢O de la décima? ¢o de la 1007?

h) Si conoces los nimeros de una caseta, ¢puedes calcular los nimeros de la sexta caseta a su

izquierda? ¢O de la 12? ¢o de la 1007
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DL UN VISTAZO

@ DIBUJA LAS IDEAS PRINCIPALES DEL TEMA:

v Un patrén es una serie de elementos que se obtienen siguiendo una determinada regla

V' Las expresiones algebraicas son expresiones con numeros, letras y operaciones.

v’ Las expresiones algebraicas se usan para representar cantidades desconocidas llamadas
variables.

v" En las expresiones algebraicas cuando se sustituyen las letras por valores concretos se
obtiene el valor numérico de la expresioén.
Las expresiones algebraicas se pueden sumar juntando expresiones iguales.

v’ Las expresiones algebraicas se pueden restar sumando la expresién opuesta.

v Las expresiones algebraicas se pueden multiplicar por niimeros utilizando la propiedad

distributiva.
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Llegados al final del tema reflexiona sobre lo que has aprendido. Marca en la siguiente tabla lo que

corresponde a cada frase, haz la autoevaluacién y revisa de nuevo la tabla.

- - ";_: -— “ "

2 8 ™ o

§00MO L0 HAGO? - wa
Me cuesta Estoy Lo hago

Soy uhn

hacerlo aprendiendo bien experto

Identifico patrones

Entiendo el concepto de variable como
numero desconocido

Traduzco de lenguaje usual a lenguaje
numeérico

Traduzco a lenguaje algebraico textos y
enunciados

Calculo el valor de una expresion algebraica
Sumo y resto expresiones algebraicas
Utilizo la propiedad distributiva para
multiplicar una expresion algebraica por un
numero

Explico de forma ordenada y clara los pasos
que sigo para resolver un problema
matematico

Expreso las dificultades que tengo a la hora

de resolver un problema matematico
Trabajo en equipo para resolver problemas
matematicos

Diseflo o pienso un plan para resolver un
problema matematico, aunque el plan
después no funcione

Doy sentido a los resultados tras resolver un
problema matematico

Explico de forma ordenada y clara los pasos
que sigo para resolver un problema
matematico

Expreso las dificultades que tengo a la hora

de resolver un problema matematico
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AUTOEVALUACGION

A1 Luis tiene canicas de varios colores (rojas, verdes, blancas y azules) y todas las del mismo color
tienen el mismo peso. Vamos a llamar r al peso, en gramos, de cada canica roja.

Expresa en utilizando r las siguientes expresiones:
a) El peso de una canica verde, que pesa 5 gramos mds que una canica roja.
b) El peso de una canica blanca, que pesa 3 gramos menos que una canica roja.
c) El peso de una canica azul, que pesa el doble que una canica blanca.
d) Si en total Luis tiene dos canicas rojas, diez verdes, cuatro blancas y una azul, el peso
total de las canicas es ...
e) Hemos pesado una canica roja y ha pesado 8 g. Calcula el peso de todas las canicas de

Luis.

A2 Paula tiene tres hermanos, que son Ana, Berta y Carlos. Ana tiene el doble de afios que Paula,

Berta tiene 2 afios mas que Ana y Carlos tiene los afios que Paula tenia hace cinco anos.

a) Sillamamos x a la edad de Paula. Expresa en funcién de x las edades de sus hermanos.

b) Si Paula tiene 6 anos, écuanto suman las edades de los cuatro hermanos?

A3 En los ejercicios 1y 2 anteriores hemos traducido del lenguaje coloquial al lenguaje algebraico

y ahora vamos a hacer lo al contrario.

Invéntate enunciados que correspondan con las siguientes expresiones algebraicas:

a) 3x-—1. x+(x+1)

b) 4a dt+5=2t+1
A4.Simp|ifica:

a) 3x+12x c)5+4x

b) 10t —7t d)3x—2y+4—-2y-3

A5 Aplica la propiedad distributiva:

a) 5-(x+1) c) =5(3x—5y)
b) 2(a+b) d)—2(2x+3y—-5)

AB Observa la siguiente secuencia

Dibuja las figuras 4 y 5. ¢ Cuantos hexagonos verdes y cuantos rojos contiene cada figura?, é Cuantos
hexagonos rojos y cuantos verdes tendra la figura 10? Explica cdmo llegas a deducirlo.
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AUTOEVALUACGION

SOLUCION A1:

a)
b)
c)
d)

e)

r+5

r—3

2-(r—=3)

2r+10-(r+5)+4-(r—-3)+2-(r—3)

Si operamos en esta expresion, se obtiene: 2r + 10r + 50+ 4r — 12+ 2r — 6 = 18r +
32

2:84+10-134+4-54+10=16+ 1304 20+ 10 = 176 gramos pesan todas las canicas
de Luis.

También podriamos haber sustituido la r por 8 en la expresiédn 18r + 32, de modo que
serian 18 -8+ 32 = 144 + 32 = 176.

SOLUCION A2:

a)
b)

Ana 2x, Berta 2x + 2 y Carlos x — 5.
Si Paula tiene 6 afios (es decir x = 6) entonces Ana tiene 12 afos, Berta 14 y Carlos 1 afio.
De modo que las edades de los cuatro suman 33 pues 6 + 12 + 14 + 1 = 33.

SOI_UCION A3 Para este ejercicio hay infinidad de respuestas posibles. Algunas de estas

respuestas podrian ser las siguientes:

a) 3x-—1. Le restamos una unidad al triple de un nimero.
b) 4a’. El area de cuatro cuadrados.
c) x+(x+1). La suma de dos numeros consecutivos.

d) t+5=2t+1. Siaunnumerole sumamos cinco unidades se obtiene lo mismo que
si al doble de dicho nimero le sumamos una unidad.

SOLUCION Ad4:;

a) 3x+12x = 15x

b) 10t—7t =3t

c) 5+44x=5+4x

d 3x—2y+4—-2y—-3=3x—4y+1

SOLUCION AY:

a) 5x+5

b) 2a+ 2b)

c) —15x— 15y
d) —4x—6y+10

SOLUCION A6;

El nimero de hexagonos rojos es la sucesion 1, 2, 3, 4, 5. Como aumenta de uno en uno la figura
10 tendra 10 también. Los verdes comienzan en 6 y van aumentando 4 cada vez, asi que son 6, 10,
14, 18, 22, ... En la figura 10 habra aumentado 4 9 veces por lo que tiene 6+4-9=42.

14
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PROBLEMAS QUE VAMOS A RESOLVER

1.— Pilar, la profesora de Lengua, calcula la nota de sus alumnos utilizando la siguiente formula:

0,8 - EXAMEN + 0,2 - = NOTA

a) Sl obtuviste un 6 en el examen y un 8 en el comportamiento ¢Cual

sera tu nota en la asignatura?

b) Para aprobar la asignatura ¢ Qué calificacién debes sacar en el
examen si tienes un 9 en comportamiento? ® Examen

c) Javier sacé un 7,5 en el examen de Lengua ¢ Qué nota de Comportamiento
comportamiento necesita para obtener un 8 en la asignatura?

d) Utiliza los porcentajes de una de tus asignaturas para calcular qué nota debes obtener esta

evaluacion para aprobar.

.- La suma de cuatro nimeros impares consecutivos es de 64. ¢ Cuales son esos nimeros?

jQUE SABES DE .2

nifios T+ 10
50

nifnas

VLO

. T
PIENSO ME PREGUNTO
o

' S

N =1

I+Yy=1

VLO

®

PIENSO

@

ME PREGUNTO
oIl

ECUACIONES

NI




HERRAMIENTAS MATEMATICAS

1. IDENTIDADES Y ECUACIONES.

2
8 RITO

A) Encontrar el valor que verifique la igualdad:

)0 + 4 =5 3)04+1=2-0-0+1
2)2-0-1=3 A0 +6-0=7-0

b) Sin dibujar, escribe el nUmero de

B) observa el patrén de los palillos: palillos necesarios para realizar el
caso de 9 unidades y el de 25
/ \\ : , - unidades.
1 unidad, 2 unidades, 3 unidades,... c) Sielndmero de unidades es n,
a) Completa la tabla: é¢podemos saber cudntos palillos

N2 de unidades '1 2 |3 4 |5 |6 |7 necesitamos?

N2 de palillos 3 |6 d) Sitengo 99 palillos, écuantas

unidades tendré?

QAPR[ND[ Y APLICA
Q=

~ Unaigualdad estd formada por dos expresiones separadas por el signo =. Puede ser numeérica,
si solo intervienen numeros, y algebraica, si intervienen nimeros y letras. Las igualdades numéricas
pueden ser ciertas o falsas.

Por ejemplo, tenemos que 22— 1 = 3 es una igualdad numérica cierta, mientrasque 3+2=6+1esuna
igualdad numérica falsa. Y tenemos también las igualdades algebraicas como hemos visto antes, por

ejemplo3a+a=4ay3b+1=10.

Ca

~ Unaidentidad es una igualdad algebraica que es cierta para cualquier valor de las letras. Por
ejemplo, si tenemos la expresidn 3x + x = 4x, da igual el valor que le demos a la x, ya que se va a cumplir
siempre la igualdad. Por tanto, es una identidad.

X X X X

3X+X

4x

18



1. IDENTIDADES Y ECUACIONES,

?

Una ecuacion es una igualdad algebraica que no es cierta para todos los valores de las letras.
Por ejemplo, si tenemos la expresién 2x + 5 =9, esta igualdad sdlo sera cierta si la x toma el valor 3. En
cualquier otro caso, serd una igualdad numérica falsa. Por tanto, es una ecuacion.

X X 5
2x+5
9
9

@ La igualdad a + 2a = 3a es cierta para cualquier valor que se dé a la letra a:

Valor de la izquierda Valor de la derecha éSon iguales las dos partes?
Para a=1 1+2:1=3 31=3 Sl
Paraa=2 2+2:2=6 32=6 S
Paraa=-5 -5+ 2:(-5) =-15 3:(-5) =-15 S

¢Puedes entonces deducir si es una ecuacién o una identidad?

La igualdad c + 2 =9 no es cierta salvo parac=7:

Valor de la izquierda Valor de la derecha éson iguales las dos partes?
Parac=1 1+2=3 9 NO
Parac=-2 -2+42=0 9 NO
Parac=7 7+2=9 9 S

¢Puedes entonces deducir si es una ecuacién o una identidad?

N\ PRACTICA

1.1.- Diferencia entre las siguientes igualdades algebraicas cuales son identidades y cudles ecuaciones:

a)ba=5a+3 c)b+1=b+1 e)5y—1=2y—4+3y
b) 13-2x=6-3x d)7-3c=4-3c+3 f)3m+4=2m+4+m

1.2.- Escribe ahora tu, tres ecuaciones y tres identidades y explica por qué lo son cada una de ellas.

HERRAMIENTAS MATEMATICAS

2.ECUACIONES EQUIVALENTES

=
&8 RITO

A) Relaciona de entre estas ecuaciones las que tienen la misma solucién.

7+x=13 §=2
a+2=9 2c=12
m-4=4 y+1=1
13=9+n 3w-2=19
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2. LCUACIONES EQUIVALENTES

B) Averigua cual de los siguientes niumeros es solucién de las siguientes ecuaciones:

ECUACION POSIBLES SOLUCION | ECUACION POSIBLES SOLUCION
SOLUCIONES SOLUCIONES

3y+7=y-312,-1,-5 al-2=-1 -1,-10,1

Xx+2=4x-111,-2,-3 -b-3=7+b |2,4,-5

¢Cuales de ellas tienen la misma solucion?
@ spRovor v apLica EGUACION

10 MIEMBRO 10 MIEMBRO |n2¢ia)hifw: X

OC Grado: 1

= Los miembros de una ecuacién = . dofucion: X=( Y X=3
son las expresiones algebraicas que TERMINGS
hay a cada lado de la igualdad. 2

ECUACION
<= Los términos de una ecuacion son 10 MIEMBRO 10 MIEMBRO IGW "’?M: ayhn
r .

los sumandos que forman los miembros. . . = . So becioned: ih,{ﬁhﬂ' ad
Oa TERMINOS

= Las incégnitas de una ecuacién son [CU AC'ON
las letras que aparecen en los términos L.

10 MIEMBRO 20 MIEMBRO Incégnita: X

cuyos valores son desconocidos. Cr 1
Ca . . = .. Sobucion: X=-3
= El grado de una ecuacién es el del TERMINOS

término de mayor grado.

%

La solucion de una ecuacion son los valores numéricos de las incognitas que hacen cierta la

igualdad.

@ Dos ecuaciones son equivalentes cuando tienen la misma solucion. Si tenemos la ecuacion

d+2 =8, ylaecuacién 2d + 4 = 16, tenemos que en las dos la solucidn serd d = 6.
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2. ECUACIONES EQUIVALENTES

N\ PRACTICA

21.- Completa la siguiente tabla:

ECUACION PRIMER SEGUNDO TERMINOS INCOGNITA | GRADO
MIEMBRO MIEMBRO

x+4=14

4+a’=5

3y=21

m-2=4

4-x>=0

3=d+3

1)~ La ecuacién 3x + 2 = 5 tiene como solucién x = 1. ¢Cudl de las siguientes ecuaciones son
equivalentes a esta?

a)3y+10=20 c)4m—-1=3m+3 e)§=4 g)dk=k+6

b)2a=2 dn-1=2n-2 f)5=t+4 h) 12w — 3w + 10 = 5w + 18

1.3.- Para cada una de estas ecuaciones, escribe una ecuacioén equivalente y halla su solucién:

ECUACION ECUACION EQUIVALENTE SOLUCION
y+4=14

5+a=4

3x=21

m-2=4

4-w=0

3=b+3
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HERRAMIENTAS MATEMATICAS

3. RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO

s
8 RITO

A) Inventa un enunciado de un problema que se adapte a esta ecuacion 6x —1=4x+ 3, e

intenta resolverla.

B) Esta balanza esta en equilibrio. Todas las bolas pesan igual. Ten en cuenta que las

operaciones que hagas con la balanza deben mantenerla en equilibrio.

m  ¢Cuanto pesara cada bola?
[ 3 Dibuja en diversas balanzas los pasos que das

m  ¢Podrias escribir con simbolos todo lo que has hecho?

QAPR[ND[ Y APLICA
O

=  Resolver una ecuacién es encontrar su solucion, si ésta existe. Puede haber casos en los
gue las ecuaciones no tienen solucién, por ejemplo 3c — 1 = 3c. Esta ecuacidn no tiene

solucion.

@ El dlgebra es como un puzzle en el que partimos de una expresion del tipo "x -2 =4"

y queremos terminar con algo de la forma "x=6".

Pero en vez de decir "obviamente x =6 ", buscamos la soluciéon siguiendo estos pasos:

e Piensa qué necesitariamos quitar para dejar "x =..."
e Eliminalo haciendo lo opuesto de lo que tenemos (sumar es lo opuesto a restar).
e Debes realizar cada accién en ambos lados de la igualdad.

Por ejemplo: x—-2=4
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3. RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO

. Hacemos lo .
Queremos quitar iTenemos la
" an opuesto: En ambos lados: Queda ... .
-2 b ” solucion!
sumar 2”:

x(~2)= 4 X -2 = 4 X -2 =4 x +0= 6 X=6
@ 2 Y
0 0O _6

éPor qué sumamos 2 en ambos lados? = Para “mantener la balanza en equilibrio”...

.

- — ; ) : _
/ \ . | | 49
A T /4N 42 A 7

X-2

Suma 2 al lado izquierdo
iNo estd en equilibrio!

Suma 2 al lado derecho

En equilibrio Otra vez en equilibrio

Cn

Recuerda: Para mantener el equilibrio, tenemos que hacer lo mismo a los dos lados
del II=II

@ Para resolver una ecuacion, tendremos que obtener ecuaciones equivalentes

teniendo en cuenta las siguientes propiedades:

Si se suma o se resta a los dos miembros de una ecuacién una misma cantidad, se

obtiene una ecuacién equivalente.

Si se multiplican o se dividen los dos miembros de una ecuacidn por una misma

s
I

]
[m] it

cantidad (distinta de cero), se obtiene una ecuacidn equivalente.

Puedes practicar ejercicios con las balanzas aqui: Equality Explorer (colorado.edu)

https://es.mathigon.org/polypad/8nkXtAkEr2ggA?s=03
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https://phet.colorado.edu/sims/html/equality-explorer/latest/equality-explorer_en.html
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3. RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO

2x—-3=x+1

2x—-3=x+1

B0000) @ BO

O

/

2x—3+3 =x+1+3

Suma 3 en ambos lados

mm@ ﬂ QOO
O

ﬂ E@@@@
/
L~ =
] N %@@@@
2Xx—=Xx = x+4-x Resta x en ambos lados @)
/ \

ﬁﬂf

204

ECUACIONES




3. RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO

2y+1=5

rie ﬂ DOOOD

2y+1=5

Para quitar +1

2y+1-1=5-1

usamos -1
2y =4
2y 4 ) Pa_ra_qwtar )
— = — multiplicar por 2
2 2 dividimos entre 2
y =2
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3. RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO

Completa ahora tu las balanzas:

3a—-3=a+1
3a-3=a+l o
-\
L J
33-3+3 =a+1+3 Suma 3 en ambos lados A 4 o : 4
-\
L J
3a =a+4 S : . S I
\
L J
3a—a=a+4-a Resta a en ambos lados A o A
\
L J
I\ Iml )
2a =4 "
AN
L J
2a 4 C ) @ S 7
= Dividimos entre 2 o
\
L J
" K 7 N 5 7
a= o
L1
L J
0\
3.1.- Rellena los huecos para completar la igualdad:
[1+3=9 21—-11=13 2-11=16 2-11+2=101+7
—-6=14 +3=9 ok 3-1—4=1+8
4
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3. RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO

3.2.— Observa las siguientes balanzas:

a) ¢éCudnto pesa una
sandia?

b) ¢Cuanto billones
de toneladas pesa
el martillo de
Thor?

¢) Calculaelvalorde x:

d) Asocia cada expresion algebraica a una de las balanzas anteriores:

|
N

U #—

0 () HoOOD
\ # % /
L —o—— |

UN

Ecuacion

2a+5=a+9

3+3b=b+6

3x+2=2x+4

Balanza

e) Enlas expresiones anteriores ¢ Qué representa la incognita?

ECUACIONES
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3. RESOLUCION DE ECUACIONES DE PRIMER GRADO

3.3.= Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado, indicando todos los pasos que

haces:
a+3=12
c—3=6
4e = 20
—6h = 42
8m+2 =166
7p +5=-23
3—-2s=25
4w +3=-7/3

b+4=-8
d—14=-1
3f = —27
—9k = —36
3n—5=16
2q—7=-19
13 — 3t = —20
3x —0.9 = 0.81

3.4.— Resuelve las siguientes ecuaciones de primer grado, indicando todos los pasos que

haces:

82-5z2=2+8
12a—-7+a-5=11a-10+a
10c+1-7c=5c-5+4c
3+x=9x—-6+7x—-4-x-1
1-(1-3)=3
2c-5(2—-c)= —Bc-1)
2:(e+3)-6:(5+e)=3e+4
Xx-2:(x-2)=3

3w+w+4=2w+10
18b+15+5b—-9-7b=9b -8
2-13d=6d+1+d-9
2y—-5-7y+1=4y—-6y+11
-(-b+5)=4

-[-(d-3)+4]=5
5-(2f-1)+3:(f-2)=10f-5
4.-(y—-2)+3=1-3-2-y)

3.9.— Encuentra el error al resolver las siguientes ecuaciones, y reescribe bien la solucién:

N+d=N-1 X-2+X=-3+4X+]
X =2 =0i-1+4-X X2+ X-MX+2=MX-3 +2 + ] - KX
X=+3 3X =1
3X/13= 311
X=3
X-3=-3-X X+ -1=3+4x-1
N+ X-3+3=-F+X+3-X X+ W-X-1+1=3 -0 +1+4X - 4X
X =0 - =1
X14=0/14 X=12+1-1
X=1

3.6.~ Escribe una ecuacién para cada una de las siguientes soluciones:

a) a=1 b)b=-2 c)jc=3

d)d=-5 e)e=10 flx=0
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HERRAMIENTAS MATEMATICAS

4. RESOLICION DE PROBLEMAS DE ECUACIONES

e
&4 RCTO

A) Busca un nimero que sumado con su siguiente dé como resultado 7.

B) En una granja hay 50 animales entre gallinas y conejos, y entre todos los animales suman

120 patas. ¢ Cuantas gallinas y conejos hay en la granja?

C) Tienes un rectdngulo de base el doble de su altura y de perimetro 100 cm. ¢ Cudles son sus

dimensiones?

QAPR[ND[ Y APLICA -

<  PASO 1: Antes de empezar a actuar, intenta entender bien el problema. Lee el
enunciado cuidadosamente y anota todos los datos del problema que vas a necesitar. Hazte
un esquema o dibujo para terminar de entenderlo. Pregluntate: { Qué te piden?

0

PASO 2: Identifica la incognita. Mira a ver qué te pide el problema y utiliza una
incognita para la cantidad que tengas que resolver o a una de las que tengas que calcular.

PASO 3: Plantea la ecuacion con los datos que nos da el problema. Con los datos que
nos ha dado el problema escribe la ecuacidn que haga que el problema tenga sentido.

0

PASO 4: Resuelve la ecuacion. Utiliza el método visto anteriormente para resolver la
ecuacién que te ha salido.

'

PASO 5: Comprueba el resultado. Piensa si es razonable. Una vez que hayas resuelto
la ecuacion y tengas el resultado, vuelve a leer el problema y mira a ver si esa es la solucidn
gue nos piden y si es razonable. Puede que no tenga sentido la solucién que hemos
obtenido. Por ejemplo, si obtenemos resultados negativos al calcular una distancia o un
area.

@ Saul compro por Internet 3 cajas de bombones. Los gastos de envio eran 9 € y en total pago
45 €. ¢ Cudnto costaba cada caja?

Llamamos x al precio de una caja de bombones. X X X %€
Entonces 3 cajas cuestan 3 veces x.
3vecesxmas 9 €es 45 €:

45€ en total
3x+9=45

20



1. RESOLIGION DE PROBLEMAS DE ECUAGIONES

iResolvemos la ecuacidn!

La ecuacidn inicial es: 3x+9=45
Restar 9 a ambos lados: 3x+9-9=45-9
Simplificar: 3x =36
Dividir por 3: 3x/3=36/3
Simplificar: x=12

Tenemos que cada caja costo 12 €

@ ¢Cudl es el numero entero que al sumarle 5 resulta un nimero seis veces mayor que
el que resulta al restarle 5?

x-5 5 b 4

x5 x-5 x5 x5 x5 x5

Llamamos x al nimero que queremos calcular. Entonces tenemos una barra de x que al
sumarla 5, es lo mismo que seis veces x — 5.

X+5=6(x—-5)
iResolvemos la ecuacion!

La ecuacion inicial es: X+5=6(x—-5)
Quitamos paréntesis: x+5=6x-30
Restamos 5 a ambos lados: Xx+5-5=6x-30-5
Restamos 6x a ambos lados: X —6X = 6x — 35 — 6x
Simplificar: -5x =-35
Dividimos por -5: —_Sx = _—35

-5 -5
Simplificar: x=7

Tenemos que el nimero es 7.
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4. RESOLICION DE PROBLEMAS DE ECUACIONES

@ Un padre tiene 26 afios mds que su hijo. Cuando pasen dos afios la edad del padre
serd triple que la del hijo. ¢ Qué edades tienen hoy el padre y el hijo?

EDAD PADRE [y X 26
EDAD HIJO =':_:> X

EDAD PADRE EN 2 ANOS =g X 26 2
EDAD HIJO EN 2 ANOS > X 2

PADRE X 26 2

HUO x 2 x 2 x 2

Llamamos x a la edad del hijo.
Llamamos x + 26 a la edad del padre.
Cuando pasen dos anos:

El hijo tendrd x + 2

El padretendra x+ 26 +2 = x + 28

Tres veces la edad del hijo es igual a la edad del padre
3 (x+2)=x+28

iResolvemos la ecuacion!

La ecuacién inicial es: 3:(x+2)=x+28
Quitamos paréntesis: 3x+6=x+28
Restamos 6 a ambos lados: 3x+6—-6=x+28-6
Simplificar: 3x=x+22
Restamos x a ambos lados: 3X=X=x+22-Xx
Simplificar: 2x =22
Dividimos entre 2 a ambos lados: 22_x = 22_2
Simplificar: x=11

La edad del hijo serd 11 anos y el padre tiene 37 aiios.

ECUACIONES W



1. RESOLIGION DE PROBLEMAS DE ECUAGIONES

N\ PRACTICA

4.~ si al doble de un niimero le sumas 6 obtienes 18. ¢De qué numero se trata?

4.2~ Halla las edades de tres hermanos sabiendo gue suman 60 afios, que los dos pequefios se

llevan dos afos, y que el mayor tiene tantos afios como los otros dos juntos.

4.3.— Tengo 30 monedas de 1€ y 2€, que valen en total 42€. ¢Cuantas monedas tengo de cada
clase?

44.- siun tridngulo isdsceles tiene un perimetro de 40 cm, y su lado desigual mide 8 cm menos

que sus lados iguales, écuanto miden sus lados?

45.-¢e patio de un colegio es rectangular, el doble de largo que de ancho, y su perimetro es de

600 m. Si se quiere poner una valla que cuesta a 2€ el metro en el lado mas largo, y 1€ en el lado
corto, écuanto habra que pagar?

4.6," Si Pablo tiene 10 afios y su madre 36, écudntos afios deben pasar para que la edad de la
madre sea el doble de la de su hijo?

4.].- inventa un problema para cada solucién:
A) x=5
B) x=12

1] ECUACIONES



CUADRADOS MAGICOS

Forma grupos de 3 0 4 alumnos.
En el siguiente cuadrado escribe los nimeros del 1 al 9 de forma que la suma de sus

filas, sus columnas y en diagonal, sea 15.

Con el mismo cuadrado, intenta escribir con lenguaje algebraico lo que valdria cada
celda si todas las sumas tienen que ser las mismas.
Ahora en el siguiente cuadrado, escribe los nimeros del 1 al 16 de forma que la

suma de las filas y de las columnas sea 34.

En el mismo cuadrado, intenta generalizar con el lenguaje algebraico de forma que
cada fila y columna sumen lo mismo.
Busca en internet cuadrados magicos famosos, y quién los creé.

Hay que explicar los pasos seguidos en el grupo para resolver la actividad.

SOLUGION DE LA ACTIVIDAD

DL UN VISTAZO

@ DIBUJA LAS IDEAS PRINGIPALES DEL TEMA:

NEURUENRN

Diferenciar entre identidad y ecuacién.

Partes de una ecuacidn: miembros, términos, incégnitas, grado y solucidn.
Ecuaciones equivalentes.

Resolucién de ecuaciones de primer grado.

Resolucién de problemas mediante ecuaciones de primer grado.
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Llegados al final del tema reflexiona sobre lo que has aprendido. Marca en la siguiente tabla lo que

corresponde a cada frase, haz la autoevaluacidn y revisa de nuevo la tabla.

SOY CAPAZ DE WACERLO?

Reconocer lo que es una igualdad algebraica
Distinguir entre identidad y ecuacién
Reconocer los miembros de una ecuaciéon
Reconocer los términos de una ecuacién

Identificar el grado de una ecuacién

Reconocer cudl es la incégnita de una
ecuacién
Entender lo que es la solucién de una
ecuacion

Escribir ecuaciones equivalentes a una dada

Entender qué es resolver una ecuacion

Resolver ecuaciones sencillas, entendiendo
los pasos

Resolver ecuaciones con paréntesis,
entendiendo los pasos

Identificar en un problema los datos
conocidos y los datos que hay que hallar
Reconocer la incégnita en los datos de un
problema

Saber escribir en el lenguaje algebraico la
ecuacion que resuelve el problema
Inventar problemas en los que se usen
ecuaciones

Explicar la solucidn de los ejercicios y
problemas

Comprobar la solucién del problema

Ser capaz de resolver problemas de
geometria

Ser capaz de resolver problemas de nimeros
Ser capaz de resolver problemas de edades

Ser capaz de resolver problemas con precios

Explicar de forma ordenada y clara los pasos
que sigo para resolver un problema
matematico

Expresar las dificultades que tengo a la hora
de resolver un problema matematico

3 e
-~ i
No soy capaz Sélo a veces.

AUh me cuesta

're
En general

creo que si

seria capaz

_—
il
.

Sin

ninguna duda.
iPuedo con

ello!

M
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GSOY CAPAZ D[ ”AC[RLO? No soy capaz

Razonar o argumentar las decisiones que
tomo al resolver un problema

Motivarme para enfrentarme a los problemas
matematicos

Trabajar en equipo para resolver problemas
matematicos

Disefiar o pensar un plan para resolver un
problema matematico, aunque el plan
después no funcione

Dar sentido a los resultados tras resolver un
problema matematico

Expresar problemas cotidianos en lenguaje
matematico cuando veo que las matemdticas
pueden ayudar a resolverlos

Reconocer problemas cotidianos que pueden
ser resueltos utilizando las matematicas

. )
dM[ SIENTO, ME VEO 0 PIENSO &

En absoluto.

ASI?

Comprendo las matematicas

Estoy deseando aprender nuevas cosas en
matematicas

Hacer matematicas es facil para mi

Las matematicas estan en todas partes de
nuestra vida cotidiana

Las matematicas me confunden

Las matematicas me cuestan mucho

Las matematicas son aburridas

Saber matematicas me serad util en el futuro
Me encantan las matematicas

Uso las matematicas en otras asignaturas

Se me dan bien las matematicas

Me lo paso bien resolviendo pasatiempos o
retos matematicos

i-l-"i
>

Sélo a veces.

AlUh me cuesta

::fi
r
De vez en

cuando, pero en

general no.

AUTOLVALUACION

- -_—
9 B
e
=
Sin
En general .
) hinguna duda.
creo que si
) iPuedo con
seria capaz
ello!
- _—
® Sk
= -
Coh bastante Casi siempre.

frecuencia.
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AUTOEVALUACION

¢ME SIENTO, ME VEO 0 PIENSO

ASI?

Mucha gente usa matematicas en su trabajo

No es necesario saber matematicas

No necesitaré nunca saber matematicas
cuando deje de estudiar

Puedo resolver problemas dificiles de
matemadticas

Reconozco si mis respuestas en matematicas
tienen sentido

Resolver problemas de matematicas es
divertido

Resuelvo problemas de matemdticas por mi
cuenta solo por gusto

Saber matematicas es util

Odio las matematicas

Me lo paso bien jugando a juegos matematicos
Solo uso matematicas en clase de matematicas
Soy muy buena /o en matematicas

Me lo paso bien estudiando mateméticas

Uso matematicas fuera de la clase de
matematicas

AUTOEVALUACGION

En absoluto.

. -
De vez en Con bastante Casi siempre.
cuando, pero en frecuencia.

general no.

Al Lee Ia siguiente informacidn y responde a las siguientes preguntas:

“Los precios de alquiler de material en la estacidon de esqui son”:

Individual | Familia
Alquiler para los primeros 2 dias 25€ 90€
Alquiler para cada dia a mayores 6€ 20€

PREGUNTAS:

-—

1. Escribe una férmula para saber cudnto tiene que pagar una

. ¢Cuanto pagara Carmen por alquilar material 6 dias?

persona por alquilar material n dias, conn > 2. Y una familia?
3. éEs posible que una familia de 3 personas pague menos eligiendo la forma de pago

individual? ¢Y una de 47

4. Sino quiero gastarme mas de 79€, ¢cudntos dias podré alquilar el material?

N6
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AUTOEVALUACION

A2, sergio quiere vallar su jardin, y necesita calcular cudntos metros de valla debe

comprar.

- La pared AB mide 7x + 3 metros.

- El segmento EF mide x + 3 metros.

- El segmento BC mide 5x + 2 metros.

- Elsegmento AF mige 4x — 5 metros. c

F__(x¥3) metros E (5x+2) metros

(4x-5) metros

A (7x+3) metros o
PREGUNTAS:

1. Halla una expresién, en funcién de x, para la medida del segmento CD.

. Halla una expresién, en funcién de x, para la medida del segmento DE.

3. Sergio sabe que el segmento BC es el doble que el segmento AF. Escribe su ecuacion
correspondiente, y halla el valor de x.

4. Calcula los metros de valla que Sergio necesita, es decir, el perimetro de su jardin.

b. Si el precio del metro de valla vale 2€, ¢cudnto se gastara en poner la valla de su
jardin?

A3. Jaime y Mdnica tienen que resolver la siguiente ecuacion:
4x —-5=3x—6

- Jaime dice que primero va a restar 3x a ambos lados de la igualdad, y después
sumarad 5 a ambos lados de la igualdad.
- Mobnica afirma que directamente sumara 5-3x a ambos lados de la igualdad.

éObtendran el mismo resultado? ¢Por qué?

ECUACIONES N



AUTOEVALUACION

SOLUCION A1;

1, 25+6:4=25+24=49€

1. Individual=25+6:(n—2)=25+6:-n—12=6:n+13

Familiar =90 + 20-(n —2) =90 + 20-n —40 = 20-n + 50

3. FAMILIA DE 3 MIEMBROS FAMILIA DE 4 MIEMBROS
Individual Familiar Individual Familiar
3:(6:n+13) = 20:n + 50 4-(6:n+13) = 20:n +50
18-n +39 24:n +52

Si la familia es de 3 miembros es mejor elegir el individual, mientras que si es de 4

miembros, es mejor el familiar.

4. Resolvemos la ecuacién 6-n + 13 =79, y nos da n = 11 dias.

SOLUCION A2:

1. La medida de CD es: (7x + 3) — (x + 3) = 6x

], Lamedidade DEes: (5x+2)—(4x—5)=x+7

3. Tenemos que resolver la ecuacion: 7x + 3 = 2:(4x — 5). La solucién es x = 13.

4. El perimetroserd: P=(7-13+3) + (513 +2) + (6-13) + (13 + 7) + (13 + 3) + (4-13 -5)
=94 + 67 +78 + 16 + 47 = 302 metros.

9. Para calcular el precio sera: Precio = 2€/m - 302 m = 604€.

SOLUGCION A3: La solucién es la misma porque se puede hacer en dos pasos o en uno:

JAIME MONICA

IX-5=3-6 IX-5=3x-6

X -5 -3X=3X-6-3X AX-5+H-3=3-6+5H-3X

X-5--6 X=--1
X-5+5=--€+5
X =1
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