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1. Introducciéon
Se pretende que el titulo del presente trabajo cumpla dos misiones:

s Llamar tu atencién.

= Reflejar el contenido de las paginas que siguen.

Esperando que la primera de ellas ya esté conseguida, a partir de aqui co-
mienza a desarrollarse las segunda: conseguir que los problemas y soluciones,
asi como las técnicas utilizadas te parezcan bonitos e interesantes.

Muchos de los problemas aqui presentados son problemas sangaku, es
decir problemas que colgaban los japoneses bajo las terrazas de templos y
santuarios durante la época de aislamiento que Japén tuvo de Occidente. Es
comun a casi todos los problemas sangaku precisamente el hecho de tratarse
de problemas de enunciado sencillo y solucién elemental. En algunos pocos
casos, sin embargo, la solucion del problema era bastante dificil y requeria
muchos célculos.

Este trabajo comienza presentando una serie de herramientas que con-
vendra conocer para resolver con éxito la mayoria de los problemas. Las
herramientas basicas son el teorema de Pitagoras y la semejanza de tridngu-
los, aunque también se proporcionan otras menos usuales como los teoremas
de Casey y Descartes, entre otros, que seran necesarios para la resolucion de
algiun problema concreto, pero que pueden obviarse en una primera lectura.

Preparados con las herramientas, a continuacion estan los enunciados
de los problemas a resolver. El lector puede echarles un vistazo en general
e ir resolviendo los que les parezcan mas faciles, dejando los mas dificiles
para el final. Se avisa que el orden de los problemas no sigue ningtin patrén
determinado.

Las soluciones de los problemas se incluyen de forma separada a conti-
nuacién de los enunciados de los problemas. De esta forma nos resulta facil
no ver la solucién de un problema si no lo deseamos.

Al final, antes de la bibliografia, pueden encontrarse pistas de las solucio-
nes, a las que nos podemos agarrar antes de mirar la solucién completa.



2. Las Herramientas

Antes de comenzar a resolver los problemas debemos hacer recuento de
las herramientas de que disponemos para lograr nuestro objetivo con éxito.
Procuraremos llevar a cuestas unas armas ligeras: por ejemplo, nada célculo
diferencial y lo minimo de geometria analitica o trigonometria. Sin embargo,
para dar respuesta a algin problema famoso o curioso usaremos algunos
resultados poco conocidos, como el teorema de Descartes o el teorema de
Casey, entre otros. Estos teoremas se describen con detalle en la seccion 2.9

2.1. La semejanza de triangulos

Decimos que dos triangulos son semejantes cuando tienen iguales los tres
angulos y proporcionales los tres lados.

F
C

A B D E

Hay tres situaciones que nos permiten afirmar que dos tridngulos son
semejantes:

1. Si dos tridngulos tienen dos dngulos respectivamente iguales, entonces
son semejantes.

2. Si dos tridngulos tienen dos lados proporcionales, e iguales los angulos
comprendidos, entonces son semejantes.

3. Si dos tridangulos tienen tres lados proporcionales, entonces son seme-
jantes.

Como aplicacién de la semejanza de triangulos obtendremos en el apar-
tado siguiente una demostracion del teorema de Pitégoras.



2.2. El teorema de Pitagoras

El teorema de Pitagoras afirma que si a e b son los catetos de un tridangulo
rectangulo y ¢ es la hipotenusa, entonces se cumple la relacién

a® + b2 =2

El reciproco también es cierto, es decir, si se cumple esta relacién en un
triangulo, entonces el triangulo es rectangulo.

El teorema de Pitagoras aparece como la Proposicion 47 del primer Libro
de los Elementos de Euclides. El reciproco del teorema de Pitagoras es la
Proposicién 48 y ltima de dicho libro.

La siguiente demostracién, atribuida a Lagrange, es de las mas simples
entre las que usan la semejanza de triangulos.

Consideremos el tridngulo ABC, rectangulo en C. Al trazar la perpen-
dicular C'D a AB resultan tres triangulos semejantes AC'B, ADC v CDB.
Por ejemplo ADC' y AC'B comparten el angulo A y ademdas ambos tienen un
angulo recto. Por tanto tienen dos angulos iguales.

A D B

Por ser ADC' semejante a AC'B,

b
AN ye = b’
b ¢
Por ser C' DB semejante a ACB,
c—y 9

:g:>(c—y)c:a.
a c

Entonces,

a*=(c—ylc=c —yc=c—b* = =a’+ b

De las demostraciones del teorema de Pitagoras basadas en la diseccion,
consideraremos aqui la basada en la siguiente figura:



Aqui, si a y b son los catetos menor y mayor, respectivamente, el cuadrado
central mide a — b, y entonces, sumando areas tenemos:

b
02:4-%+(b—a)22>02:a2+b2.

Ejercicio. ;Querria el lector encontrar la justificacion a otra demostra-
cion similar del teorema de Pitagoras, basada en la siguiente figura?




2.3. Tangencia de dos circunferencias

En los problemas en los que intervengan circunferencias tangentes ten-
dremos en cuenta que:

(@) (b)

a) Si dos circunferencias son tangentes exteriores, entonces la distancia
entre sus centros es la suma de los radios.

b) Si dos circunferencias son tangentes interiores, entonces la distancia
entre sus centros es la diferencia de los radios.

2.4. Un poco de practica

Teniendo en cuenta el teorema de Pitagoras y las condiciones de tangen-
cia de dos circunferencias que acabamos de ver podemos resolver algunos
problemas sencillos como los siguientes, tomados de la pagina web de Matias
Giovanni: en ambos casos se pide el radio de del circulo inscrito, en funcién
del lado del cuadrado.

_/ /

(a) (b)




/Q (7

R S
(a) (b)

Llamemos a al lado del cuadrado y r al radio buscado.

En el caso (a), tendremos

2
\/T_a:SP:SO—I—OP:\/ir—I—r:(l—I—\/i)r.

Por tanto,

En el caso (b), aplicamos el teorema de Pitdgoras al tridngulo M NO:

MN2—|—N02:M02:>(a—7’)2—|—(%—7')2: (%—I—T’)z
Sla=n'=(+r) = (5-r) =20
= a® — 2ar +r* = 2ar = r* — 4ar +a* =0,

de donde deducimos que

r=(2-V3)a.



2.5. Longitud de las tangentes comunes a dos circun-
ferencias

A continuacién se dan féormulas de tangentes comunes a dos circunferen-
cias.

Las tres primeras son mas elementales y ademéas se usan con frecuencia.
Las restantes necesitan para su demostracion el teorema del coseno y soélo
las usaremos para demostrar el teorema de Casey, asi que pueden obviarse
en una primera lectura.

1. Si dos circunferencias con radios R; y Ry son tangentes exteriores,
entonces la longitud 7' del segmento de tangente exterior comtun vale

2\/ Rle.

En efecto, usando el teorema de Pitagoras,

T? 4+ (R, — Ry)? = (R1 + Ry)* = T? = 4R\ R,.

2. Si dos circunferencias, con centros O; y O, y radios R; y Rs, son
exteriores, la longitud 7' del segmento de tangente exterior comin 7'
verifica:

T2 = 0,05 — (Ry — Ry).

En efecto, basta usar de nuevo el teorema de Pitagoras:




3. Si dos circunferencias, con centros Oy y Oq, y radios Ry y Ry, son exte-
riores, la longitud 7' del segmento de tangente interior comun verifica:

T2 = 0,05 — (Ry + Ro)™

En este caso, trazamos una perpendicular O;H a la tangente comun
que forma el tridngulo O1 HO», rectangulo en H.

4. Supongamos que las circunferencias C'y, centrada en O; y con radio R,
y Cy, centrada en Oy y con radio R, son tangentes interiores en A y
B, respectivamente a la circunferencia C' centrada en O y con radio R.
Entonces, la longitud 7' de la tangente exterior comin a C y C5 es

AB
T= R (R — R1)(R — Ry).

En efecto, supongamos, sin pérdida de generalidad, que Ry > R,. El
segmento de tangente comun que mide 7" es PQ). H es la proyeccién de
04 sobre O P.




El teorema de Pitdgoras con el tridngulo O10.H da
T°=0.0;" — Ry~ Ra)”,
mientras que el teorema del coseno en el triangulo OO,0, da
0:0;" = (R — Ry)®+ (R — Ry)® — 2(R — Ry)(R — Ry) cos ¢,
siendo ¢ el angulo O;00,. El teorema del coseno aplicado a ABO da
AB = 2R?(1 — cos ¢),

y eliminando 0105 y cos ¢ entre las tres igualdades obtenemos

T = (R=FR)’+(R—Rs)* = (R1 = )" = 2(R— Ry ) (R~ Ry) (1 - /215)

y, simplificando,

AB
T:? (R — R1)(R — Ry).

. Si de forma andloga, suponemos que C; y Cs son tangentes exteriores
a (', se obtendria

AB

En este caso, tendriamos la situacion representada en la siguiente figura:




Ahora tenemos:
T2 =0,0, — (Ri — Ry)?
0,05 =(R+ R1)?> + (R+ Rs)? — 2(R + R1)(R + Ry) cos ¢
AB?* =2R*(1 — cos ¢)
Como antes, eliminando O;0; y cos ¢, obtenemos la féormula deseada.

6. Por ultimo, si C] es tangente exterior a C' y Cs es tangente interior a
C, la longitud de una tangente interior es

T:%§¢W+RMR—&)

Consideramos la figura siguiente:

Se cumplen la siguientes relaciones:

T2 =005 — (Ry + R»)?

0:05° =(R+ R1)2+ (R — Ry)? — 2(R + R1)(R — Ry) cos ¢
AB? =2R*(1 — cos ¢)

De aqui obtenemos el valor deseado de T'.

10



2.6. Relaciéon entre segmentos de tangentes

Los dos segmentos de tangente a una circunferencia desde un punto exte-
rior son iguales. También son iguales los dos segmentos de tangente exterior
comun a dos circunferencias. Por 1ltimo, también son iguales los dos segmen-
tos de tangente interior comin a dos circunferencias.

Aplicando esto, podemos encontrar alguna relacion util entre segments
de tangentes a dos circunferencias. Por ejemplo, en la siguiente figura, com-
probemos que TU = PS.

En primer lugar, SR = P(Q). En efecto,

VW =TU
VS + SW =TP+ PU
SQ + SR =PQ + PR
2SR+ QR =2PQ + QR
SR =PQ

Ahora,
TU =TP + PU =

—PQ + PR =
—=SR + PR = PS.

11



2.7. El ntimero de oro

El nimero de oro aparece cuando consideramos un rectangulo con unas di-
mensiones tales que al suprimir un cuadrado maximo resulta otro rectangulo
semejante. En la figura de la izquierda, el rectangulo tiene por base la unidad
y por altura una cantidad d. Suponiendo que se cumple la propiedad anterior,
tenemos

d 1 ) 1+5
_ = - — —1: = .
1 d_1:>d d 0=d 5
A
1
d B E
F
1 c 1 D

El valor obtenido de d se conoce como niimero de oro y se representa por ®.

El nimero de oro estd muy presente en el pentagono regular: Como los
triangulos ACD y AF E son semejantes, también tenemos:

d 1 1++5

1"a-1 4 o

Aplicando el teorema del coseno al tridngulo AC'D podemos obtener al-
gunas razones trigonométricas de interés:

P+d—1 2—-1 2d+1 2+V5 1445

36° = — — — —
cos 2.d-d 2 2412 3++5 4

6+ 2vH 3 5 5—1

cos72°:2cosz36°—1:2+176\/_—1: +4\/_—1: \/_4 )
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2.8. Radio de la circunferencia inscrita en un triangulo
rectangulo

Consideremos un triangulo rectangulo con catetos x e y, y con hipotenusa
z. Segin se muestra en la figura, podemos expresar xt = a+1r, y = b+,
z=a+b.

r b

Entonces, z =a+ b=z —r+ y — r. De aqui, obtenemos

r+y—=z

r=a+b=@x—-r)+y—r)=c+y—2r=r= 5

Como aplicacion, el lector puede resolver el siguiente

Ejercicio. Si un tridngulo rectangulo tiene lados enteros, entonces el radio
de la circunferencia inscrita al triangulo también sera entero.

13



2.9. Otras herramientas

En esta seccion vemos ciertos resultados que son necesarios para resol-
ver algunos de los enunciados, si bien la mayoria pueden resolverse usando
técnicas mas elementales como el teorema de Pitdgoras o la semejanza de
triangulos.

2.9.1. El teorema de Ptolomeo

El teorema de Ptolomeo dice que en un cuadrilatero inscrito en una cir-
cunferencia, el producto de las diagonales es igual a la suma de los productos
de los lados opuestos:.

AB-DC+ DA-CB = AC- BD.

Sea el cuadrildtero ABC'D (Fig. 1). Tracemos el segmento AF de manera
que ZBAF = ZCAD.

A

Entonces, los triangulos ABE y AC'D son semejantes y

AB BEFE

0= Do = AB-DC=AC-BE (1)
También son semejantes los tridngulos ADE y AC B:

AD ED

=g = DA CB=AC - ED (2)

Sumando miembro a miembro (1) y (2) obtenemos

AB-DC + DA-CB = AC(BE + ED) = AC - BD.

14



2.9.2. El teorema de Carnot

Dado cualquier tridngulo ABC', la suma de las distancias con signo desde
el circuncentro O a los lados es R + r, siendo R y r los radios de las circun-
ferencias circunscrita e inscrita al tridngulo ABC. En la figura (a) las tres
distancias DO, FO, FO se consdieran positivas, ya que todas llevan direc-
cién hacia el interior del tridngulo. En la figura (b), las distancias DO y FO,
que van hacia el interior del tridangulo se consideran positivas, mientras que
la distancia F'O, que va hacia el exterior, se considera negativa.

(a)

Antes de abordar la demostracién del teorema de Carnot, conviene recor-
dar que

1. El segmento que une los puntos medios de dos lados de un tridngulo es
paralelo al tercer lado y mide la mitad que éste.

2. El area de un tridngulo puede expresarse en la forma sr, siendo s el
semiperimetro y r el radio de la circunferencia inscrita al tridangulo.

3. Un cuadrilatero esta inscrito en una circunferencia si y solo si los angu-
los opuestos son suplementarios.

Ahora, en el caso (a) del tridngulo acutangulo, sean © = OD, y = OF,
z = OF y, como es habitual, a = BC, b = CA, ¢ = AB. El cuadrilatero
OBDE esté inscrito en una circunferencia, por lo que podemos aplicar el
teorema de Ptolomeo: §x + 5y = gR, 0 ax 4+ cy = bR. De forma similar,

15



usando los cuadrilateros OECF y OF AD, obtendremos que by +az = cR y
que bx + cz = aR. Ademas, expresando la suma de las areas de los tridngulos
OAB, OBC y OCA e igualandolas al area del tridngulo ABC obtenemos

cx +ay+bz=2(ABC) = (a+b+o)r.
Sumando a esta igualdad las tres anteriores obtenemos
(a+b+c)(x+y+z2)=(a+b+c)R+(a+b+)r,

es decir, OD + OFE 4+ OF = R+ .

En el caso (b) de un tridngulo obtusangulo, aplicando también el teore-
ma de Ptolomeo a los cuadrilateros OEDB, OF AD y OCFFE obtenemos,
respectivamente:

cy + bR = ax,
br 4+ cz = aR,
cR+by = az.

Por otro lado, la igualdad entre areas (OAB)+ (OAC)— (OBC) = (ABC) se
expresa cx+bz —ay = (a+b+c)r. Sumando las cuatro igualdades obtenemos

(a+b+c)(z—y+2)=(a+b+c)(R+7),

es decir, OD — OE +OF = R+ .

2.9.3. El teorema de Casey

El teorema de Casey (John Casey, 1820-1891) es una generalizacién del
teorema de Ptolomeo y afirma que

Cuatro circunferencias C, Cy, C3, Cy son tangentes a una quinta circun-
ferencia o una recta C si y solo si se cumple una relacion del tipo

T12T34 + T13T42 + T14T23 = 07

siendo Tj; la longitud de la tangente comun a las circunferencias C; y Cj.

Si suponemos que C4, Csy, C5, C4 tienen los puntos de tangencia en ese
orden, podemos eliminar los dobles signos y expresar

T12T34 + Th4T53 = T13T54.

16



Si las cuatro circunferencias degeneran en puntos A, B, C, D, obtenemos
el teorema de Ptolomeo.

Hay un total de seis configuraciones posibles para el teorema de Casey,
que mostramos aqui en tres grupos dependiendo de la posicién relativa de
las cuatro circunferencias y la quinta circunferencia.

1. Si todas las tangentes comunes son exteriores, entonces Cj tiene el
mismo contacto con todas las circunferencias.

2. Si las tangentes desde una circunferencia son interiores y las otras tres
son exteriores, entonces esta circunferencia tiene un contacto con Cj
diferente del de las otras tres.

G
G
G
G

17



3. Si las circunferencias dadas pueden emparejarse de manera que las tan-
gentes comunes a las circunferencias de cada par son exteriores, mien-
tras que las otras cuatro son interiores, entonces los integrantes de cada
pareja tienen el mismo contacto con Cj.

18



2.9.4. El teorema de Descartes

En una carta de Noviembre de 1643 a la princesa Isabel de Bohemia, Des-
cartes desarroll6 una férmula para los radios de cuatro circulos mutuamente
tangentes.

El teorema de Descartes se expresa de forma sencilla usando el concepto
de curvatura de un circulo. En principio, definimos la curvatura de un circulo
como el inverso de su radio:

£=—.
T
En el caso de cuatro circulos mutuamente tangentes, si todos los con-
tactos son externos, entonces convendremos en que todas las curvaturas son
positivas, pero si un circulo encierra a los demas, entonces le asignaremos
curvatura negativa.

Llamando entonces, €1, €9, €3, €4, a las curvaturas de cuatro circulos
mutuamente tangentes, el teorema de Descartes afirma que se cumple la
relacién

2(5% + 53 + 5% + 5?1) = (81 + &0+ €3+ 84)2.

)

C

(a) (b) ©) ()

Descartes hablaba en su carta sélo de la situacion mostrada en la figura
(a) pero es vélido para también para las otras tres. Cuando intervienen rectas,
consideramos que éstas tienen radio infinito y curvatura cero.

Para una demostracion del teorema de Descartes puede verse el libro de
Coxeter.

19



3. Los Enunciados

Problema 1.
Circulos inscritos encadenados (Tokyo, 1788) ; Cuél es el radio

del enésimo circulo azul, en términos de r, el radio del circulo grande verde?
Observa que los dos circulos rojos son iguales, ambos con radio 3.

20



Problema 2.

Tres circulos y tres cuadrados inscritos en un triangu-
lo rectangulo

(Miyagi, 1913) Tres cuadrados naranjas estan dibujados como se muestra
dentro del tridngulo grande verde. ;Cémo estan relacionados los radios de
los tres circulos azules?

21



Problema 3.

Circunferencia tangente a dos circunferencias y una
recta

(Gumma, 1824) El circulo naranja y el azul se tocan el uno al otro en un
punto y son tangentes a la misma recta. El circulo rojo pequetio toca tanto
a los circulos grandes como a la misma recta. ;Coémo estan relacionados los
radios de los tres circulos?

22



Problema 4.

Cuatro circulos tangentes a un cuadrado y a un circu-
lo

(Gumma, 1874) En el interior de un cuadrado hay un circulo. Cuatro
circulos todos con radio diferente, tocan a éste circulo central y a lados con-
tiguos del cuadrado. ;Qué relacién hay entre los radios de los cuatro circulos
y el lado del cuadrado?

23



Problema 5.

Un circulo que contiene a dos circulos, un triangulo
is6sceles y una perpendicular

(Gumma, 1803) La base de un tridngulo isosceles esta sobre un didmetro
del circulo grande verde. Este diametro también biseca al circulo rojo, que
estd inscrito en él, tocando un vértice del triangulo, como se muestra. Un
segmento une el centro del circulo azul y el punto de contacto del circulo
rojo y el triangulo. Demostrar que este segmento es perpendicular al diametro
dibujado del circulo verde.

24



Problema 6.
El pentagono y su abanico

La siguiente figura muestra un pentagono regular con lados de longitud
k, con seis triangulos rectangulos iguales rodeandolo en forma de abanico.
Encontrar la longitud de la hipotenusa de los triangulos.

25



Problema 7.
Los dos pentagonos

Dos pentagonos iguales con un lado comtn se inscriben en un gran circulo,
como se muestra en la figura. Un circulo de radio r toca el circulo grande y los
lados DE y EF de los pentagonos, y el circulo inscrito en el triangulo ABH
tiene radio t. Demostrar que r = 2t. (No hay que hacer cdlculos complicados:
intentar inscribir el circulo de radio v en un tridangulo.)

F D

26



Problema 8.

Dos circulos y un cuadrado inscritos en un triangulo
rectangulo

Un cuadrado estd inscrito en un triangulo rectangulo y los circulos ins-
critos en los dos triangulos pequenos tienen radios r y s. Hallar el lado ¢ del
cuadrado en funcién de r y s.

27



Problema 9.
Dos circulos gemelos en un triangulo equilatero

Si el triangulo es equilatero, y los dos circulos tienen el mismo radio, jcuél
es éste?

28



Problema 10.
Tres circulos entre dos paralelas

Encontrar la distancia entre las dos paralelas en funcién de los radios de
los circulos.

29



Problema 11.
Un semicirculo con un circulo dentro y otro fuera

Encontrar los radios de los circulos inscritos en términos del semicirculo
de radio r.

30



Problema 12.
Circulo inscrito entre dos cuerdas

Demostrar, que si r es el radio del circulo inscrito entre las dos cuerdas,
entonces

31



Problema 13.
La moneda y la servilleta doblada

Demostrar que, en el cuadrado doblado de la figura, el radio del circulo
es igual a la longitud AB.

32



Problema 14.
El angel con la hogaza

Hallar los radios de los dos circulos interiores.

33



Problema 15.
Un circulo entre dos triangulos isésceles

Hallar el radio del circulo en funciéon de a.

Y2 Y2

34



Problema 16.

Dos circulos inscritos entre un cuadrado y dos trian-
gulos equilateros

Siendo equilateros los dos triangulos que hay dentro del cuadrado, ; qué re-
lacién hay entre los dos radios?

35



Problema 17.

Un circulo entre dos tangentes a circulos inscritos en
triangulos rectangulos dentro de un cuadrado.

Demostrar que el radio r del circulo central cumple la relaciéon

1 1 1

r a—27‘1+a—27‘2'

36



Problema 18.
Un cuadrado, un semicirculo y dos circulos

Demostrar que la relacion entre los radios de los dos circulos es 3:2.

37



Problema 19.
Circulos entre arcos y cuadrados

Encontrar el lado del cuadrado interior y el radiode los circulos interiores.

38



Problema 20.
Dos circulos y dos arcos dentro de un cuadrado

Hallar el radio de los circulos interiores.

39



Problema 21.
Coctel de cuadrados

. Qué relacién debe haber entre a y x para que los puntos P, (Q v R estén
alineados? Expresar, en cualquier caso, x en términos de a, b y c.
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Problema 22.
Cinco circulos gemelos en un cuadrado

Hallar el radio de estos cinco circulos en funcién del lado del cuadrado.
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Problema 23.
Cuatro circulos grandes y dos pequenos

m ]

B USSR A B

(B REN a3
Baj SBNET B

A
i£
e
=
it
L0
]
i 3
2

o
3

& R m
OE T
Faag M
B
§ il

Consideremos esta imagen de una tableta japonesa.

En caso de no saber japonés, podemos considerar dos enunciados del

problema:

1. Si los cuatro circulos oscuros tienen el mismo radio r y los circulos
claros tienen radio s, hallar r y s en términos del radio a del circulo
circunscrito.

2. Si de los cuatro circulos oscuros el superior y el inferior tienen un radio

r y el izquierdo y el derecho tienen un radio R y, como antes s es el
radio de los circulos claros, expresar R y s en términos de r y a.
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Problema 24.

Seis circulos en un rectangulo

Encontrar las dimensiones del siguiente rectangulo, siendo la unidad el

didmetro de los seis circulos.
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Problema 25.
Primer teorema de Mikami y Kobayashi

Al triangular un poligono convexo inscrito en un circulo, trazando todas
las diagonales desde uno de los vértices, la suma de los radios de los circulos
inscritos en los triangulos es una constante que es independiente del vértice
usado para hacer la triangulacién.
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Problema 26.
Segundo teorema de Mikami y Kobayashi
Demostrar que al unir los incentros de los tridngulos formados al trazar

las diagonales de un cuadrilatero inscrito en una circunferencia se forma un
rectangulo.
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Problema 27.

Un cuadrilatero inscrito y circunscrito, y dos circulos
mas

El cuadrilatero estd inscrito y circunscrito, como indica la figura. El
didmetro del circulo verde es 9 y el del rojo es 4. ;Cual es el diametro del
circulo amarillo?
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4. Las Soluciones

Problema 1.
Circulos inscritos encadenados

Vamos a usar el teorema de los circulos de Descartes:
2(5? + 53 + 5% + 5421) = (51 +éeg9+e3+ 84)2.

Para simplificar, consideramos que r = 1. Entonces, aplicando la férmula
cone; = —1, g9 = €3 = 2, obtenemos ¢4 = 3, asi que el primer circulo naranja
tiene radio %

Para ¢y = —1, g5 = 2, e3 = 3 obtenemos ¢4, = 6 siendo % el radio
del segundo circulo naranja. Continuando el proceso vemos que los circulos
naranja tienen radios %, é, ﬁ, %, ... Por induccién puede comprobarse el
radio del circulo naranja n es 1/(n? + 2).

Ahora aplicamos otra vez el teorema de Descartes con e; = 2, g9 = n?+2,
g3 = (n—1)?+2 y obtenemos g4 = 4n* — 4n + 15, es decir el radio del circulo

azul n es )

P =2 —n+ 15
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Problema 2.

Tres circulos y tres cuadrados inscritos en un triangu-
lo rectangulo

Nombremos los vértices de la figura ast:

A
E
F

I JMN

D
L

2

C G H K O B

Seana = BC, b= AC'y ¢ = AB los lados del tridngulo ABC'. El tridngulo
DGC es semejante a ABC', por lo que los lados homodlogos se escribiran ka,
kb y kc para algin k < 1. El tridngulo GBF es semejante a ABC. Como
GF : AC = %, esa es la razon de los radios de los circulos inscritos en AED
y GHI y la misma va a ser entre los radios de los circulos inscritos en GHI
y JML.

Por tanto, si llamamos r; al radio del circulo mayor, 75 al del mediano y
r3 al del menor, hemos visto que r1, 72,3 €s una progresion geométrica de
kc

razon T

Podemos hallar la razén de la progresién geométrica usando, por ejemplo,
la semejanza de los tridngulos ADE y ABC:

ke a 2 ~ab ke ac
m—z#kc—ab abk#k_ab-yc?#b_ab_yc?'

48



Problema 3.

Circunferencia tangente a dos circunferencias y una
recta

Usaremos que el segmento de tangente comin a dos circunferencias tan-
gentes exteriores de radios Ry y Ry es 2/ Ry Ry (ver pag. 7).

Llamando R;, Ry, R3 a los radios de las circunferencias mayor, mediana
y menor tenemos entonces que

1 1
VR VR VR

2\/R1R2 = 2\/R1R3 + 2 R2R3 =
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Problema 4.

Cuatro circulos tangentes a un cuadrado y a un circu-
lo

/

Llamamos C', Cy, C5 v C4 a los cuatro circulos, Oy, Oz, O3 v Oy a sus
centros y 11, e, 3 y 74 a sus radios. Sea a el lado del cuadrado. Aplicamos
el teorema de Casey. Se cumple que 119134 + T14To3 = T13T54, siendo:

Tlgza—’f’l—’f’g

o3
|

= a—T2 —T3
T34:a—7’3—7’4

Tyy=a—r1—r4
T13:\/OlOg—(’f’l—Tg)z:\/2(&-7’1—7’3)2—(7’1—7’3)2

T24: \/OQOE—(’T’Q—T4)2: \/2(&-7’2—7’4)2—(7’2—7’4)2

Entonces,

(a—ri—ro)la—r3—r4)+ (a—r1 —14)(a—10 —13) =
:\/Z(a —r —r3)?—(r; — 7’3)2\/2(a — 719 —14)% — (ro —14)2.

Resolviendo en a esta ecuaciéon obtenemos

2(T17’3—T’27’4)—|—\/2(7’1—7’2)(7’1—7’4)(7’3—7’2)(7’3—7’4)
=Tt Ty — 1y '

a =
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Problema 5.

Un circulo que contiene a dos circulos, un triangulo
isdsceles y una perpendicular

Consideramos la siguiente figura:

La construccién se ha hecho de la siguiente manera:
1. Trazamos circunferencia C; de centro Oy, radio r; y didmetro AB.
2. Construimos la circunferencia C'y de centro Oy, radio ro y didmetro AC'.

3. Trazamos la circunferencia C3, tangente a C'; y Cs y estando su centro
O3 en la perpendicular por C' a AB.

4. Desde C trazamos el segmento C'D tangente a Cj.

5. Por el punto medio H del segmento C'B trazamos la perpendicular GH,
y asi construimos el tridangulo isosceles CGB.

El problema estara resuelto si vemos que los angulos o« = ZBCD y
[ = O3CE son complementarios y, por tanto, que los segmentos C'D y C'G
coinciden.
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En primer, lugar, expresando la tangencia de las circunferencias Cy y Cy
y la tangencia de las circunferencias C'; y C3, se cumplen las relaciones:

{d2+7°5=<r2+r3)2

d2+(2’f’2—’f’1)2: (7’1—7’3)2

de donde obtenemos

. 2ro9(r — 79) 2 _ 8r173(r1 — 1a)
’ ity (r1 +12)?
Entonces,
03E 2_ ’f’g . T — T2
0sC ) A2 2y
Por otro lado,
CF 2_ CF? B (r1 —ro)? . (r1 —r2)? 1T
CG) CF2+FG* (ri—r)24+712 =713 2ri(ri—ra)  2rp

De la semejanza de los triangulos COsFE y GC'F deducimos que oy (3
deben ser complementarios.
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Problema 6.

El pentagono y su abanico

Consideramos la siguiente figura:

Los tridangulos ABH y AGF son semejantes.

Por otro lado, el triangulo AC'F es semejante al triangulo formado por
dos diagonales del pentdgono regular que parten del mismo vértice, y por ello

AF

— =,
AC
Entonces,
AG AF AF-AB AF-AB
- = A —= — e . = .
5= g = AG =" ivTe 20 -k = (V5+ 1)k
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Problema 7.

Los dos pentagonos
Efectivamente, consideremos el tridngulo £ PQ), semejante a ABH, en el
que esta inscrito el circulo de radio 7.

P

Sean k el lado de los pentagonos y ® el nimero de oro. Entonces d = &k
es la diagonal de los pentagonos y los puntos C', D, F' y G estan en la
circunferencia de centro A y radio d. La altura del tridngulo £ PQ es

1 —1
_ +2\/5k_k:\/52

d—k k.

El triangulo AB K es is6sceles, midiendo el angulo desigual 36°. Por tanto,
AB=® - AK.

AB  k b-1
20 /541 4

Como la altura de un triangulo es el doble que el de la otra, también lo
seran los radios de las circunferencias inscritas en los mismos.

k.

LAK =

o4



Problema 8.

Dos circulos y un cuadrado inscritos en un triangulo
rectangulo

»/

Usamos que en un tridngulo rectangulo de catetos x e y, e hipotenusa z,
es el radio p de la circunferencia inscrita al tridngulo es

_rty—=z
— 5 .
Supongamos que el tridngulo dado tiene base a y altura b. Usando tridangu-

los semejantes, comparamos cada radio con la base del tridngulo en el que
estd inscrito, y tenemos que

Ahora usamos la férmula anterior para expresar

1 212 1 7 2
oL (e, VeRR N 1 s VPES)
2 b b r r
De aquli,

2rs
2rs:<r+s—\/r2+52)t:>t: =7 +s+Vri+si
r4+s—rr+s?
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Problema 9.
Dos circulos gemelos en un triangulo equilatero

La figura siguiente muestra una forma sencilla de hacer la construccion:
Con la cuarta parte del lado del tridngulo, construimos un cuadrado. A una
altura igual a la diagonal de este cuadrado es donde se cruzan las tangentes
comunes a los dos circulos.

A

B C

Para resolver el problema consideramos la siguiente figura.

A
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Llamamos r al radio de los circulos y h a la distancia M D, y a al lado del
triangulo.

El triangulo DEH es semejante a DBM. Por tanto,

a2
DE _DB _ h—r _ VT VIR e L, 2t
HE MB ro B B

a a? — 4r?’

N

Como AFG es semejante a ABM, tenemos AF =2 - F'G, es decir,

?a—(Qh—T):%#h:@.

Igualando los dos valores de h y simplificando obtenemos que 7 es solucién
de la ecuacién
8r® — 4v/3ar? — 10a*r + V3a® = 0.

Las soluciones de esta ecuacién son

V3 V3-V2
2a, rnga,

_V3+V2

T3 9

Por tanto, la solucién del problema es

V32
T o
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Problema 10.

Tres circulos entre dos paralelas

Sean 11, 79, T3 a los radios de las circunferencias C', Cy, C3, respectivamen-
te. Supongamos que la recta inferior es el eje de abscisas y situemos los centros
de las circunferencias C y Cy en los puntos O; = (0,71), Og = (QM, T9).
De esta manera, C y Cs seran tangentes entre si y a la recta inferior. Si
O3 = (x,y) es el centro de una circunferencia con radio r3 tangente a C y
Cy, (z,y) es uno de los puntos de interseccién de las circunferencias

{932+(y—7’1)2= (r1 +73)"
(& = 2/r72)" + (y — 12)* = (ra +13)°

Hallando la solucion positiva de y y anadiendo r3 obtenemos

27’17’2 (7’1—|—7’2—|—2’f’3—|—2\/’f’3(7’1—|—7’2—|—7’3))

d: pr—
y+rs (r1 +12)?
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Problema 11.

Un semicirculo con un circulo dentro y otro fuera

Para resolver el problema, consideramos la siguiente figura.
El radio de la circunferencia mayor es 3. Llamemos s al radio de la cir-
cunferencia pequena y h a la altura C'F

F
N
E
D
A C B
Usando los triangulos semejantes DM F y AC'F,
DF AF:>h—% \/h2+r2:>h 4 AP 5
= =—r =—r.
DM AC 5 r 3 3

Ahora, usamos los triangulos semejantes ENF y AC'F, obteniendo:
EF AF N 53— s
EN — AC

5
s 3
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Problema 12.
Circulo inscrito entre dos cuerdas

Nombremos los puntos como en la siguiente figura:

E

D7 H

Consideramos, sin pérdida de generalidad, que la circunferencia grande
tiene radio unidad. Llamamos a = DFE, b= CD, DH = x y entonces tenemos
OC=1-a-byBC=/1-(1—-a-b)>2

Usando la semejanza de los tridngulos DHK y BDC),

DH BD x /BP+1—(1-a-1)?
HE DC 7 b ‘

Por otro lado, aplicando el teorema de Pitagoras aplicado al triangulo ODH,

2?4+ (1—a)*=(1-1r)>
De estas dos ecuaciones podemos despejar

ab
a+b’

que es equivalente a la relacién propuesta.
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Problema 13.

La moneda y la servilleta doblada.

Suponemos, sin pérdida de generalidad que el cuadrado tiene lado unidad
y llamamos * = DE, h = CE, y = BF. Entonces, KD = DC =1 — x.
Aplicando el teorema de Pitagoras en DEC' obtenemos x = %(1 — h?).

El triangulo BFC' es semejante a C'ED. Por tanto,

h Y (1—2x)h 2h

c 1-n Y x 1+h

La hipotenusa BC' cumple

(=B AR? (14 h2)? 142
BC2 = (1 h)? _ _ BC = .
=R+ 77 (1+ h)? T 11+h

Teniendo en cuenta que el radio de la circunferencia inscrita en un triangulo

rectangulo con catetos x e y, e hipotenusa z es %(x + y — 2), al aplicarlo al
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triangulo BFC,

CF+FB—BC (1—h)+& -2 p2iop 1 p?
r = = = =

2 2 2(1+h)
Ch—h?
Y
1+h?> h—h?
AB=1—-BC=1— o h - 1
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Problema 14.

El angel con la hogaza

a

Llamemos R y r a los radios de los circulos grande y pequeno.

El radio R cumple:

a\ 2 a\ 2 9
(r+3) +(5) =le-nr=
2
:>R2+z+aR+z—a —2aR+ R* =
a2
=3aR=L=pRp="2
2 6

El radio r cumple:

2
(a—r)2—|—<g) =(a+ R’ =
a2
:>a2—2a7’—|—r2—|—z:a2—|—2a7’+7’2:>
a

=r=_—.

a
dar = —
= 4ar 1 16
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Problema 15.

Un circulo entre dos triangulos isésceles

Yo 0 Y2

O
0 xxr H r K a-x L

Por el centro I del circulo trazamos una paralela I H a la diagonal del cuadra-
do. La perpendicular HF' a I H determina el tridngulo rectangulo isdsceles
OF H. Entonces, llamando = a la distancia OK,

r—r=rV2=z=(1+V2)r

Llamando a« = ZK LI y t = tan «, resulta que

=1-t’=t=1t4+t—-1=0=t=

2t 5—1
2 =tan OL(Q) = tan2a = Tz \/_2 .

Por tanto,

r \/5—1:> r _\/5—1
a—x 2 a—(1+vV2)r 2

De aqui, podemos obtener

2a

r= )
3+2vV24+ 45
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Problema 16.

Dos circulos inscritos entre un cuadrado y dos trian-
gulos equilateros

O

b b G gb C

Llamamos b = DG = DG. De Como GF = G B, tendremos
26> = (a — b)* + @,
resultando b = (v/3 — 1)a. Ahora usamos la geometria analitica para hallar

los radios R y r de las dos circunferencias.

Supongamos que D es el origen de coordenadas y que DC'y DA son los
ejes de abscisas y ordenadas, respectivamente.

Las rectas F'G y DFE tienen ecuaciones:
DE : 3z —y =0,
FG:z4+y—(V3—1)a=0.
Siendo I = (u, R), las condiciones d(I, FG) = d(I, DE) = R se escriben

‘\/gu—R‘ ‘u+R—(\/§—1)a‘

7:R’ :R
V2

2
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Resolviendo este sistema obtenemos el radio de la circunferencia mayor:
L (VE-1)a
1+vV2+V3

Parece intuirse del dibujo que el radio de la circunferencia pequena es la
mitad del radio de la circunferencia mayor. ;Serd asi?

Sean J = (z,y) y r el centro y el radio de la circunferencia inscrita en el
triangulo GC'B. Las rectas CE y GGB tienen ecuaciones:

CE :V3z+y—aV3=0,
C’B:a:—<2—\/§)y—<\/§—1)a20.

Las condiciones de tangencia se expresan:

(V32 +y —av3] _,
2 )
[r-(2=V3)y—(V3-1)q
1+ (2—v3)?

\ L =a—T.

:’]’”

Resolviendo, obtenemos

. (2—\/§)a
1 —V246

Puede comprobarse, por multiplicacién, que

Vil 2-\3
1+v2+v3 ~ 1-v2+6

es decir, efectivamente R es el doble de r como habiamos supuesto.
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Problema 17.

Un circulo entre dos tangentes a circulos inscritos en
triangulos rectangulos dentro de un cuadrado.

E F

(e, 0]

A k C D h B

Si k es la longitud del segmento AC', teniendo en cuenta la féormula del
radio de la circunferencia inscrita en un triangulo rectangulo,
~ 2ri(a—11)

a+k—+a®+ k?
=r=k=

2 a— 2r

Anélogamente, si h es la longitud del segmento DB, resulta

b 2ry(a — 19)

a — 27’2
Usando la forma punto-pendiente, las ecuaciones de las rectas EB y C'F' son
Yy =a—mz,
y=a+n(zx—a),

siendo

ala — 2ry) ala — 2ry)

m=-———>= = °7
2r(a —ry)’ 2ro(a — ra)
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Ahora usamos la férmula de la distancia de un punto a una recta para
expresar el hecho de que la circunferencia central sea tangente a las dos rectas.
Si G = (z,y) es el centro y r es el radio de esta circunferencia, se cumpliran
las relaciones:

(|mx+y—al .
) — Iy
| m_:_l | |mx —r| =rvm?+ 1, 3)
nr—y-+a—na =
21 =T |nx 4+ r —na| =rvn?+ 1.
(y=a—r.
Como
14+ m? =1+ a2ga2 —4ria + 47’? 1y a42— 4r1a33_|_ 47’%&?1 _
4ri(a® — 2ar; 4 r7) 4dria? — 8ria + 4r]
_a' —4ra® + 8ria® — 8rfa+ 4rt  (a® —2ria+ 2r})?

4r2(a —rq1)?  dr¥a—r)?
resulta que
a? — 2ria + 27’%

T+m? =
m 2ry(a —ry)

Haciendo unos célculos parecidos para n, las relaciones (1) pueden expresarse:

ala — 2ry)x _a®—2ra+2rf

2ry(a — 1) 2r1(a —ry)
ala =2ry)(a—x) | a®—2ra+2r3
2ry(a — 19) B 2ra(a — ra)

Eliminando denominadores,

la(a — 2r)z — 2ri(a —ry)r| = (a2 —2ria + 27’%) r

a(a — 2r2)(a — x) — 2ro(a — ro)r| = (a® — 2rea + 2r3) r
Eliminando el valor absoluto:

(a* = 2ria)z + (2r; — 2r1a)r = £ (a® — 2ria + 2r7) r

—(a® = 2rya)z + (a® — 2rya®) — (215 — 2ra)r = £ (a® — 2roa + 2r3) r

Esto da lugar a cuatro sistemas de ecuaciones.
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Problema 18.

Un cuadrado, un semicirculo y dos circulos

A M N B

([@Ye;

o
D X

Llamamos r; y ro a los radios de las circunferencias con centros Y y Z,
respectivamente. Usamos que los segmentos de tangente a una circunferencia
desde un punto miden lo mismo. Entonces,

TU =BT —BU =BC—-BM =a—(a—11) =11.
Al ser TU la tangente interior comun a las circunferencias (X) e (Y),

ri =TU? = XY? — ($+1)° =

=[(§ =)+ (a—m)"] = (§+m)*
Resolviendo obtenemos ry = .

a __ 3a

Ahora, usamos que LS = DR para deducir que LS = DR = a — § = 7.
Como también es LU = ST y sabemos que TU = %, deducimos que también
LP = LU = %. es decir, UY PL es un cuadrado (tiene los cuatro lados iguales
y dos de los dngulos opuestos son rectos).

Ahora, como PY N como es semejante a USY y US = 2-UY, tendremos
quePN:%PY:%.ASLLN:%—I—%:%—“.
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Esto nos permite calcular

BN:BA—NA:BA—LN:a—:%a:%.

Usando el teorema de Pitagoras en el tridngulo BLN, obtenemos:

25 9 16 a? a

BL*=BN? - LN?= "¢~ —a>= —a’= — = BL=—.

64" 64" 6" T 1 2
Teniendo en cuenta que WC' = JL = ry, resulta BW = a—ry. Para hallar
una expresion de LW, tenemos en cuenta que en un tridngulo rectangulo con
catetos x, y e hipotenusa z el radio de la circunferencia inscrita viene dado

por
r4+y—=z
r—=

2 )
Aplicando esto al triangulo BW L,
_ BL+LW —-BW  $+LW —a+r;
B 2 B 2

Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo BLW, resulta

( )? i ( + a)2
a—To = — T2 —
4 2/ 7
ecuacion que una vez resuelta conduce a rp = §.
Relacionando r, y 72 obtenemos que
A1

N o

[SISIESNE)

T2
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Problema 19.
Circulos entre arcos y cuadrados

Nombramos puntos como en la siguiente figura:

A

[e,

oy

(®,

Q
D E H C
Llamando z al lado del cuadrado interior y usando el teorema de Pitdgoras
con el triangulo DHG,
a x 3a

2
(5+§) +:172:a2=>(x+a)2+4$2=4a2=>$=€-

Ahora, llamando R al radio del circulo interior mayor, y usando el teorema
de Pitagoras con el triangulo DEF,

3a 2 a2 ) 39
(€+R) —|—<§) = (a— R) ér—%a.

Por 1ltimo, siendo r el radio del menor de los circulos interiores, usando
una vez mas el teorema de Pitagoras, ahora con el triangulo DET,

(a—r)2—|—<g)2:(a+r)2:>r:%.
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Problema 20.

Dos circulos y dos arcos dentro de un cuadrado

Consideramos la siguiente figura:

A

[e,

olvy]

R

G
D E H C

Llamamos R = F'E al radio del mayor de los circulos interiores. Aplicando
el teorema de Pitagoras al triangulo DEF', resulta

<g)2+R2:(a—R)2:>R:—.

Ahora llamamos r al radio del circulo menor, e y a la altura GH. Aplican-
do el teorema de Pitagoras a los triangulos DHG y C'HG resulta el sistema:

{(a—r)2+y2=(a+r)2

P +yt=(a—r)?

Al resolver el sistema obtenemos:

ol e
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Problema 21.
Coctel de cuadrados

Consideramos la siguiente figura:
C

P 0 R

Vamos a demostrar que la condicion a = 2z es suficiente para afirmar que
los puntos estan alineados.

Si hacemos, con centro F', un giro de 90° en el sentido de las agujas
del reloj, el tridngulo F P() se transforma en el triangulo FFBK, siendo por
tanto BK perpendicular a P(). Si suponemos que BG = 2 - F'(G, entonces el
triangulo BGK es isosceles, siendo la bisectriz del angulo G perpendicular
al lado opuesto BK. Deducimos entonces que la bisectriz del dangulo G del
triangulo BG K es paralela al segmento PQ).

De una forma simétrica, el segmento QR sera paralelo a la bisectriz del
angulo G del tridngulo DG H. Como las dos bisectrices son la misma, entonces
los puntos P, ) v R son alineados.

En el caso general, los angulos /BGF y ZDGH son suplementarios.
Llamando « al angulo ZBGF' tendremos, por el teorema del coseno:

= b* + = 2(a® + 27).

? =a?+ 2? — 2ax cos o
b2 = a? + 2% + 2ax cosa
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Problema 22.

Cinco circulos gemelos en un cuadrado

a

\_

Sean a, b y ¢ los lados de los tridngulos rectangulos ordenados de menor
a mayor. La figura muestra que el cuadrado central tiene por lado b — a.
Entonces, usando la férmula del radio del circulo inscrito en un tridngulo
rectangulo podemos expresar:

a—l—b—c_b—a

r =

Entonces ¢ = 2a, b= v/3a y
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Problema 23.

Cuatro circulos grandes y dos pequenos

Nos referimos a la siguiente figura:

Con la notacion del enunciado vemos que OA =r, DE = s, EF = R,
OB =a—2r, BC = R+ 2r —a. Llamando = OF, como = = 2./rs, resulta
que z? = 4rs.

Por ser tangentes las circunferencias de centros B y D,
(a—2r+s)+2* = (a — 5)?,
de donde, teniendo en cuenta la relacién anterior deducimos que

r(a—r a—r
527( ), T =2r .
a a

Ahora expresamos que el circulo de centro F' es tangente también al
circulo de centro B:

(R+2r —a)*+2* = (a — R)%.

De aqui deducimos que

2
R:a—2r—|—r—.
a
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Llegados a este punto, queremos ademas que el circulo de centro F'y
radio R sea tangente al circulo de centro D, que a su vez queremos que tenga
radio r. Es facil imaginar que, para ello, r tendra que tener un valor especial.

Imponiendo en CD?* + DF? = DF? con las condiciones anteriores, obte-
nemos que

(26 —2r —R—71)? 4+ 2= (R+71)?

4(a—r)2—|—(R—|—r)2—4(R+T)(a—r)—|—4r2—%: (R+r1)?

a(R+7)(a—7)=ala—71)*+1%a—1>=(a—r)(a*— ar +1?)
a® —ar +r? 2

R:—r—l——:a—%—l—r—
a a

Es decir, hemos llegado a una identidad, pues este valor de R es el que
hemos obtenido antes. Esto significa que el circulo de centro F' y radio R
serd tangente al circulo de centro D y r para cualquier valor de 7.

Resolviendo la ecuacién

2
r
a—2r+—=r
a

obtenemos que los cuatro circulos oscuros seran iguales cuando

35
2

T a.
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Problema 24.

Seis circulos en un rectangulo

Nombremos en la figura los puntos como sigue:

NN

Llamando z e y a la base y la altura del rectangulo podemos expresar
BC=x-1,AC=y—1,AB=3,DE=1V3,AD=1y BE= 2.

El teorema de Pitdgoras, aplicado al tridngulo BED, da BD = /7, y
entonces, CD =z — 1 — /7.

Aplicando ahora el teorema a los triangulos ACB y AC D, obtenemos
(=17 +(y—-1°=9
2 .
(s-1-VT) + -1 =1

Al resolver el sistema obtendremos:

15
r=1+—=

2V7

—1+\/27
y= 2’
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Problema 25.
Primer teorema de Mikami y Kobayashi

Consideramos, por ejemplo, esta triangulacion de un hexdgono inscrito
en una circunferencia.

Hemos numerado los lados y hemos llamado my, ..., mg a las distancias
del circuncentro a esos lados. Sean 1y, 1o, 73 y 74 los radios de las circunfe-
rencias inscritas en los triangulos ABC, ACF, CEF y C'DE. Aplicando el

teorema de Carnot a estos tridngulos obtenemos:

ml—l—mg—ma:R—l—rl,
mﬁ—l—ma—mb:R—l—rg,
my +me—ms = R+ r3,

ms+mg —me. = R+ ry4.
Sumando miembro a miembro, obtenemos que
M +reo+r3+ry= (m1+m2—|—m3+m4—|—m5+m6) —4R,

expresion que no depende de la triangulacién que hemos usado.
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Problema 26.
Segundo teorema de Mikami y Kobayashi

Unimos AM, AQ, BM y BQ. La recta AQ) divide al angulo M QP en dos
angulos a y 3.

Por ser M el incentro de ABC' se cumple que ZAMB = 90° + ZA%.
Por ser @) el incentro de ABD se cumple que ZAQB = 90° + ZA%.

Por ser ZACB y ZADB &angulos inscritos que abarcan el mismo arco
son iguales, y por tanto, los angulos ZAMB y ZAQB también son iguales
y el cuadrilatero AQ M B esta inscrito en una circunferencia, siendo entonces

B

QZE.

Razonando de forma parecida, también el cuadrilatero AQPD esta ins-
crito en una circunferenciay § = %

Entonces,

B+ D
/MQP=a+0=—+4+ — = ;r = 90°.

[\3|UU>
[\3|®>

De forma similar se comprobaria que los angulos restantes del cuadrilatero
M N P(@) son rectos, por lo que M N PQ) es un rectangulo.
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Problema 27.

Un cuadrilatero inscrito y circunscrito, y dos circulos
mas

Nos referimos a la siguiente figura:

Llamamos a = HB, b = EC. R = OH = OF es el radio que queremos
hallar. Llamamos r y s a los radios conocidos de las circunferencias pequenas.
En nuestro caso tenemos r = % ys=2.

La longitud de HK, tangente exterior comin a las circunferencias de
centros O e I es 2V Rr. Usando los triangulos semejantes OHB e IKB,
podemos expresar

IK OH r R 2RV Rr

= = = — = a= .
KB HB a— 2v/ Rr a R—r
Procediendo de la misma forma con la otra circunferencia pequena, podemos
expresar b en términos de R y s:

_ 2RVRs

 R-—s '

Al ser ABC'D un cuadrildtero circunscrito a una circunferencia, coincide la
suma de sus lados opuestos:

AB+ DC =AD + CG
2a + 2b =2+/4R? 4 (a — b)?
(a+b)* =4R* + (a — b)?
ab =R?.

b
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Ahora sustituimos los valores obtenidos de a y b:

AR*VRrv/Rs
(R—r)(R—s)
4y/rsR=R*— (r+s)R +rs

R*—(r+s++rs)R+rs=0.

= R?

Haciendo la sustitucion r = %, s = 2 resulta que R es una solucién de la

ecuaciéon R? — 32—7R + 9 = 0. Las soluciones de esta ecuaciéon son R = 18 y
R = % Por tanto, el radio buscado es R = 18.
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5.

Las Pistas

. Usa el teorema de Descartes.
. Todos los triangulos rectangulos que ves en la figura son semejantes.

. Usa la férmula la longitud del segmento de tangente comtun a dos cir-

cunferencias tangentes.

. Usa el teorema de Casey. También te hara falta la férmula de la longitud

del segmento de tangente comin a dos circunferencias exteriores.

. En este problema pueden ser ttiles el teorema de Pitagoras, expresar la

tangencia de las circunferencias y la semejanza de triangulos. Una forma
de enfocar el problema puede ser: comenzar a construir la figura por la
1zquierda y por la derecha, comprobando que coinciden al encontrarse.

. Usar triangulos semejantes y el nimero de oro.
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